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Uber die kinetische Theorie der inneren
Reibung der Flissigkeiten

Dr. Gustav Jiger.
(Mit 1 Textfigur.)

(Vorgelegt in der Sitzung am 2. Mirz 1893.)

Wie ich schon in der Abhandlung »Zur Theorie der
Fliissigkeiten«! zu erwéahnen Gelegenheit hatte, ist es zur
Erforschung des fliissigen Zustandes nicht so sehr am Platze.
auf alle Einzelheiten direct einzugehen, als vielmehr vorerst
das Bild in grossen Ziigen zu fixiren, da wir fiir den ersteren
Fall zu iiberaus verwickelten Darstellungen kdmen, welche nur
mit Mihe das in ihnen enthaltene Wesentliche erkennen lassen
wirden. Desshalb wollen wir auch bezliglich einer kinetischen
Theorie der inneren Reibung der Flissigkeiten uns die ganze
Anlage moglichst einfach zu gestalten suchen.

Stellen wir uns vor, wir hétten zwei parallele, ebene
horizontale Platten. Die untere befinde sich in Ruhe, die obere
bewege sich in einer bestimmten Richtung mit der Geschwin-
digkeit #, ohne dass sie dabei ihre eigene Ebene verldsst, so
dass der Abstand a der beiden Platten stets constant bleibt.
Zwischen den beiden Platten befinde sich eine Kugel vom
Radius 7. Dieselbe habe eine Geschwindigkeit ¢, senkrecht zu
den beiden Platten, und zwar soll ¢ gegen » sehr gross sein.
So oft die Kugel gegen eine Platte stdsst, soll sie sofort reflectirt
werden, als wire sie vollkommen elastisch. Wird ausserdem
der Elasticitatscoéfficient sehr gross angenommen, so wird die
Zeit, wahrend welcher die Kugel ihre Bewegungsrichtung

1 Wien. Ber., CI, S. 920 ff.
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umkehrt, verschwindend klein ausfallen. Immerhin soll diese
Zeit genligen, der Kugel in der Richtung der Plattenebene jene
Geschwindigkeit zu ertheilen, welche die Platte selbst hat.
Das heisst, so oft die Kugel die untere Platte trifft, muss ihre
Geschwindigkeit parallel zu den Platten gleich Null, beim Auf-
treffen auf die obere Platte gleich # werden. Das bedeutet nichts
Anderes, als dass bei jedem Zusammenstosse mit der unteren
Platte an dieselbe die Bewegungsgrosse mi abgegeben wird,
wenn m die Masse der Kugel ist, und zwar sucht diese
Bewegungsgrosse der Platte eine Geschwindigkeit in der Be-
wegungsrichtung der oberen Platte zu ertheilen. Das Entgegen-
gesetzte findet bei der oberen Platte statt. Dieselbe erhilt einen
Zug, welcher ihrer Bewegungsrichtung entgegenwirkt.

Der Weg, welchen die Kugel beim Verlassen der unteren
Platte bis zum Auftreffen auf die obere zurlcklegt, ist a—27r,

. s 1 . . a—2r . . .
dieZeit, die dabei verstreicht, P die Zeit, welche zwischen

_21/

. . a
zwei Stossen auf dieselbe Platte verstreicht, ist 2 , daher

die Zahl der Stdsse, welche eine Platte in der Zeiteinheit erfahrt,

- °c .
T 2(a—27)

Die Kraft, welche also eine jede Platte in der Richtung
mic

ihrer eigenen Ebene erfdhrt, ist -—————= Sind anstatt einer
2(a—27r)
Kugel deren N vorhanden, so erhalten wir die Kraft
mN1c mNc
K=sa =™ 1)

wenn wir a—2# — \ setzen, wobei k die Weglange ist, welche
eine Kugel zwischen zwei aufeinanderfolgenden Sttssen
zuriicklegt.

Es ist also der Widerstand, den die beiden Platten bei
einer Parallelverschiebung gegen einander erfahren, direct
proportional der Verschiebungsgeschwindigkeit. Diesen Fall
wollen wir nun auf die Flissigkeiten Ubertragen und damit
eine Erklarung flir die innere Reibung derselben geben.
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Die innere Reibung zeigt sich bekanntlich dann, wenn
zwei neben einander befindliche Fliissigkeitsschichten mit ver-
schiedener Geschwindigkeit fliessen. Es tibt dann die schneller
fliessende auf die langsamer fliessende eine Beschleunigung,
diese auf jene eine Verzdgerung aus. Wichst die Geschwindig-
keit der Flissigkeit von Schichte zu Schichte gleichférmig, so
ist die Kraft, welche von einer Schichte auf eine zweite, im
Abstande x befindliche ausgeiibt wird,

w !

R=uf ,

! v

wobei f die Fliche der reibenden Schicht ist, z# und #' die
Geschwindigkeiten der zwei Schichten und w eine Constante
bedeutet, welche von der Natur der Fliissigkeit abhangt. Diese
Constante nennt man den Reibungscoéfficienten. Wichst der
Geschwindigkeitsunterschied nicht gleichféormig mit dem Ab-
stande der Schichten, so wird die innere Reibung an ver-

schiedenen Stellen der Flissigkeit verschieden sein. Man hat
/

U— " .
dann zum Grenzwerthe von tiberzugehen, und es wird

dan

R=—uf dax

Das negative Vorzeichen erklart sich daraus, dass fir die
schneller bewegten Schichten die innere Reibung als Wider-
stand auftritt. Diese Formel flir die innere Reibung hat schon
Newton aufgestellt.

Denken wir uns demnach eine Fliissigkeitsschichte fest-
gehalten, wihrend wir eine zweite in der Entfernung Eins von
der ersten mit der Geschwindigkeit Eins vorwirts bewegen, so
miissen wir bei dieser Bewegung einen Widerstand {iber-
winden, welcher fiir die Flacheneinheit der bewegten Schichte
gleich p, d. i. gleich dem Reibungscoéfficienten ist. Die Grosse
desselben nach der kinetischen Theorie zu entwickeln, soll im
Folgenden versucht werden.

Wir legen durch die Fliissigkeit horizontale Ebenen, welche
von einander um den Abstand zweier Molekeln entfernt sind.
Dieser Abstand wird sich nur um Weniges vom Durchmesser
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einer Molekel unterscheiden. Wir wollen ihn daher gleich 27
setzen, wenn wir uns die Molekeln als Kugeln vom Radius »
denken. Dieselben sollen sich wie die Kugeln bei unserem
eingangs erwéihnten Falle senkrecht zwischen den Ebenen
mit der Geschwindigkeit ¢ hin- und herbewegen. Die unterste
Ebene sei in Ruhe, die oberste bewege sich mit einer bestimmten
constanten Geschwindigkeit. Ist der Bewegungszustand in der
Fliissigkeit stationdr geworden, so muss sich jede Zwischen-
ebene mit constanter Geschwindigkeit bewegen. Das ist aber
nur moglich, wenn sie von der einen Seite ebenso viel Be-
wegungsgrosse empfangt, als sie nach der anderen abgibt, und
fiir sammtliche Ebenen ist dieser Fall wiederum nur moglich,
wenn das Geschwindigkeitsgefélle in der Flissigkeit ein con-
stantes ist, das heisst, wenn der Geschwindigkeitsunterschied
zwischen je zwei gleich weit entfernten Schichten dieselbe
Grosse hat. Mithin erhalten wir das Geschwindigkeitsgefille,
wenn wir den Geschwindigkeitsunterschied zweier beliebiger
benachbarter Ebenen durch ihren Abstand 2+ dividiren. Also
du  u,—1,
ax — 2r

wenn die oberhalb liegende Ebene die Geschwindigkeit #,, die
darunter befindliche #, besitzt. Bilden wir nun den Ausdruck
fiir die verzégernde Kraft, welche auf die Flacheneinheit der
oberen Schichte entfdllt, so ist derselbe

P‘d—ﬁ,_ I 2y

Diese Kraft muss gleich sein der Bewegungsgrosse, welche
von den zwischen den zwei Ebenen hin- und herfliegenden
Molekeln in der Zeiteinheit an die Fldcheneinheit einer Ebene
abgegeben wird. Natiirlich ist nur jene Bewegungsgrésse zu
verstehen, welche mit ihrer Richtung in die Ebene selbst fillt.
Ist die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit N, so ist jene
Zahl, welche zwischen zwei Ebenen auf die Fldcheneinheit
entfallt, 27N und die in der Zeiteinheit libergefiihrte Bewegungs-
grosse nach Gleichung (1)

21rNmc rNmc
T (y—11y) = — (12,—u1)).

du 1, — 11,
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Wollen wir jetzt die Formel nicht mehr auf unseren
fingirten Fall, sondern iiberhaupt auf die Flissigkeitsreibung
anwenden, so brauchen wir die Ebenen zwischen den Molekeln
bloss wegzulassen und zu bedenken, dass die Molekeln nicht
nach einer Richtung, sondern nach allen Richtungen des
Raumes sich bewegen. Diese Bewegungen lassen sich aber
durch drei auf einander senkrechte ersetzen. Wir wollen daher
fiir die Zahl der Zusammenstdsse nur den dritten Theil der
obigen einfithren. Dann wird die in der Zeiteinheit von einer
Molekelschicht auf die ndchste iibertragene lebendige Kraft

gleich
Nmc
a5 (1y—1,)

. . N . . . Uy—1t
sein, und diese Grosse ist wiederum gleich p. 29 1 Daraus
27
folgt aber
2¢*Nme _ 21%c¢
T = , 2)
3 3 /

wenn wir Nm = p setzen, wobei nun p nichts Anderes als die
Dichte der Fliissigkeit bedeutet, da Nme die in der Volumeinheit
enthaltene Masse ist.

Damit ist bereits eine Formel fiir den Reibungscoéfficienten
einer Fliissigkeit gefunden, doch enthdlt dieselbe ausser der
Dichte p nur Grossen, welche unmittelbar nicht gegeben sind.
Vor Allem wollen wir einen Ausdruck fiir die mittlere Weg-
linge X\ suchen. Wiederum handelt es sich uns nur darum,
einen angendhert richtigen Werth daflir zu finden.

Vorausgesetzt, die Molekeln seien Kugeln, welche im
flissigen Zustande sehr nahe an einander liegen, so wird fir
die Berechnung der mittleren Weglange nichts gedndert, wenn
wir annehmen, die in Betracht gezogene Molekel sei bloss ein
materieller Punkt, wihrend alle benachbarten Molekeln den
doppelten Radius haben. Dies ist natiirlich nur geometrisch
denkbar, indem sich ja die einzelnen Kugeloberflichen der
Nachbarmolekeln dann durchschneiden und nur einen kleinen
Raum brig lassen, innerhalb dessen sich der Punkt bewegen
kann. Dieser Raum kann aber von der Kugelgestalt nicht sehr
erheblich abweichen, wie man aus der Zeichnung ersieht, die
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einen Querschnitt des Molekelsystems veranschaulicht. In
derselben ist der schraffirte Theil jener Raum, in welchem sich
der Punkt bewegen kann.
Wir suchen desshalb die
mittlere Weglidnge eines
Punktes in einer Kugel,
welche dem zurBewegung
freien Raume eingeschrie-
ben ist. Dieselbe ist gleich
der Summe sdmmitlicher
Wege, welche der Punkt
von einem bestimmten
Punkte der Kugelober-
fliche zu allen tibrigen
Punkten derselben zu-
riicklegen kann, dividirt
Fie. 1. durch die Zahl dieser
7 Wege. Nehmen wir nun
an, eine unendlich grosse Zahl von Punkten sei auf der Kugel-
oberfliche gleichméssig vertheilt, und es kommen auf die
Flacheneinheit N, Punkte, so ist die Zahl sammtlicher in
Betracht kommenden Punkte 4ma®N,. Die Entfernung zweier
beliebiger Punkte ist gegeben durch

\/a*+a*—2aa cosp = a\/2(1—cos ),

wenn a der Radius der Kugel und v der Winkel der Radien
ist, welche zu den beiden Oberflaichenpunkten gehoren. Die
Gesammtzahl der Wege, welche dieselbe Lange haben, ist dann

2za’N, sin pdo
und die Summe aller dieser Wege
27a3N,\/2(1—cos ) sin vd.

Integriren wir diesen Ausdruck von O bis &, so haben wil
die Gesammtsumme aller moglichen Wege, und die mittlere
Weglidnge erhalten wir dann, wenn wir noch durch 4za?N,
dividiren. Mithin ist
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GO * NM—coso .
)\-_—_—a—f \/2(1—cosy)sm'9d';:af /—C(ﬁsmwdw:
2 o 0 \/ 2 L]

—4a f“sin2

<0

’D
T

cos ?d -

|-
o6

sin? 27
2 4a
—=4da =—. (3
[ 3 JO ©
Nun miissen wir aber berticksichtigen, dass alle Molekeln
in Bewegung sind. Dem koénnen wir dadurch Rechnung tragen,
dass wir fir die mittlere Geschwindigkeit ¢ einer Molekel die
mittlere relative Geschwindigkeit einfiihren. Dieselbe wird in
derselben Weise gefunden, wie es Clausius! fiir die Be-
rechnung der mittleren relativen Geschwindigkeit einer Gas-
molekel gethan hat, und es ergibt sich fiir dieselbe der Werth
*/yc. Wenn die relative Geschwindigkeit aber grosser ist als
die absolute, so muss im selben Masse die mittlere Wegliange
kleiner werden; wir erhalten daher aus der Gleichung (3)

k=a.
Nun ist aber, wie man unmittelbar aus der Zeichnung ersieht
a—=d—2v,

wenn d die Entfernung der Mittelpunkte zweier Molekeln und
v der Radius derselben ist. Daher ist

27 27 ‘o/b>
—_ o — ____—2/' - ) — v J— -
)\_d—21_d<1 d>— 1(1 d)_21(1 \ »

Diese Formel rechtfertigt sich insofern, als man iberall
dort, wo 4 und 27 nicht als Differenz vorkommen, dieselben
mit einander vertauschen kann, da ja d um sehr wenig grésser
als 2# ist. Wenn ferner b das Volumen ist, welches die Molekeln
thatsdchlich mit Materie ausfiillen, v jenes, welches ihnen
{iberhaupt zur Verfligung steht, so

2r® b

> v

1 Theorie der Gase, S. 61 ff
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Setzen wir schliesslich den fiir A gefundenen Werth in die
Gleichung (2) ein, so ergibt dies

rpe

p=— “)

3 (1 — Q/%’)

Was nun die Geschwindigkeit der Fllissigkeitsmolekeln ¢
anbelangt, so habe ich zu deren Berechnung bereits mehrere
Methoden angegeben, welche in den Abhandlungen »Die Ge-
schwindigkeit der Fliissigkeitsmolekeln»,! »Uber die Abhangig-
keit der Capillaritdtsconstanten von der Temperatur und deren
Bedeutung fiir die Theorie der Fliissigkeiten»,® »Zur Theorie
der Fliissigkeiten«? zu finden sind. In letzter Abhandlung habe
ich auch eine Gleichung fiir die Warmeausdehnung der Fliissig-
keiten von der Form
R, 1+at

U:b+F0 1—ef

©)

abgeleitet, wobei v und & dieselbe Bedeutung wie in Gleichung (4)
haben. Kennt man die Volumina einer Grammmolekel Fliissigkeit
bei zwei verschiedenen Temperaturen, so ldsst sich daraus b
R .
und 17‘ berechnen, da s, der Temperaturcoéfficient der Capil-
0

laritdtsconstanten ebenfalls eine experimentell bestimmbare
Grosse ist. P, entspricht dem inneren Drucke der Flissigkeiten
bei 0°, ferner ist

P — Nmnc}
=3

wenn ¢, die mittlere Geschwindigkeit der Molekeln bei der-
selben Temperatur bedeutet und N»: die Masse einer Gramm-
molekel ist. Kennt man daher P,, so ist auch ¢, bekannt. Dann
enthalt aber die Gleichung (4) nur noch die eine Unbekannte #
den Radius einer Molekel. Man kann somit diese Gleichung zur

1 Wien. Ber., XCIX, S. 860 ff.
2 Ebenda, C, S. 268.
3 Ebenda, CI, S. 920.
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Berechnung der Grosse der Molekeln beniitzen und erhilt fiir
den Radius einer Molekel

(- Q?)

Wihlen wir flir Wasser zur Berechnung des & die Tempe-
raturen 20° und 60°, so sind die entsprechenden Volumina
nach Rosetti! fiir | ¢ Wasser 1:00174 und 101691 cu® Fir
den Temperaturcoéfficienten der Capillarititseonstanten fand
ich ¢ = 0+00232.% Setzen wir noch « = 0-00366, so folgt
b = 0-943, %: 0-052. Fiir den inneren Druck P, fand ich

0
als Mittel nach verschiedenen Methoden 276.107 (C. G. S.).3
Daraus folgt nach Obigem, da Nm =1 ist,

¢, = 20800 cmn.

Da wir 20° und 60° als Temperaturintervall zur Berechnung

des & und ]; genommen haben, so wollen wir 7 flir die Mittel-
0

temperatur 40° bestimmen. Fiir diese Temperatur ist nach
Poiseuille p. = 0-0066,* ferner v = 1:0077. Der Werth von 7
erleidet keine besondere Einbusse, wenn wir fiir p und ¢
die erthe, welche bei 0° gelten, einsetzen. Man erhélt
sodann 7 = 20°8.10~% ¢sz. Mithin ist der Durchmesser der
Wassermolekel

N R
Fir den Ather wurde & und F‘— aus den Werthen des
)

Volumens bei 0° und 30° berechnet. Setzen wir das Volumen
bei 0° gleich Eins, so erhalten wir nach der Gleichung

v=_1+at+b+ct®y,

Wiillner, Experimentalphysik, III, S. 77,
2 Wiener Berichte, C, S. 238.
3 Ebenda, CI, S. 926.
+ Wiillner, Experimentalphysik, I, S. 386.
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fiir30° den Werth 1- 04829, wenn wir nach Kopp 2 =000148026,

b — 0-0000035, ¢ = 0-000000027 ! setzen. Der Temperatur-

coéfficient der Capillaritdtsconstanten ist e = 0-00607; daraus

folgt b= 08647, ‘% = 01353, Fir den inneren Druck P,
0

fand ich 45.107 (C. G. S.). Ferner ist Nm = 0°736 zu setzen.

Demnach erhalten wir

¢, = 15800 cm.

Fiur die Temperatur 10° wird nach Handl und Pribram?
der Reibungscoéfficient p. — 0-0026, das Volumen v =1:013.
Aus diesen Werthen erhalten wir dann » — 34°9.10=9% ¢m. Es
ist desshalb der Durchmesser der Athermolekel

5 =70.10"%¢m.

Fligen wir noch hinzu, dass wir fiir den Mittelwerth des
Durchmessers der Wassermolekel nach sechs verschiedenen
Methoden 43.10-% ¢, fiir jenen der Athermolekel als Mittel
aus fiinf Berechnungsarten 76.10% cme ¥ erhalten, so miissen
wir gestehen, dass diese Werthe mit den unserigen aus-
gezeichnet Uibereinstimmen, was wohl als bedeutende Stiitze
fiir die Richtigkeit unserer Theorie der inneren Reibung der
Flussigkeiten gelten kann.

Nachdem wir den Werth fiir den Durchmesser einer Molekel
kennen, ist es auch nicht mehr schwer, nach der Gleichung

=)

den absoluten Werth der mittleren Weglange zu berechnen.
Es ergibt sich fiir

Wasser. LA =091.10""¢m
Ather 363.10— ¢

Wir haben also bei den Fliissigkeiten zwischen der mittleren
Wegldnge und der Grosse einer Molekel gerade das verkehrte

1 Ebenda, III, S. 83.
Wien. Ber., LXXX, S. 35.
Monatshefte fiir Mathematik und Physik, III, S. 263.
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Verhiltniss wie beji den Gasen. Hier ist die mittlere Weglinge
bedeutend grosser, dort bedeutend kleiner als der Durchmesser
der Molekel.

Bekanntlich nimmt die innere Reibung mit wachsender
Temperatur erheblich ab. Es entspricht diesem Verhalten unsere
Gleichung

rpe

thatsachlich insoweit, als mit wachsender Temperatur der Aus-

3 . . . .
druck 1— \/i ziemlich rasch zunimmt, was auf eine Ver-
v

kleinerung des p hinauslauft. Freilich miissen wir bedenken,
dass auch ¢ eine Function der Temperatur ist, und zwar von
der Beschaffenheit, dass ¢ mit der Temperatur wachst. Ich halte
es aber nicht fliir erlaubt, aus der bekannten Abnahme des
Reibungscoéfficienten die Anderung des ¢ mit der Temperatur
bestimmen zu wollen; denn wenn wir liberlegen, dass ja nicht
einmal bei der Theorie der Gasreibung, wo die Verhiltnisse
doch viel klarer zu Tage liegen als bei der Fliissigkeitsreibung,
eine Ubereinstimmung mit der Beobachtung vorhanden ist,
insoweit sich die Theorie auf die Anderung der Reibung mit
per Temperatur bezieht, so kdnnen wir unmoglich mit Sicherheit
annehmen, dass unsere Formeln, die wir nur mit Hilfe mehrerer
Vernachldssigungen und Hilfsannahmen erhalten haben, in
jeder Beziehung mit den Thatsachen iibereinstimmen.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIL. Bd., Abth. II. a. 18
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