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Die Theorie der Warmeleitung der Flussig-
keiten

Dr. Gustav Jiger.

Wie es sich mir bei der kinetischen Theorie der inneren
Reibung der Fliissigkeiten! darum handelte, die Ubertragung
von Bewegungsgrosse von den schneller bewegten Schichten
auf die benachbarten Schichten von geringerer Geschwindig-
keit durch blosse Molecularbewegung zu erkldren, so liegt mir
im Folgenden daran, auf analoge Weise einen Ausdruck fiir die
Wirmeleitungsfahigkeit der Flissigkeiten aufzustellen, indem
ich die Molecularbewegung als Ursache der Ubertragung von
lebendiger Kraft von Schichten hoherer Temperatur zu jenen
tieferer ansehe.

Stellen wir uns vorerst zwei parallele, ebene, horizontale
Platten vom Abstande a vor. Zwischen denselben befinde sich
eine Kugel vom Radius 7, welche eine Bewegungsrichtung
senkrecht gegen die beiden Platten besitzt. So oft die Kugel
eine der Platten trifft, wird sie reflectirt, so dass sie bestandig
zwischen den beiden Platten hin und her fliegt. Wir setzen nun
voraus, dass, so oft die Kugel die obere Platte verldsst, sie
mit einer Geschwindigkeit ¢, nach unten fliegt. Nach der Re-
flexion an der unteren Platte soll sie jedoch mit der Geschwin-
digkeit ¢, wieder emporfliegen. Ist die Masse der Kugel m, so
folgt daraus, dass durch das Hin- und Herfliegen der Kugel
bestandig Energie von der oberen Platte an die untere abge-
geben werden muss, wenn ¢; > ¢, ist. Und zwar ist nach jedem

1 Diese Ber., CIL. S. 253. ff.
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Hin- und Hergange der Kugel die {bertragene Energie-
¢ mc .
2 2

Da der Weg, welchen die Kugel von einer Platte bis zur
andern zuriicklegt, gleich a—2r ist, so folgt fiir die Zeit, welche

bei einem Hin- und Hergange verfliesst

menge

a—2r  a—2r ( 1 1 )
+— = (a—27) 71 2 (a—27r) L2

Cy 2

6+

212

Nehmen wir noch an, dass ¢, von ¢, sehr wenig ver-
schieden sei, so kbnnen wir, da wir es hier nicht mit der Diffe-
renz beider Grossen zu thun haben, die eine mit der anderen
vertauschen, also

CyHCy 3

C,6y ¢ C, c

setzen, wobei ¢ das Mittel von ¢, und ¢, sein soll. Demnach

betrdgt die Zeit eines Hin- und Herganges 2 a— , mithin die

Zahl der Stosse, welche eine Platte in der Zeiteinheit von der
Kugel erfahrt

Die Energiemenge, welche demnach durch die Kugel von
der oberen Platte auf die untere in der Zeiteinheit ibertragen

mc(ci—c})

wird, ist Sind anstatt einer Kugel deren N vor-

4(a—27)
handen, so erhalten wir die Energiemenge
E— Nme(ci—cl) _ Nmce(c} —c3)
4(a—27) 4x

wenn wir a—27 = A setzen, wobei, wie schon gesagt, \ die
Wegldnge ist, welche eine Kugel zwischen zwei aufeinander-
folgenden Zusammenstdssen zuriicklegt. Diesen Fall wollen
wir nun auf die Fliissigkeiten iibertragen und damit eine
Erkldrung fir die Warmeleitungsfahigkeit der Fliissigkeiten
geben.
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Die Ubereinstimmung zwischen der Theorie der inneren
Reibung und der Warmeleitungsfahigkeit ist dabei so gross,
dass es nichts Anderes hiesse, als sich selbst abschreiben,
wollte ich den ganzen Gang der Entwicklung hier ausfiihrlich
darlegen. Ich verweise desshalb in dieser Beziehung auf meine
pereits angefiihrte Abhandlung »Uber die Theorie der inneren
Reibung der Fliissigkeiten«.

Indem wir durch die Fliissigkeit parallele Ebenen vom Ab-
stande des Durchmessers einer Molekel legen, erhalten wir fiir
die Zahl der Stosse, welche die Flacheneinheit einer solchen
Ebene in der Zeiteinheit von den Molekeln erhdlt, 3]\> wenn N
die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit ist. Fir die ent-
sprechende Energiemenge, welche in der Zeiteinheit tibertragen

]gh:l (ct—c}), wenn ¢, und ¢, jene mittleren
Geschwindigkeiten der Molekeln sind, welche den Temperaturen
{, und £, der beiden benachbarten Ebenen entsprechen. Dabei
muss noch vorausgesetzt werden, dass die Molekeln jene Ge-
schwindigkeit im Mittel annehmen, welche den Schichten zu-
kommt, in denen die Zusammenstdsse stattfinden.

Es ist bekannt, dass sich die Temperatur als eine Function
der kinetischen Energie der fortschreitenden Bewegung einer
Molekel auffassen und diese wiederum sich durch

mc* mcg,
5 = 1+

darstellen ldsst, wobei 7 eine Constante, ¢ die Temperatur und
2

H;ﬁ die entsprechende Energie der Molekel bei 0° bedeutet.

Nebenbei sei jetzt schon bemerkt, dass fur gréssere Temperatur-

intervalle 4 nicht mehr als constant, sondern als Function der

Temperatur aufgefasst werden muss.

Indem wir als Warmeleitungsfahigkeit jene Energiemenge
verstehen, welche infolge der Molecularbewegung beim Tem-
peraturgefille Eins in der Zeiteinheit durch die Querschnitts-
einheit transportirt wird, so erhalten wir fiir die Wirmeleitungs-
fahigkeit
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rNmec ,

rNwmc
= cot(t—1,).

2 2\
b= @—a) =753

Da aber der Abstand unserer zwei Ebenen gleich 2 ist,
so ist auch fiir das Temperaturgefille Eins

t,—t, = 27,
mithin

b — 7*Nmc

e, MPC
3\ CO{‘—‘6<1—C/E)CO7’
v

da Nm = p, d.i. die Dichte der Fliissigkeit, und die mittlere
Weglinge
v= (1 9/2)
v/

ist. In der Formel fiir A, deren Ableitung ebenfalls in der bereits
mehrmals genannten Abhandlung tiber die innere Reibung zu
finden ist, bedeutet v das specifische Volumen der Fliissigkeit,
b jenes entsprechende Volumen, welches die Molekeln wirklich
mit Materie ausfiillen.

So wie wir die Formel fiir die Wéarmeleitung vor uns
haben, lasst sich wenig Allgemeines aus ihr herauslesen.
Hochstens, dass die Warmeleitung von der Temperatur nicht
unabhingig sein wird, da p, ¢ und v, vielleicht auch » Functionen
der Temperatur sind.

Wenn wir Uiberlegen, dass 7 den reciproken Werth einer
Temperatur <LT> bedeutet, indem ja das Product aus 7 und
einer Temperatur eine blosse Zahl ergeben muss, so ldsst sich
aus unserer Gleichung fiir das Product 27 die Dimension Jmt—3
finden. Zum selben Ausdruck — wie es ja sein muss, wenn
unsere Formel richtig sein soll — gelangen wir aber auch,
wenn wir Uberlegen, dass die Warmeleitungsfahigkeit, multi-

T .
plicirt mit einem Temperaturgefalle <7>, eine Wirmemenge

gibt, welche in der Zeiteinheit durch die Flacheneinheit geht,
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d. h. eine Energie, dividirt durch das Quadrat einer Linge und
durch die erste Potenz der Zeit.

Mehr Interesse gewinnt unsere Gleichung fiir die Warme-
leitungsfahigkeit, wenn wir sie in Beziehung mit der inneren
Reibung bringen. Fir den Reibungscoéfficienten fanden wir

rpc
[ —9—7,
(1—/7)
v
woraus folgt
By

Bedenken wir noch, dass sich sowohl £ als u mit der
Temperatur und zwar in verschiedener Weise dndern, so folgt,
dass auch, wie wir schon oben bemerkten, 7 von der Temperatur
abhingig ist.

Zwar liegen fiir den Temperaturcoéfficienten der Warme-
leitungsfahigkeit noch keine exacten Messungen vor, immerhin
ist aber zur Genlige erwiesen, dass derselbe als positiv anzu-
nehmen ist, dass also die Wiarmeleitungsfahigkeit mit der
Temperatur zunimmt,! wahrend bei der inneren Reibung das
Gegentheil vorkommt. Daraus ersieht man, dass y mit der
Temperatur sehr rasch wachsen muss, was in vollstandiger
Ubereinstimmung mit bereits frither von mir dargelegten An-
schauungen iiber die Geschwindigkeit der Molekeln im fliissigen
Zustande steht. Ich habe damals® gezeigt, dass die Geschwindig-
keit der Fliissigkeitsmolekeln bedeutend geringer ist, als die
im gasformigen Zustande. Da sich aber mit wachsender Tem-
peratur die Fliissigkeit immer mehr dem Gaszustande néhert,
so muss die Grosse ¥ im Mittel erheblich grosser ausfallen, als
der constante Ausdehnungscoéfficient der Gase. Doch ist bei
all dem nie zu vergessen, dass wir es nur mit angenéherten
Formeln zu thun haben, die nur dann anwendbar sind, wenn
die Temperatur der Flissigkeit noch weit vom Kkritischen
Punkt entfernt ist.

1 S. Graetz, Wied. Ann., XXV, S. 356.
2 Diese Sitzungsber., XCIX, S. 860; C, S. 286; CI, S. 920.
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Was den Werth von ¢? anbelangt, so kann derselbe bei
den verschiedenen Fliissigkeiten sehr verschieden ausfallen,
indem ja seine Grenzen zwischen Null und jener Zahl liegen,
die den gasférmigen Molekeln zukommt, welch’ letztere etwa
zwischen 108 und 10! sich bewegt. Daraus ersieht man ohne-

k. .
weiters, dass der Quotient E je nach der Natur der Flissigkeit

die verschiedensten Werthe annehmen kann, was die Beob-
achtung ja auch thatséchlich ergeben hat.

Gerade aber dieser Umstand hat Andere bewogen, eine
Beziehung zwischen der Wairmeleitungsfahigkeit und der
inneren Reibung der Fliissigkeiten zu leugnen. So macht auch
Graetz den Versuch,! zu einer kinetischen Theorie An-
deutungen zu geben, indem er die Ansicht dussert, dass bei der
Wairmeleitung lediglich die Molecularbewegung, bei der inneren
Reibung hingegen hauptsédchlich die gegenseitige Anziehung
der Molekeln eine Rolle spiele, woraus sich sofort ergebe,
»dass Reibung und Wirmeleitung der Fliissigkeiten in keiner
wesentlichen Beziehung stehen«.

Ich halte es fiir iberfliissig, auf eine Widerlegung der
Graetz’schen Ansicht einzugehen, da wir es hier nicht mit
einer ausgearbeiteten Theorie, sondern nur mit der Andeutung
einer solchen zu thun haben. Es wiirde sich namlich zeigen,
dass der flissige Zustand in beiden Fillen verschieden definirt
wird, was nothwendigerweise zu Inconsequenzen fiihren muss,
gerade so, wie van der Waals durch Vermengung der dyna-
mischen und statischen Theorie der Gase zur Ansicht kam,
dass zwischen den Gasmolekeln Anziehungskrifte vorhanden
seien, wihrend man, wie ich in der Abhandlung »Uber die Art
der Krifte, welche Gasmolekeln auf einander ausiiben«? gezeigt
habe, bei consequenter Anwendung der kinetischen Theorie
zum geraden Gegentheil gefiihrt wird.

Es ist nun nicht zu vergessen, dass sich unsere Theorie
eigentlich nur auf einatomige Molekeln bezieht, so dass bei der
Anwendung derselben auf mehratomige Molekeln man von vorn-

1 L. c,S. 339.
2 Diese Sitzungsber., CI, S. 1520 ff.
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herein nur angenéherte Resultate erwarten kann. Mehr haben
wir aber tiberhaupt nicht verlangt, indem wir uns immer gegen-
wirtig halten miissen, dass wir einen wirklichen Einblick in
das Wesen des flissigen Zustandes nur dann erlangen, wenn
wir bei der Entwicklung der Theorie alles Nebenséchliche un-
beriicksichtigt lassen.

Werfen wir nun einen Blick auf die wirklichen Zahlen-
verhiltnisse. H. F. Weber stellt die Warmeleitungsfahigkeit
des Wassers durch die Formel

k= ky(1+a2)

dar, wobei er fur &, 0:001203, fiir & 0-00786 findet.! Hier ist
k, in Wiarmemass angegeben. Wollen wir absolutes Mass
(C.G.S.), so haben wir %, mit dem mechanischen Werthe einer
Calorie, d. h. 42500.981 = 415.10% zu multipliciren und
erhalten

ky = 499.10%

Die Grosse der inneren Reibung des Wassers ist nach
Poiseuille?
. 0-0178
* = 140-033687+ 0-0002217

Daraus folgt
B 499.10*(1+0-00786¢)(1+0-03368¢+ 0:000221#%)

. 0-0178
= 280.10%(1+ 0-0425¢+ 0-000486 £?),

indem wir hohere Potenzen von ¢ vernachldssigen. In meiner
Abhandlung {iber die innere Reibung gab ich fiir ¢, den Werth
20800 ¢ an. Aus diesen Grdssen konnen wir nun nach
Gleichung (1) 7 berechnen und erhalten

¢ = 0-0129(1-+ 0-0425¢ 4+ 0- 000486 £).

Wie zu erwarten stand, ergibt sich fiir v thatsidchlich ein
bei weitem grosserer Werth als fiir den Ausdehnungscoéfficienten
S. Witllner, Physik, III, S. 325.
2 Ebenda, [, S. 386.
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der Gase. Alles dies ist natiirlich mit der ndthigen Vorsicht
aufzunehmen, wie schon aus Folgendem hervorgeht.

Wie wir wissen, ist ¢ = cZ(1+7£), in unserem speciellen
Fall also

¢* = E[140°0129(1+ 0°0425¢+0+ 000486 #%)] =
= (1 40°0129/+0"00055#2+0" 0000063 £%).

Wire diese Formel fiir alle Temperaturen giltig, so miisste
sie auch noch fiir den Kkritischen Punkt gelten. Bei der kritischen
Temperatur muss aber wie alle Eigenschaften, so auch die
Geschwindigkeit der Molekeln des fliissigen und gasférmigen
Zustandes identisch werden, d. h. es muss ¢ = ¢/ werden, wo-
bei ¢* = ¢/*(1+ at) ist, wenn ¢; die Geschwindigkeit der
Dampfmolekeln bei 0°, o den Ausdehnungscoéfficienten der
Gase bedeutet. Man hat dann eine Gleichung, welche bloss £ als
Unbekannte enthélt, da ja die Geschwindigkeit der Gasmolekeln
aus dem Mariotte — Gay-Lussac’'schen Gesetz leicht er-
mittelt werden kann.

Dass diese Methode zu einer praktischen Bestimmung der
kritischen Temperatur ungeeignet ist, brauchen wir jedoch nicht
erst ndher zu erortern. Dazu wiirde vor Allem eine genaue
Kenntniss der Geschwindigkeit der Fliissigkeitsmolekeln et-
forderlich sein. Auch misste die innere Reibung und Wiarme-
leitung wenigstens bis in die Ndhe des kritischen Punktes
untersucht werden, was bisher noch mit grossen experimentellen
Schwierigkeiten verbunden ist. Wenn wir jedoch die Sache um-
kehren, so bietet sich hier eine Aussicht, mit grosser Annihe-
rung die Geschwindigkeit der Fliissigkeitsmolekeln bestimmen
zu konnen, indem sich ja die kritische Temperatur ohne
besondere Schwierigkeit ermitteln ldsst. Dies widre umso
wichtiger, weil sich vielleicht gerade hier der Hebel ansetzen
liesse, um zu exacteren Anschauungen {iber den flissigen Zu-
stand zu gelangen. Leider ist das vorhandene Beobachtungs-
material, besonders bezliglich der Wirmeleitung, flir andere
Fliissigkeiten noch bei Weitem geringer als fiir Wasser, so
dass noch gar keine Moglichkeit vorhanden ist, aus den obigen
Formeln Zahlenresultate herzuleiten.



Wirmeleitung der Fliissigkeiten: 491

2

mc* , . . .
Die Grosse 5 ist die Energie der fortschreitenden Bewe-

gung der Molekel, also ein Theil der Gesammtenergie derselben.
1_4,42—%*( ist sodann die Zunahme dieser Theilenergie, wenn die
Temperatur der Flissigkeit um 1° erhoht wird. Beziehen wir
2,

dies auf die Masseneinheit der Fliissigkeit, so ist % ein Theil
der specifischen Warme der Flussigkeit, da ja die specifische
Wirme nichts anderes als die Vermehrung der Gesammtenergie
in der Masseneinheit Flissigkeit bedeutet, wenn die Temperatur
derselben um 1° erhoht wird. Nun ist aber

A

bk

woraus also folgt, dass

k

— < C

W
sein muss, wenn wir unter C die specifische Wirme der Fliissig-
keit verstehen. Diese Folgerung, flir deren Verification hinldng-
lich Beobachtungsmaterial vorhanden ist, trifft, wie aus der

folgenden Tabelle zu ersehen ist, auch in allen Féllen zu.

k

k C 1
Wasser 0:00124 0-013 1-000 0-095
Alkohol 0-000487 0-0153 0-566 0-032
Ather 0:000405 0-0026 0:520 0-156
Chloroform. 0-000367 0°:0065 0-233 0056

Die innere Reibung, welche nach den Angaben von Handl
und Pfribram umgerechnet wurde, bezieht sich auf die Tem-
peratur 10° Die iibrigen Zahlen sind Wiillner’s Physik ent-
nommen und entsprechen einer etwas niedrigeren Temperatur,
was jedoch auf das Gesammtresultat, dass namlich thatsidchlich
der Quotient aus der Warmeleitungsfdhigkeit und
dem Reibungscoéfficienten nur einen Theil der
specifischen Widrme ausmacht, nicht von Einfluss ist.
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Eine weitere Stiitze fiir unsere Theorie finden wir in einer
Beziehung, welche zwischen der Warmeleitungsfahigkeit, dem
Reibungscoéfficienten und der Verdampfungswérme besteht.
In der Abhandlung »Uber die Verdampfungswérme«! habe ich
gezeigt, dass sich die Verdampfungswérme aus drei Theilen
zusammensetzt, so dass wir fiir dieselbe die Formel erhalten

y = a+b-+c,

wobei a die dussere Arbeit, » die Arbeit, welche zur Uber-
windung der Capillarkrifte nothwendig ist, wenn die Massen-
einheit Fliissigkeit in Dampf {ibergeht, und ¢ die Arbeit zur
Anderung der Constitution der Molekeln bei diesem Ubergange
darstellt. Alle drei Grossen sind Functionen der Temperatur.
Speciell fiir den zweiten Theil haben wir

b — b,(1—et),

wenn e der Temperaturcoéfficient der Capillaritdtsconstanten
ist. Daraus folgt, dass dieser Theil der Verdampfungswirme
mit wachsender Temperatur abnimmt und zwar fur je 1° Tem-
peraturerhdhung um den Betrag b,¢.

In einer anderen Abhandlung »Uber die Art der Krifte,
welche Gasmolekeln auf einander ausiiben«? gelangte ich zu
dem Ergebniss: »Wir kénnen die Capillaritdt nicht mehr aus
der gegenseitigen Anziehung der Molekeln folgern, sondern wir
miissen sagen: Weil die Kkinetische Energie der Molekeln an
der Oberfliche einer Fliissigkeit grésser sein muss, als im
Inneren derselben, so kann eine Molekel nur mit Aufwand von
Arbeit aus dem Inneren einer Flissigkeit an die Oberfliche
gebracht werden. Jener Theil der Verdampfungswirme, welcher
zur Uberwindung der Capillarkrifte nothwendig ist, muss jetzt
als ein Arbeitsaufwand zur Vermehrung der kinetischen Energie
der Molekeln angesehen werden, da ja nach unserer Theorie
die Geschwindigkeit der Molekeln im Gase viel grésser sein
muss, als in der Fliissigkeit.« Daraus folgt ohneweiters, dass
bye nichts anderes als der Zuwachs der Energie in der fort-

1 Diese Sitzungsber., C, S. 1122 ff.
2 Ebenda, CI, S. 1520 ff.



Wirmeleitung der Flissigkeiten. 493

schreitenden Bewegung der Molekeln ist, welchen die Massen-
einheit Fliissigkeit bei der Temperaturerh6hung von 1° erfahrt,
indem ja nach dem Gesetz von der Erhaltung der Energie die
Gesammtwirme, welche zur Erwdrmung der Fliissigkeit und
zur Verdampfung verbraucht wird, constant sein muss, bei
welcher Temperatur die Verdampfung auch vorgenommen wird,
wenn nur die Anfangs- und Endtemperatur des Processes die-
selbe bleibt.

Fiir den bewussten Zuwachs an Energie der fortschreiten-
G
2

4

den Bewegung haben wir aber auch den Ausdruck gefunden.

Mithin muss

'c.|,
0 —
—2— = Z708
und, da b, < #,, so auch

2

iy

0

<< 7

2e 0
oder, was dasselbe ist

k

— <7

sein. Dass diese Forderung vollstandig erfiillt ist, zeigt die
folgende Tabelle.

}LE
Wasser 0-00232 6065 41
. Alkohol 0-00351 2365 9-1
Ather 0+00607 940 26
Chloroform 0-00436 67-0 13

Die Werthe fiir ¢ sind jene, welche ich in der Abhandlung
»Uber die Abhingigkeit der Capillaritatsconstanten von der
Temperatur und deren Bedeutung fiir die Theorie der Fliissig-
keiten«!verdffentlicht habe. Die Verdampfungswirmen beziehen
sich auf die Temperatur 0° Die Angaben stammen von
Regnault, wie sie sich in den Tabellen von Landolt und

1 Ebenda, C, S. 245 ff.
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. . k
Bornstein vorfinden. Die Werthe von e wachsen mit der

Temperatur zwar betrdchtlich, aber sie bleiben immer kleiner
als die entsprechenden Werthe von 7.
Da

— =b

t.LE
nach unserer Theorie nichts anderes ist, als jener Theil der
Verdampfungswirme, welcher als Arbeit zur Uberwindung der
Capillarkrafte auftritt, so kénnen wir nach dem Vorgange von
Sir W. Thomson daraus einen Schluss auf die Grosse der
Molekeln ziehen, wenn wir & in entsprechender Weise mit der
Capillaritidtsconstanten o. combiniren.

In der bereits erwidhnten Abhandlung »Uber die Ver-
dampfungswarme« habe ich gezeigt, dass der Durchmesser
einer Molekel

__ 3a
Bz

ist, wenn p die Dichte der Fliissigkeit bedeutet. Daraus folgt,
dass auch
_ Bope

kp

ist.
Bei der Temperatur 40° ist fiir Wasser

o = 70, % — 974.10* (C. G. S.),

woraus sich
3 = 50.10"%cm
berechnet.
Fir Ather ist bei der Temperatur 10° die Capillaritits-
constante

a = 17, %:647.10’* (C.G.S), p = 0-709.

Aus diesen Zahlen finden wir

3 = 68.10 9 ¢cm.
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Es stimmen diese Zahlen vollstindig mit den Ergebnissen
anderer Methoden tiberein. Fiir niedrigere Werthe der Tempe-
ratur wird & grosser, fiir hohere kleiner, doch bewegen sich die
Zahlen immer in ein und derselben Grossenordnung.

Dieser Weg, die Grosse der Molekeln zu berechnen,
dessen Resultate in ausgezeichneter Ubereinstimmung mit den
bisherigen Ergehnissen stehen, ist wohl die beste Gewaihr fiir
die Berechtigung unseres Vorgehens zur Entwickelung einer
kinetischen Theorie der Fliissigkeiten.

Sitzb. d. mathem.-naturw Cl.; CIL Bd., Abth. II. a. 33
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