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Uber die Bestimmung eines Fundamental-
systems flir einen gegebenen Gattungsbereich
algebraischer Functionen einer Veradnder-
lichen x
von

F. Mertens,
c. M. k. Akad.

1.

Es sei eine irreductibele algebraische Gleichung
F(y) ="+ 6@y '+ G (0) "2+ . 4+Gu(x) =0

gegeben, in welcher der Coéfficient der hochsten Potenz der
Unbekannten =— 1 und alle Ubrigen ganze Functionen einer
Verdnderlichen x sind. Jede Wurzel dieser Gleichung wird eine
algebraische Function von # und die Gesammtheit aller ratio-
nalen Functionen von x und einer bestimmten Wurzel y nach
Kronecker ein Gattungsbereich algebraischer Functionen
von x genannt. Ein solcher Gattungsbereich soll hier mit @
bezeichnet werden. .
Jede Function ¢ von @ ist in der Form

O =1+ Y+ YA gy

darstellbar, wo 7, 7,,- .7,_1 rationale Functionen von x be-
zeichnen, und genligt einer algebraischen Gleichung

'+ R 1+R, ">+  +R, =0,

welche durch Nullsetzung der Resultante von F(y) und #—¢
in Bezug auf y erhalten wird und in welcher die Coéfficienten
R, R,,. .R, rationale Functionen von x sind.
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Wenn diese Coéfficienten insbesondere ganze Functionen
von x sind, so wird ¢ eine ganze algebraische Function von z
genannt. Die Function ¢ ist immer algebraisch ganz, wenn die
Coéfficienten 7,, #;. .7,—1 in ihrer Darstellung als ganze, den
Grad n nicht erreichende Function von 3y ganze Functionen
von x sind. Sie kann aber auch bei gebrochenen Coéfficienten
Vo, ¥y,- -7u—1 algebraisch ganz sein, und die Aufstellung aller
ganzen algebraischen Functionen des Gattungsbereichs @ ge-
hort zu den wichtigsten Aufgaben der Lehre von den Functionen
dieses Bereichs. Kronecker! hat dieselbe zuerst durch Nach-
weisung eines sogenannten Fundamentalsystems, d. h. eines
Systems von # ganzen algebraischen Functionen v, w,,. .w,
des Gattungsbereichs @ geldst, welche der Bedingung geniigen
dass der Ausdruck

)

810 +8,0,+ +&un 0y

alle moglichen ganzen algebraischen Functionen von & und
nur solche liefert, wenn man flir g, &,,. .£. alle mdglichen
ganzen Functionen von x setzt.

Es soll hier ein Verfahren dargelegt werden, durch welches
man nur mit Hilfe linear-homogener Gleichungen zur Auf-
stellung eines Fundamentalsystems des Gattungsbereichs @&
gelangen kann.

Es sei
©()) = 1y Y1 AT Y

irgend eine ganze algebraische Function des Gattungsbereichs @,
wo y eine Wurzel der Gleichung

F(y») =0

und 7,, 7,,. . .7,—1 rationale Functionen von x bezeichnen.

1 Kronecker, Uber die Discriminante algebraischer Functionen einer
Variabeln, Crelle’s J., Bd. 91; Grundziige einer arithmetischen Theorie der
algebraischen Grossen, Crelle’s J., Bd. 92. — Dedekind-Weber, Theorie
der algebraischen Functionen einer Verdnderlichen, Crelle’s J.,, Bd. 92. —
Hensel, Theorie der algebraischen Functionen einer Verinderlichen und der
algebraischen Integrale, Crelle’s J., Bd. 109.
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Man verstehe unter £, z, # Verdnderliche, unter F,(f) den

Quotienten
- F)y—F ()
F)=—— ">

unter D, D, die Discriminanten der Functionen F(f), F,(#) und
bezeichne mit @ () die Resultante der Functionen

£(3), Fl@)+o @ F Oun,
mit ©,(z) die der Functionen
F(), 1—D o) F}(H)n

in Bezug auf z. Da ¢(y) algebraisch ganz vorausgesetzt wird
und die Coéfficienten der einzelnen Potenzen von z in F(z),
F,(#), D, ganze Functionen von x und ¢ sind, so haben 0 (x)
und 0, () ebensolche Functionen zu Coéfficienten. Da (iberdies
der Coéfficient von #z in O (#) nach der Lagrange’schen Inter-
polationsformel = D(?) ist, so hat © () die Gestalt

O@) =D+Do)u+gur+.

wo ¢ eine ganze Function von x und ¢ bezeichnet.
Das Product 0 (Dn).0(—Du) ist die Resultante der Func-
tionen

F(z), F'(2)2—q?(z) F(f) D*1?
beachtet man aber, dass die Discriminante D die Gestalt
D = D Fl(z)*+ HF(2)

hat, wo H eine ganze Function von z bezeichnet, und dem-
zufolge

F(2)*—o?(2) F} ({) D*u* = F'(2)*(1—D,9*(2) F} () Du?)
—Ho?(2) F* (t) Du? . F(2)

ist, so kann das genannte Product auch als Resultante der
Functionen
F), FI(2)*(1—=D\4* () Fy () Du?)

aufgefasst werden und zerfdllt in die Resultante D? der Func-

tionen
F(2), F(z)*
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und die Resultante ©,(D#»?) der Functionen
F(z), 1—D,¢*(2) F*(#) . Du*.
Es ist also
0 (Du) ©® (—Du) = D?*6,(Du?).

Die Gleichsetzung der Coéfficienten von #? in dieser
Identitat ergibt, wenn der Coéfficient von = in ©,(x) mit g,
bezeichnet wird,

2D%g—D*y*(t) = D%,
oder
De*(t) = 2g—g,.

Hienach ist D¢* () eine ganze Function von # und £ Dann
muss aber, wenn Q* das in D aufgehende Quadrat hdchsten
Grades in x bedeutet, Q*9*(¢) und somit auch Q¢ () eine ganze
Function von x und ¢ sein. Die nothwendige Bedingung, dass
p(y) algebraisch ganz sei, besteht also darin, dass

Qyo, Q'Vp- .- QVn—l

ganze Functionen von x sind.
Man kann diese Bedingung anders ausdriicken. Nennt man

eine ganze algebraische Function o von x durch eine ganze

Function M von x theilbar, wenn algebraisch ganz ist, so

®
M
muss die Function

Q(‘P = hy+h y+h, y+ +hy_ g y"!

ganze Functionen %, ,,. .h,_; von x zu Coéfficienten haben

und durch Q theilbar sein.
Die Aufgabe, alle ganzen algebraischen Functionen des

Gattungsbereichs @ aufzustellen, ist somit auf die Aufgabe
zurlickgeftihrt, alle Functionen

hy+h, y+h, y¥*+ 4l y!

mit in ¥ ganzen Coéfficienten %, ,,... /2,y zu ermitteln, welche
durch eine gegebene ganze Function von x theilbar sind.
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3.
Eine linear-homogene Form
f=ax +a,x,+.. +aux,

der Veranderlichen %, %,,. .%, soll hier ganz genannt werden,
wenn ihre Coéfficienten a, a,,...a, ganze Functionen von x
sind. Eine solche ganze Form f soll durch andere ebensolche
Formen z,, 2,,. .2, in ganzer Weise darstellbar heissen, wenn

f: glzl +g2.22+ . +gmzm

und gy, &,. -&u ganze Functionen von x sind. Von einem
Systeme von ganzen linear-homogenen Formen der Verdnder-
lichen %, %,,. ., soll gesagt werden, dass es durch ein zweites
ebensolches System in ganzer Weise darstellbar ist, wenn alle
Formen des ersten Systems durch die Formen des zweiten in
ganzer Weise darstellbar sind. Wenn ein Formensystem S durch
ein zweites, §’, und dieses durch ein drittes, S”, in ganzer Weise
darstellbar ist, so ist auch S durch S” in ganzer Weise dar-
stellbar.
Wenn in einem System

ﬁ7 f‘Z" * '_flll

von m ganzen linear-homogenen Formen der Verdnderlichen
¥y, %,. . . %, n linear-unabhéngige Formen, d. h. # Formen mit
nicht identisch verschwindender Determinante vorkommen, so
ldsst sich ein System von 7 ganzen linear-homogenen Formen

b G- - n

der namlichen Veradnderlichen aufstellen, welches folgende
Eigenschaften hat:

I. Jedes der beiden Systeme ist durch das andere in ganzer
Weise darstellbar.

II. ¢ enthdlt nur die Verdnderlichen x, #,,. .x. und hat
demnach die Gestalt

b = ¥ +Croxy+ oy
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Wenn ein solches System existirt, so hat man Identitdten
von der Form

U— a, _f1+ag f;,"'f‘ +au fu
Ji =4 9 +By ¢+ +L by
Jo =4y §+B, b+ +Ly by,

_fm = Amqﬁ +qu)2+ . +Lmq)n )

in welchen a,, a,,. .4, .L, ganze Functionen von x be-
zeichnen. Greift man die in x, multiplicirten Glieder heraus
und bezeichnet zu diesem Zwecke die Coéfficienten von %, in

Sote S, amit L, L, . Ly, ey, so ergibt sich

Cun — l1a'1 +lga'2+ +luan
ll = Llcmz, lg = ch/m;- Ay = Ly

Diesen Gleichungen zufolge muss ¢y, der grosste gemein-
schaftliche Theiler der Functionen /,, Z,,. . .7, sein, welche nicht
alle identisch verschwinden kénnen, und a,, a,,. .a,, bilden
eine aus ganzen Functionen von x bestehende Losung der
Gleichung

L2 4Lz, + FL 2 = Cuy- €))

Ist umgekehrt ¢,, der grosste gemeinschaftliche Theiler
der Functionen /, 1,,...7,, und a,, a,,. .a, irgend eine Losung
der Gleichung (1) in ganzen Functionen von %, so hat das durch
die Gleichungen

q)u = a],f] +agf:2+ -+a'm_fm

)

A=A =,

Cnn

— ZZ !

fg = _]Fg— C_ Qu

i

7 lm
fm = _fm_ 7 d{n

nn

definirte Formensystem

l]”ihfjly_f:g,y- .. fv{z
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ganze Functionen von x zu Coéfficienten, und es ist sowohl
dieses System durch das urspriingliche System f,, f5,- -« fus
als auch dieses durch jenes in ganzer Weise darstellbar.

Ist nun # =1, so verschwinden f/, f/,. .f, identisch,
und man hat das gewlinschte System ¢, = ¢, x,.

Ist hingegen # > 1, so miissen unter den Formen £/, f/,... fil,
welche nur noch die Verdnderlichen x,, x,,. .x,_; enthalten,
n—1 linear-unabhdngige vorkommen, da andernfalls £/, f/,... fil
durch weniger als 7—1 Formen und daher f, f,,. . fu gegen
diec Annahme durch weniger als # Formen ausdriickbar wéren.
Man kann daher wieder, wenn die Coéfficienten von x,_; in
fl A fin mit &y, ky,. .k, ihr grosster gemeinschaftlicher
Theiler mit ¢,_y,_; und irgend eine Losung der Gleichung

Rz Ry, .k = Cu_tn—t
in ganzen Functionen von & mit b, b,,. .b,, bezeichnet werden,

4}1:--1 = b1_f|/+b2_fg,+ +b7llﬁ{l-

k
" ___f/_ i 1
U= fl————
Cn—1n—1
R
(/R 2
S =1 G-t
Cn—1n—1
k
"o ] n
mn — f;n_ - %--1
Cu—in—1

setzen und erhdlt ein System von ganzen Formen

. " " 1
q’::—ly.f; sy Jao Sy

welches durch die Formen f/, f;,...f; und durch welches
umgekehrt diese letzteren Formen in ganzer Weise darstellbar
ist. Es sind dann auch die Formensysteme

%, f[l) .le . .f”ll
und
1A

! " 1
Yn, dﬁn—b f] y Jo S

durch einander in ganzer Weise darstellbar.
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Wendet man dasselbe Verfahren auf die Formen £/, £/,... £t
an, wofern n > 2 ist, und setzt dasselbe so lange fort, bis man
zu identisch verschwindenden Formen £, £{,. £ gelangt,

so ergibt sich ein System von ganzen Formen

‘1')11’ %_1,- .. '*Pp

welches die gewilinschten Eigenschaften I und II besitzt.

Man kann auch noch bewirken, dass die Coéfficienten von
in dp41, bpyo,. .0, den Grad von ¢y, nicht erreichen. Gentigen
die Formen ¢, ¢,,. .¢, noch nicht dieser Bedingung, so sei ¢,
die erste unter denselben, deren Coéfficienten eine Ausnahme
machen, und c,, der erste unter den Coéfficienten von x,_j,
Xp—g,. -%, in ¢,, dessen Grad den von ¢y, erreicht oder iiber-
steigt. Es sei ¢ der Rest, welcher bei der Division von ¢y
durch ¢y, bleibt und den Grad von ¢y nicht erreicht, und ¢, =
= gcu—+Cp. Ersetzt man dann ¢, durch ¢,—g¢,, so sind das
neue Formensystem und das urspriingliche wieder in ganzer
Weise durch einander darstellbar. Das neue Formensystem hat

”(7§1-) Bedin-
gungen, dass der Coéfficient von x, in ¢; den Grad von ¢y, nicht
erreichen darf, wenn 7 > %, eine mehr als die Formen &y, ¢,,... 0,
Wendet man, wenn es nothig ist, dasselbe Verfahren auf das
erhaltene Formensystem an und wiederholt es nach Bedarf,

nn—1)
T2

<

iiberdies die Eigenschalft II und erfiillt von den

so gelangt man nach hdchstens Schritten zu einem

Formensystem mit den gewtiinschten Eigenschaften.
4.
Aufgabe. Es seien

=1y +ry+r v+ +7 Y
Sy = Va1 VAT VI 47y, Y

Ju= Vm +V1L2y+1/1t3y2+ +1’1my”_1

1 gegebene ganze algebraische Functionen des Gattungs-
bereichs &, welche linear-unabhingig sind, d. h. der Bedingung
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geniigen, dass die aus ihren Coéfficienten gebildete Determi-

nante
w
L7 Ve Tun

nicht identisch verschwindet, und A/ eine gegebene ganze
Function von #x, welche zu ihrer Ableitung M’ theilerfremd ist;
es bezeichne ferner Ps allgemein ein Product von s Functionen
der Reihe fi, f3,. - fu oder auch eine dieser Functionen selbst
oder die Einheit, je nachdem s>1, s =1 oder s =0 ist, und
es werde angenommen, dass die Summe X P der conjugirten
Werthe von Ps, welche den #» Wurzeln der Gleichung

F(3) =0

entsprechen, flir alle mdglichen Producte Ps von s =1 bis s=un
durch M*s theilbar ist, wo die Exponenten u,, u,,. .p, ganze
nicht negative Zahlen sind und fiir alle genannten Werthe von s
der Bedingung

Yes

P
s — 1

A

geniigen; es sollen alle ganzen Functionen z, u,,. .u, von x
ermittelt werden, fiir welche die ganze algebraische Function
f=u fitu, fot oy fy

durch M theilbar wird.
Sind die Briiche

) P
1’27 1

alle = 1, so ist der Ausdruck

w fi+i, fo+

w

fiir jedes beliebige System von ganzen Functionen u,, u,,. . .1,
von x durch M theilbar und die Functionen #,, u,,. .u, bleiben
unbestimmt,

Bezeichnen ndmlich
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die elementaren symmetrischen Functionen und
Sy, Spe - Sy

die 7 ersten Potenzsummen der »# conjugirten Werthe irgend
einer der Functionen f, f,,. .fu, etwa f;, soist C., durch
Sy S,,... S, dargestellt, eine Summe von Gliedern von der Form

cSmSp. .S,

in welchen a,, o. .o, ganze, nicht negative, der Gleichung

1 Rt
o +20,+  +no, =17
genligende Zahlen sind. Ein solches Glied ist durch M in der
Potenz

o Py o+ oy, =, 20,4 . +no,

—_

theilbar, da S, als Summe XP, nach der Annahme durch
M"* = M* theilbar ist. Da hienach M7 in jedem der genannten

f,

Glieder von C, und daher auch in G, selbst aufgeht, so ist

fiir jedes 7 und demzufolge die Function

S i /s

f_ Sy S
Mty

+.  tuy,
HM
fir jedes beliebige System von ganzen Functionen u,, 7,. .,
von x algebraisch ganz.
st dagegen wenigstens einer der Briiche

LTI R
1727 =n
<1, so sei % bei moglichst grossem m der kleinste derselben.

),
B 1 und m > 1, da nach der Annahme

Es ist dann *—
m

I o R Pen
173 =1’ n = 1

ro|F
IA

ist.
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Bezeichnen
/ ] /
Ch G n
dje elementaren symmetrischen Functionen der 7 conjugirten

Werthe von £, und stellt man diese Functionen durch .S, S,,
.S, dar, so erscheint C; als Summe von Gliedern von der

Form
[7. s [/x
cSHSE. LSy,

in welchen a,, 2,,. .2, ganze, nicht negative, der Gleichung
o, 420+ +no, = mr

geniigende Zahlen sind. Ein solches Glied ist durch M in der

Potenz
N N e e T

theilbar. Da aber

— M e R
Dy Py O P +’/-n(J<u—T’J-1+'7 20, + +1—¢'na,,
= ] (2, +20,4 .. +noy)
—m
=1

ist, so geht M in jedem der genannten Glieder von C/, also
auch in C/ selbst auf. Die Function f;" ist demnach fiir jedes ¢
durch M*m» und ein Product P;* demzufolge durch Astm theilbar.

Ist nun firgend eine der gesuchten Functionen, so geht M™
in £, also M™+srm in P auf. Dann muss aber die Summe S
der conjugirten Werthe von fPs durch M9 theilbar sein, wo ¢
M A= S Py 112 —1

die grosste in
m

enthaltene ganze Zahl be-

zeichnet.
Um dies zu zeigen, seien

Y%« Xu, Yugty,e X

m1 Unbestimmte,
A Lo+~ fmn

ihre elementaren symmetrischen Functionen,
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G4y Ogy+ « + 04

die elementaren symmetrischen Functionen der 7z Unbestimmten
N S

oA "
515 Ogy- ¢ +Smn—n
die der ubrigen Unbestimmten 4,,41,. .%,,;, und

T T T

die von #™, x2,. .am. Die Function

6, =X 4%+ .+,
genligt einer algebraischen Gleichung

I e I IS LV

vom Grade

Ny mn(mn—1)(mn—2). .(mu—n+1)

N= 1.2.3. .n ’

in welcher die Coéfficienten I';, I',,.. ganze Functionen von
Yi>/2s- - sind und I'y in %, %,,.. homogen und vom Grade »
ist. Denkt man sich y,,7,,. durch s,,5,. und g, 3,.
ausgedriickt, so ist die vorstehende Gleichung in den Functionen
si, &), . .Gun—n identisch, und man darf dieselben durch die

Coéfficienten des Productes

(zm—l_'_xizm—,‘z_*_x?zm ~3_|_ +’1:’1”_1) (5111—1+x2zm—-2_|_
. _|_;L,12n—1>‘ . (zm—l +,1’1,2m_2+ +x;il_1

ersetzen. Dies lduft aber darauf hinaus, die Functionen y,, v,,..-
vmn durch die Coéfficienten des Productes

(wz_ y;n) (Mlt__ 1/;11) (¢.m _ ‘L';”) — ”’”’—riz"’”’—“ +TZ 21117/—2111__ —+1,
= ] z ] (2 Xy ) == A et

zu ersetzen. Die Functionen I',, I',,.  gehen dann in ganze
Functionen von 1, 1,,. .t, oder in O Uber, je nachdem ihre
Stellenzeiger durch #z theilbar sind oder nicht, und man hat
identisch

’ A AN—2 —
Gll\—I—H,,,Gl\ ”1+Hz11151\ [ -H\'—O,
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wo H,,- eine ganze Function von rt, 1,,...7, bezeichnet und
aus Gliedern von der Form

Oy mlho %qp

crtiiTye LTl

besteht, in welchen

o +204+. Hno, =r
ist.
Setzt man nun statt x|, x,,. .x, die # conjugirten Werthe
von fPs und zur Abkiirzung #s+4-sp., = ), so werden t, t,,. .T,
ganze Functionen von x, welche Dbeziehungsweise durch
MY M2+, .M theilbar sind, also H,,, eine durch M theil-
bare ganze Function B,M’™ von x, und man hat

SA\v_{_Bl]u)\SAV_m_'_BZ IWZ'ASN—Z'HL_F —0.

. . PN
Hieraus folgt, wenn p die grosste in . enthaltene ganze

Zahl, T den grossten gemeinschaftlichen Theiler von S und M»
bezeichnet und

S =75

0

Mr =TL

gesetzt wird,

J

S:)\7+ B1 Mr—mplm S'b\"—-m_{_B2 Mr—2mpJ2m S:)V—‘Zm + .—0

und es erhellt, dass die Function L Oten Grades sein muss, da
sie andernfalls nicht zu S, theilerfremd sein konnte. .S ist also
durch M? theilbar. Da ferner M in S aufgeht, wenn A > mp
ist, und die Discriminante von M nicht = O ist, so geht M auch
in S, und daher M?+!in S auf.

Dies vorausgeschickt, bezeichne v jede Zahl der Reihe
0,1,2,. .n—1, welche der Bedingung

m—1 Wt
=+ v% —Pyy1=0

m

genligt. Unter diesen Zahlen kommt jedenfalls #2—1 vor, da

m—1 ), m—1—y
+ (m—1) on Py = m— = bm =0
1 m m
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ist. Es ist dann

M=+ — 21— ",
Gt 11 = -+ /lJ,,,;];{—-MZ 1 =< 11117Z 1 y ;J_,:ll b
<2
m—14vu,
Gy 1 > B — 41,
> 0,
woraus

gy = 14 p 11
folgt.

Die Summe X fP, muss also fiir jede der gesuchten Func-
tionen # und alle méglichen Producte P,, welche den einzelnen
Zahlen v entsprechen, durch M ™ +1 theilbar sein. Da £ die
Gestalt

”lfl + ”2f2+ - “nfn

hat, so sind die Coéfficienten von u, #,,. ., in £ fP, Summen
YP,,; und somit nach der Annahme durch M™+! theilbar.
Man kann demnach

— V¥ —_—

W+ LfP, = Lu+Lyu,+ . +Lyu,
setzen, wo L,, L,,. .L, bekannte ganze Functionen von x
bezeichnen, und es miissen sammtliche Ausdriicke

Lo, 4Ly, + +Lyu,,

welche allen moglichen Producten P, entsprechen, durch M
theilbar sein. Bestimmt man also alle ganzen Functionen
1y, Uy, . 14, VON %, welche dieses bewirken, und bezeichnet die
diesen Functionen entsprechenden Ausdriicke u, f; +u, f,+

+u, f,, mit £, so sind jedenfalls alle gesuchten Functionen f
unter den Functionen f enthalten.

Es sei u,, u,, u, irgend ein Functionensystem, fur
welches alle Ausdriicke Lo, +L,u,+ ~+L,u, durch M
theilbar sind, und

w, =8 +0,M
Uy = S, +Q, M

1wy, = S+ Q,M,
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WO S, Sp,- -Su die den Grad von M nicht erreichenden Reste
der Functionen u,, #,,. .#, in Bezug auf den Theiler M
bezeichnen. Es wird dann

Lo+ Lotg+ oo Lyt = Lis;+Lys,+ .. +Lys,
+M(L O, +L,Qy+...+L,0,)

und es miissen demnach auch alle Ausdriicke L,s, 4 L,s,+ . .

..+L,s, durch M theilbar sein. Man braucht daher, um alle
Functionen #,, %, . . .2, zu erhalten, nur alle ganzen Functionen
Sy Spp+ +Su ZU suchen, welche den Grad von M nicht erreichen
und die Ausdriicke L;s,+L,s,+...+L,s, durch M theilbar
machen, und zu denselben beliebige, durch M theilbare ganze
Functionen von x hinzuzufiigen.

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die
Theilbarkeit der Ausdriicke L;s,+L,s,+.. +L,s, durch M
bestehen in einem bekannten System von linear-homogenen
Gleichungen fiir die unbekannten Coéfficienten der Functionen
Syy Sgre e - Spe Diese Gleichungen besitzen entweder nur die eine

Losung
$5=0,5=0,. .5,=0

oder aber eine oder mehrere linear-unabhangige Lésungen

!/ ! /
S, Sy, .Sy
AN/ s
1> Saye e .Sy

durch welche die allgemeine Losung in der Form
s, = plsi 4+ plst + .
S, =pls,+psl+.
— /
Sy = p'si+p'si+

darstellbar ist, wo p/, p”,.  Constanten bezeichnen.
Alle Functionen 2, #,,. .u,, welche die gesuchten Func-
tionen f liefern, sind demnach in den Formeln

u = O;M i=1,2,...n
oder eventuell in den Formeln

wy = Q; M+p'si+p"s{+ ... i=12...n
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIL Bd., Abth. II. a. 34



512 F.'Mertens,

enthalten, wo Q,, O,, ..., beliebige ganze Functionen von x
bezeichnen. Setzt man daher

Mf, = ®,, Mf, =®,,. .Mf, =,
und vorkommendenfalls

s’[f1+s’2f2+ o FSufu =P
S,l/-fl +S/2I-f2+ +Sx_fu — (I)lz+2

so hat man in allen Féllen eine Reihe von Functionen
®,o,,...9,,
durch welche sich saimmtliche Functionen f in der Form
F=8P+5P+. +5%,

so darstellen lassen, dass g, &,,.- .£. ganze Functionen von x
sind. Da die Functionen ® sich als ganze linear-homogene
Formen von f,, f;,. .f, auffassen lassen und &, ®,. .®,
linear-unabhdngig sind, so kann man nach 3. # linear-unab-
hiangige Functionen ¢,, ©,,. ©, bestimmen, welche ganze
linear-homogene Formen der ® und daher auch der Functionen
fis Jar+ - fu sind und durch welche sich alle Functionen f in
der Gestalt

S =00+ 0,0+ . U0,

so darstellen lassen, dass v, v,,. .v, ganze Functionen von %
sind.
Definirt man die Zahlen

oy /
P thore - Pon

so, dass ps =1+ ps oder = p, ist, je nachdem s—1 zu den
Zahlen v gehort oder nicht, und bezeichnet P{ irgend ein Pro-
duct von s gleichen oder verschiedenen Functionen der Reihe
®, ©,,- .¢u oder auch nur eine solche Function oder die Ein-
heit, je nachdem s>1,s =1 oder s = O ist, so ist die Summe
Y P! der conjugirten Werthe von PJ von s=1 bis s =u
durch M in der Potenz pf theilbar. Denn X P{ zerfillt in Glieder
von der Form gX P, wo g eine ganze Function von x bezeichnet,
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und ist durch M"s = M¥s theilbar, wenn s—1 nicht zu den
Zahlen v gehort. Dagegen ist, wenn s—1 zu denselben gehort,

Plii =0, P/

und E Py zerfallt in Glieder von der Form gX¢;P,, wo ¢ eine
ganze Function von # und 7 eine der Zahlen 1, 2,...#n bezeichnen.
Diese Glieder sind alle durch M in der Potenz 1+, 11 = p)qq
theilbar, weil Xo; P, nach dem Obigen diese Eigenschaft hat.
Uberdies ist fiir alle Stellenzeiger s von 1 bis n

Ist ndmlich p, = 0, also auch p, = py =. .=, =0, so
ist m — n und alle Zahlen 0,1, 2,. .#—1 gehdren zu den
Zahlen v, woraus p.’l — 1 folgt; ist aber g, =1, so gehort O nicht
zu den Zahlen v, und g ist ebenfalls = 1. Es geniigt also dar-

i
zuthun, dass %gl ist, was nur in dem Falle eines Beweises

bedarf, wo s—1 zu den Zahlen v gehort. Aus der Definition
der Zahlen v folgt aber

m—1 VL
+ l!ll<1+y

Wos1 =
o m "

also auch
TARE— I TINS5}

Man hat also ein Functionensystem

P> Pose - - P

gefunden, welches #hnliche Eigenschaften wie das System
Ji» far- + fu, aber vor demselben den Vorzug voraus hat, dass
wenigstens einer der Briiche

! I 4
Py e Pen
172 n

grosser und keiner kleiner als der gleichstellige Bruch der Reihe

Mgz

o
1’ 7

o]

ist.
34
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Sind nun die Briiche

schon alle =1, so bleiben die ganzen Functionen v, v,. .1,
unbestimmt und die Formel

F=v0,+0,0,+ ... 40,9,

enthalt die vollstandige Auflosung der Aufgabe. Sind dagegen
die genannten Briiche noch nicht alle =1, so sind die Func-
tionen f unter den Functionen

f= Ui +09+ Va0

zu suchen, und es kann das dargelegte Verfahren wieder auf
die Bestimmung der ganzen Functionen v,, v,,. . .v,, angewendet
und iiberhaupt so oft wiederholt werden, bis man zu einem
Functionensystem w,, ,,. o, gelangt, flir welches X Ps, wenn
P ein Product von s Functionen dieses Systems bezeichnet,
durch M theilbar ist. Die Formel

f=to+ho, 4+  +hHo,

enthalt dann alle gesuchten Functionen und nur diese, wenn
man fur 4, 4,,. .%, alle moglichen ganzen Functionen von x
setzt. Die Functionen o, o,,. .0, sind ganze linear-homogene

Formen von fi, f5,- .. fu-

5.

Mit Hilfe der in dem vorhergehenden Abschnitte gelosten
Aufgabe kann man alle Functionen

f=lhy+h y+h,3*+.  +hy_gy"!

aufstellen, deren Coéfficienten %, %,,. . .%,_; ganze Functionen
von » und welche durch eine beliebig gegebene ganze Func-
tion NV von x theilbar sind.

Es sei M, ein Factor von N, dessen Discriminante nicht
= 0 ist, und man setze in der Aufgabe des vorhergehenden
Abschnittes
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h=L =y =5 fu=y!
M= M,.

Man erhalt dann fiir alle durch M, theilbaren Functionen f
einen Ausdruck
W+t A,

in welchem ¢, t,,. .#, unbestimmte ganze Functionen von x
und 9,, 9,,- -%Pn bekannte ganze linear-homogene Formen von
1,%,9%. .»" ! bezeichnen.
Fallt nun M, mit N zusammen, so hat man die allgemeine
Losung
S=ho Fhy+ . g

Ist dagegen G = MG, und G, von hoherem als dem Oten
Grade, so sei M, ein Factor von GI, dessen Discriminante nicht
=0 ist, und man suche alle durch M, M, theilbaren Func-
tionen f. Dieselben fallen mit den durch A, theilbaren Func-
tionen zusammen, welche in dem Ausdrucke

|| T
lM+L‘M+ “+1,

enthalten sind. Man setze also in der Aufgabe des vorher-
gehenden Abschnittes

P2 P
Si=y = ]l[ SERNEES M,
M= M,.
Man erhélt dann wieder einen erschopfenden Ausdruck
Ll Ly

fir alle durch M, theilbaren Functionen von obiger Form, in
welchem £, 4,,. .f, unbestimmte ganze Functionen von x und
b ! inear- : I N )
?p by, ... 0, ganze linear-homogene Formen von 1/[ M, S
bezeichnen. Wird also

Miby =41 Mydy = Ao Mgy =
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gesetzt, so enthilt der Ausdruck
Lifu et oo i

alle durch M, M, theilbaren Functionen f.
Fahrt man in derselben Weise fort, so ergeben sich alle
durch N theilbaren Functionen f in der Gestalt

F=t S+ 1,0,

wo 9, %,,. .¥, bekannte ganze linear-homogene Formen von
Ly, 9%...y"1und ¢, 4,,. .1, unbestimmte ganze Functionen
von x bezeichnen.

Setzt man N = Q, wo Q% das in der Discriminante D auf-
gehende Quadrat hodchsten Grades in x bezeichnet, so stellt
die Formel

=t 50+ Lty

alle durch Q theilbaren Functionen f dar und die Functionen

b

" }11
1 01

fedo)

® 0, =—=,. .0, =

Q&
Q|

bilden ein Fundamentalsystem fiir den durch die Gleichung
F(j’) =0
festgelegten Gattungsbereich @.

6.

Setzt man in der Gleichung

F(3) ="+ G x) 3" '+ Gy(x) y" =+ +G,(x) =0,

welche die algebraische Function y definirt, x:L und Dbe-

£

zeichnet die niedrigste Potenz von § mit welcher G <L> zu

multipliciren ist, um in eine ganze Function H; von & ver-
wandelt zu werden, mit £k, die grosste der ganzen Zahlen,
welche in den Briichen

my, mm,+1 w42 My 411 —1
1’ 2 3 7 7
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enthalten sind, mit 7z, so geniligt die Function
="y
der irreductibelen Gleichung
G () =+ m H o=l =i Hogn =24 g gim—ma H, —(

und ist demnach eine ganze algebraische Function von &
Jede ganze algebraische Function ¢ des Gattungsbereichs &
geht durch die Substitution

1 1

in eine rationale Function von § und 7 Giber, und es gibt einen
kleinsten ganzen nicht negativen Exponenten e von der Art,
dass & algebraisch ganz in § wird. Dieser Exponent wird (nach
Dedekind-Weber) der Exponent der Function ¢ genannt. Ein
Fundamentalsystem o,, o,,. .w, des Gattungsbereichs @& soll
ein Normalfundamentalsystem genannt werden, wenn die Func-
0, Wy,

(0] . .
L =2 —, in welchen ¢, ¢,. .e, die Exponenten
pas) pas xen

tionen

von o, w,,. ., bezeichnen, durch die Substitution

1 _ 1
¥ 5 y_gm

in Functionen ], »,. .w}, Uibergehen, welche ein Fundamental-
system der Gleichung
G =0
bilden.
Es seien o, 0,, ..o, die Functionen eines gegebenen
Fundamentalsystems des Gattungsbereichs @, ¢,, ¢,,. .¢, ihre

. L 1
Exponenten, und es gehe o; durch die Substitution x:€,
- A
= a in —= {iber. Damit o/, »),. .o} ein Fundamentalsystem
Em Ec[ Lt}

der Gleichung
G =0

bilden, ist es nothwendig und hinreichend, dass alle Functionen

o), ), ¢, eines bestimmten Fundamentalsystems dieser



218 F.'Mertens,

Gleichung sich als ganze linear-homogene Formen von ‘”'1’ w’z
.., darstellen lassen.
Es gehe ¢} fiir die Substitution

1 _J
=L 1=
in % iiber, wo @; algebraisch ganz in ¥ und nicht durch # theil-

bar ist. Man hat dann
0 = @) o, +5E) o+ .. + L) o,
WO g, 8- -&n ganze Functionen von x bezeichnen. Setzt man

. 1 . .
in dieser Gleichung x:€, y= und multiplicirt mit &,

M
Em
so wird
/ c—c¢ 1 / e—¢ 1 / 1 /
¢ = &8 & ‘D1+& & B3 w,+ +E—eng, T .
Ist daher eine der Functionen g,(¥), £,(%),- etwa g, ()
. 1 .
von hoherem als dem (e—ep)ten Grade, so ist £~ g, <?> keine
ganze Function von § und ¢} kann nicht als ganze linear-
homogene Form von o), o},...w; dargestellt werden. Ist in
diesem Falle allgemein v, die Gradzahl der Function g5, wenn
letztere nicht identisch verschwindet, 4 die grésste unter den
Differenzen v, +¢e,—e, und entspricht diese Differenz der Func-
tion g,, so ist der Coéfficient von #’7 in g, von Null verschieden,
und man hat, wenn

éc—('h-l- d gh <%

B+ GO+ g =g

= ap+&gi

gesetzt wird,
J— /
Elol—tg! = awl+a,0i+. . +a,o,

wo a, nicht = O ist. Da ¢} und g’ algebraisch ganz in £ sind,
so ist §&4ef—£Eg’ durch & theilbar, und es gibt somit eine durch &
theilbare Function von der Form

a0\ +a,w,. +a,o,
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inwelcher a, a,,...a, nicht durchweg verschwindende constante
Grossen sind. Die Functionen o, 0. .o} bilden daher ein
Fundamentalsystem oder nicht, je nachdem eine durch £ theil-
bare Function von vorstehender Form nicht existirt oder existirt.

Um dies zu entscheiden, suche man nach 4. alle durch §

theilbaren Functionen von der Form

[l = w0l +usos+  +u,0),

in welchen #,, us,...u, ganze Functionen von § bezeichnen
und die Stellenzeiger 1, 2,. .z in eine solche Reihenfolge
gebracht worden sind, dass

=

ey = =..

mn

e,
ist. Man findet

t= tldfll’*'tz‘lb{z'*' LT

WO £, by, ..., unbestimmte ganze Functionen von & und ¢/, ¢, ...
...}, bekannte ganze linear-homogene Formen von o, o}

Lo
bezeichnen. Man darf ¢, ¢},.  in der Gestalt

[ l4
’C( -_ C(I.ua‘)(A
/R 1, /
s = €30 0u+Cz303
‘I R 7 / I
4 = C O+ G305+ 40,0

annehmen, da man nothigenfalls ¢/, &%,.  nach 3. durch ein
anderes Functionensystem ersetzen kann, welches die ge-
wiinschte Gestalt besitzt.

Die Coéfficienten

Cuny €335+ + - Cyy

kénnen nur entweder constant, also — 1, oder = £ sein. Da

namlich §w! durch £ theilbar ist, so hat man
Eol = kodb+ksbs+ .. +k4),

wo kg, ks3,...k, ganze Functionen von & bezeichnen. Hierin

miissen alle etwaigen Coéfficienten
der Reihe =, 3,...v auf ¢ folgen, =0
Stellenzeiger ¢

e

k;, deren Stellenzeiger 7 in
sein, und es wird flir jeden

fe.Ce..
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Ist c.. = & so reducirt sich ¢! auf fwl. Dies bedarf nur

eines Beweises, wenn & nicht = a ist. Da ¢.—c..0l durch ¢
theilbar ist, so hat man

Y aot = L bt b,

wo I, ls,. -1, ganze Functionen von § sind. Hierin miissen
l.,. .1, verschwinden, und es ergibt sich

C = lzCs.

Da aber angenommen werden darf, dass ¢;; den Grad von
cx; nicht erreicht, so muss ¢;; = 0 sein. Ebenso ergibt sich

€y =0,. .0 =O.

Sind nun alle Coéfficienten ¢4, €g5,..-¢,, = §, so Dbilden
o}, w},. .o, nach dem Vorhergehenden ein Fundamentalsystem
der Gleichung

G =0
und o, 0,,. .0, ein Normalfundamentalsystem des Gattungs-
bereichs &.

Sind dagegen einige der Coéfficienten cuq, Cs3,. .y =1,
so bilden col, a)z...w,, kein Fundamentalsystem. Wohl kann man
aber in diesem Falle aus o,, m,,. ., ein Normalfundamental-
system in folgender Weise ableiten.

Man setze fiir jeden Stellenzeiger ¢

Yo = Ceq ¥ atd,+Co3 ¥ R+ —+ 0.
oder
b = o,

je nachdem c.. =1 oder = ¢ ist. Da die Functionen o, o,,...w,
sich als ganze linear-homogene Formen der Functionen ¢,,4,,...¢,
darstellen lassen, so bilden letztere ebenfalls ein Fundamental-

L o 1 n

syst?m von @3 Da ferner ¢. fiir die Substitution x = R Y= ET‘”
U o . . .

in 7% oder = Ubergeht, je nachdem c.. = 1 oder — § ist, so ist

&1 &L,
der Exponent von ¢, im ersten Falle <<e. und im zweiten —e..
Sind daher ¢, ¢,,. .c, die Exponenten von ¢, d,. ¢,, so

hat man
e+e+ e <ete,+ 4oy
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Wendet man auf das Fundamentalsystem by, ¥y, b,
wieder dasselbe Verfahren wie auf o,, w,,. an, so erweist
sich dasselbe entweder schon als ein Normalfundamentalsystem
oder aber erhélt man ein neues Fundamentalsystem y,, 7., .+ %,
in welchem die Summe der Exponenten seiner Functionen

/ '
<eé+e+.. +¢

ist. So kann fortgefahren werden, und es lasst sich flr die
Anzahl der Schritte, die man machen muss, um auf ein Normal-
fundamentalsystem zu stossen, eine Grenze angeben.

Setzt man flir irgend ein Fundamentalsystem f, f,,. . fu
des Gattungsbereichs @&, Uber alle conjugirten Werthe von y
erstreckt,

Yfife = ap(x),
so bleibt die Determinante
Av) = Eia’nazz LAy

bekanntlich bis auf einen constanten Factor dieselbe fiir alle
Fundamentalsysteme von & und wird die Discriminante des
Gattungsbereichs @ genannt. Da ndmlich fiir irgend ein zweites
Fundamentalsystem +, ¥,,. .4, # Gleichungen von der Form

Y =gnfi+ 8o+ .- +E&inSu i=1,2,. .n
bestehen, wo git, Siz,- ganze Functionen von x bezeichnen, so

ist die Determinante der 7? Elemente X &%, durch A theilbar.
Da aber auch das Umgekehrte statthat, so konnen sich die
beiden Determinanten nur durch einen constanten Factor unter-
scheiden.

Sind 2, %,...2, die Exponenten von f, f,,. f, und
gehen die Functionen x™ f, x* f,,. . .x™ f,, fiir die Substitution
n . 1ol I S
g in f/, fJ,.. fu tber, so hat man, iiber alle
conjugirten Werthe von 7 erstreckt,

ﬁ,fkl — a: L\‘
Zgﬁw— 4 s)

<

P
,_E,_J/_,
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oder

Wit a 1
Zﬁlﬁl___gri' ka1k<&>

Die Determinante der #* Elemente X f/#/ ist daher =
. 1 . . .
£2(m-toat. o) A <f> und da dieselbe eine ganze Function von &

sein muss, so ist
2(o + 0y + +a,) =0,

wenn ¢ den Grad von A(x) bezeichnet,

Ist alsot die grosste in % enthaltene ganze Zahl, so braucht

i)

man das oben dargelegte Verfahren hochstens ¢, +¢, +...+¢,—1-
mal anzuwenden, um auf ein Normalfundamentalsystem zu
stossen.
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