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Einige mathematische Theoreme

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

Ich werde im ersten ‘Paragraphe der vorliegenden Mit-
theilung eine Eigenschaft der Systeme von Congruenzen mit
einer Unbekannten in Bezug auf einen Primzahlmodul ermitteln,
aus welcher sich der bekannte Konig-Kronecker’sche Satz
iiber die Anzahl der unter einander und von Null verschiedenen
Wurzeln einer Congruenz als ganz specieller Fall ergibt, sodann
im zweiten eine Integralrelation angeben, welche u. A. zu den
interessanten Ausdriicken fiihrt, die Herr E. Beltrami! bei
verschiedenen Gelegenheiten fiir eine Reihe von associirten
Functionen symmetrischer Massensysteme aufgestellt hat, und
im dritten endlich einen neuen #usserst einfachen Beweis des
von mir gefundenen Multiplicationstheorems der allgemeinen
Determinanten mittheilen.

§.1. Da nach dem Fermat’schen Satze jede zur Primzahl p
theilerfremde ganze Zahl x die Congruenz

¥?~1=1 (mod. p)

befriedigt, so gentigt jede durch p nicht theilbare Wurzel der
Congruenz

1 »Sulla teoria delle funzioni potenziali simmetriche.« Memorie dell’Acca-
demia delle scienze dell'Istituto di Bologna. Serje IV, t. [I. — »Sulle funzioni
associate e specialmente su quella della calotta sferica.« L. c. Serie IV, t. [V. —
»Sull'attrazione di un anello circolare od ellittico.« Atti della reale Accademia
dei Lincei. Anno 277 (1879 —1880), Roma. — »Sulla funzione potenziale della
circonferenza.« Rendiconti del circolo matematico di Palermo. T. III. Anno 1889.
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r=p-2

\!
/. ax*=0 (mod. p)
2=0

dem System von p Congruenzen

h=p-—2
3

2 @epx*=0(mod.p) *x=0,1,2,...,.p—LI=p=p—1) 1)
A=0

und umgekehrt.

Es werden demnach die von Herrn J. K6 nig aufgestellten,
von Herrn G. Rados! zuerst bewiesenen und von Herrn
L. Kronecker? in eine ungemein elegante Form gebrachten
Bedingungen fiir das Vorhandensein einer bestimmten Anzahi
von unter einander und von Null verschiedenen Wurzeln einer
Congruenz in Bezug auf einen Primzahlmodul, welche ich in
den Sitzungsberichten der mathematisch-naturwissénschaft-
lichen Classe der kaiserl. Akademie der Wissenschaften® in
einfacher Weise hergeleitet habe und von denen ich im vierten
Jahrgange der Monatshefte fiir Mathematik und Physik von
G. v. Escherich und Em. Weyr einen neuen Beweis mit-
theilen werde, auch in. der Theorie der Systeme von Con-
gruenzen mit einer Unbekannten in etwas verdnderter Form
eine Rolle spielen. Dies wird in dem laufenden Paragraphe
gezeigt und fiihrt sodann, wie schon erwidhnt, zu einer neuen
ausserst cinfachen Ableitung des Konig-Kronecker’schen
Theorems.

Die (p—1)p ganzen Zahlen

£ (=012, p—Lx=012,. .,p—2),

von denen nicht alle zu einem bestimmten Werthe von X
gehorigen den Primtheiler p besitzen, seien so beschaffen, dass

1 »Zur Theorie der Congruenzen hoéheren Grades.« Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik von L. Kroneckerund K. Weierstrass. 99. Bd,,
S. 258—260.

2 »Uber einige Anwendungen der Modulsysteme auf elementare alge-
braische Fragen.« A. e. a. O., S. 329 —-371.

3 »Die Bedingungen fiir die Existenz einer bestimmten Anzahl
Waurzeln einer Congruenz.« A. o. g. O., 95. Bd., II. Abth., S. 165 —169.
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es ‘hochstens o(<p) ganzzahlige, nach dem Modul p unter
einander und von Null verschiedene Wetthe §,, ¢, C,, ..., {1
von # gibt, fiir welche simmtliche p Summen

%= p—2

m@= ) DT 0=0,12...,0—1)

2=0

zur Primzahl p theilerfremd sind. Dass es in jedem der g Systeme
von p—1 ganzen Zahlen

P‘)\(z) ()‘20;1)27 ';p%l;z—:ljz; ;P_l)

mindestens eine zu p theilerfremde gibt, ist selbstverstdndlich,
weil eine Congruenz in Bezug auf einen Primzahlmodul, deren
Coéfficienten ein zu diesem theilerfremdes Zahlensystem bilden,
nicht mehr Wurzeln haben kann, als ihre Gradzahl betragt.
Man bestimme nun p ganze Zahlen vy, v,,v,, ..,v,—1, die
nicht insgesammt den Factor p besitzen, so dass die Summe

h=p—1

z vy 1.(82)

r=0

firt=20,1,2,. .,5—1 nach dem Modul p der Null congruent
wird, was stets moglich ist, weil die Anzahl der Grossen v,
grosser ist als die Anzahl der zu erflillenden linearen homo-
genen Congruenzen. Alsdann wird

y v, 20 2P =0 (mod. p)

fir jeden ganzzahligen Werth von 2z, und dies ist nur moglich,
wenn die Coéfficienten der einzelnen Potenzen von z Vielfache
von p sind, d. h. wenn die p—1 Congruenzen

A\

p—1
Z Py, =0 (mod. p) (x=0,1,2,. .,p—2) 2)

=0
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bestehen, was, da nicht alle Zahlen v, der Null congruent sind,
zur Folge hat, dass alle aus der Matrix

“ zfo_)\) H(7\=0,1, 2,...,p—1; x=0,1,2,..., p—2)

zu bildenden Determinanten der Ordnung p den Factor p ent-
halten. Man hat daher den Satz:
Haben die p Congruenzen
x=p—2
. |

>A NP2 =0 (mod. p)

A=0
mindestens p—p unter einander und von Null verschiedene
Wurzeln gemein, so sind alle aus der Matrix

| h
27 [o=0,1,2, .. o—t; x=0,1,3,.., 2,

zu bildenden Determinanten pter Ordnung durch die Primzahl p
theilbar; besteht diese Theilbarkeitseigenschaft aber nicht, so
ist die Anzahl der unter einander und von Null verschiedenen
gemeinsamen Wurzeln derselben kleiner als p—p.

Da aus dem Bestehen der Congruenzen 2) umgekehrt folgt,

dass
A=p—1

> wme

A=0
fiir jeden ganzzahligen Werth von z durch p theilbar ist, so
wird die eben ermittelte Bedingung nicht nur nothwendig,
sondern auch hinreichend fiir die Existenz von mindestens
p—p derartigen gemeinsamen Wurzeln der angefiihrten Con-
gruenzen sein, falls diese Theilbarkeit nur dann stattfinden
kann, wenn es hochstens p—1 verschiedene Werthe von z gibt,
fiir welche sammitliche Functionen p,(2) 2 =0,1,2,. .,p—1)
zu p theilerfremd sind. Bestdnde diese Theilerfremdheit minde-
stens fiir p Werthe vonz §, {,, {,, ..., {1, so wiirde das System
von p linearen homogenen Congruenzen

h=p—1
i, (£) 2, =0 (mod. p) (xr=0,1,2, ., p—1)

Y
r=0
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durch das Werthsystem
%, =v, (mod. p) A=0,1,2,...,p—1)

befriedigt, dessen Elemente nicht sammtlich durch p theilbar
sind, und dies kdnnte nur dann der Fall sein, wenn die Deter-
minante

[t € o e=0,1,2....p—1)

den Factor p enthielte.
Sind nun die ganzen Zahlen zg) durch die Congruenzen

A
z‘}’z‘zapcﬁ) (mod.p) (A=0,1,2,. .,p—1)

Yy

definirt, in denen die Summation beziiglich p und v uber alle
nicht negativen, p—2, beziehungsweise p-—1 nicht {iiber-
schreitenden ganzen Zahlen auszudehnen ist, fiir welche

p—v=x (mod. p—1)
ist, so wird
®=p—2

@I=1N@ ] D art ar=01,2. Lp—1)

%x=0

und ist demnach unter der eben gemachten Voraussetzung zu p
theilerfremd, wenn die Determinante

1 'C?) ’(%,t=0,1,2,...,p~1)

mit dieser arithmetischen Eigenschaft begabt ist. Man hat daher

das Theorem:
Sind die p? (p==p—1) ganzen Zahlen

» ,t=0,1,2,. .,p—1)

so beschaffen, dass ihre Determinante zur Primzah! p theiler-
fremd ist, und werden die (p—1)p ganzen Zahlen

zO‘) 0\:071)2;' )P—l; %20,1,2,. ,P_Z)

%

durch die Congruenzen



554 L. Gegenbauer,

) ®
A = Z a,t,’ (mod. p)
oy
definirt, in denen die Summation bezliglich g und v {iber alle
nicht negativen, p-—2, beziehungsweise p—1 nicht iber-
schreitenden ganzen Zahlen zu erstrecken ist, fiir welche

p—y =2« (mod. p—1)

ist, die Grossen a,, a,,. ., ap—2 ganze Zahlen sind, welche nicht
sammtlich den Primtheiler p besitzen, und endlich die auf-
tretenden Zahlen so gewihlt sind, dass fiir jeden Werth von A
mindestens ein z.(,.)‘) zu p theilerfremd ist, so ist fiir die Existenz
von mindestens p—p unter einander und von Null verschiedener

Wurzeln des Systems von p Congruenzen

r=p—2

R .
Z D2?PTP=0 (mod. p)

x=0

nothwendig und hinreichend, dass alle aus der Matrix

IE

zu bildenden Determinanten der Ordnung p den Primfactor p
besitzen.
Ist speciell

)

‘(x=o,1, 2, p—1 2=0,1,2,..., pL2)

M=35, (@.,=0r=v;3, =1,

so wird

M

0y1=0,1,2,...,p—1) = 1

M __
z*/. —_ a‘/.-f-);

und demnach geht in diesem Falle das in dem eben aus-
gesprochenen Satze erwidhnte Congruenzensystem in das
System 1) tiber. Nach dem letzten Satze hat also die Con-
gruenz
)\=p—2
}1 a,# =0 (mod. p)
L, X = P
2=0
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einerseits mindestens p—p unter einander und von Null ver-
schiedene Wurzeln, wenn alle aus der Matrix

|@etrllo=0,1,2. .. 01 x=0,1,2,..., p—2)

zu bildenden Determinanten pter Ordnung durch p theilbar sind,
und kann anderseits nicht p—p +1 solche besitzen, wenn diese
Eigenschaft nicht allen aus der Matrix

”ax+)"|(l=0 1,2,...,p—2; 2=0,1,2,..., p—2)

zu bildenden Determinanten der Ordnung p—1 zukommt.

Man hat daher unter Beniitzung des von L. Kronecker
eingefithrten Begriffes des Ranges eines Zahlensystems in
Bezug auf einen Primzahlmodul folgendes elegante Theorem:

Die Summe aus der Anzahl der unter einander und von
Null verschiedenen Wurzeln einer Congruenz mit einer Unbe-
kannten in Bezug auf einen Primzahlmodul und dem Range
ihres Coéfficientensystems ist um 1 kleiner als der Modul.

Dies ist im Wesentlichen der oben erwdhnte Konig-Kron-
ecker’sche Satz.

§. 2. Im Jahrgange 1893 der Schriften des medicinisch-
naturwissenschaftlichen Vereines in Innsbruck werde ich eine
Integralrelation mittheilen, aus welcher nicht nur der grosste
Theil der bisher bekannten Darstellungen der sogenannten
symmetrischen Potentialfunctionen durch Integrale von Aus-
driicken, welche Bessel’sche Functionen enthalten, sondern
auch verschiedenartige Verallgemeinerungen derselben und von
Sétzen, welche aus diesen entspringen, namentlich fiir den Fall
sich ergeben, dass das Wirkungsgesetz nicht das Newton’sche,
sondern dass die Wirkung der Kréfte irgend einer Potenz der
Entfernung verkehrt proportional ist. Diese Potentialfunctionen
beziehen sich, wie schon aus der Benennung ersichtlich ist, auf
Systeme von Massen, die symmetrisch um eine Axe gelagert
sind, und geniigen demnach im ganzen #dusseren Raume der
partiellen Differentialgleichung

a o 9 oV
< > “+ <u > =0 (=14,

— 1 — —
ot ou 0z 0z
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welche bekanntlich durch die zwei simultanen partiellen Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung

oW oV oW 1%

— =% —— = —U—

an 9z 9z [\F7
ersetzt werden kann. Aus diesen ergibt sich fiir die durch
sie nach E. Beltrami’s Nomenclatur zur Potentialfunction V
associirte Function W die partielle Differentialgleichung zweiter

Ordnung
8(1 BW>+8(1BW>_O
dul\u du/)  Bz\u 0z /)

Setzt man W gleich einer Constanten, so hat man, wie
langst bekannt, die Gleichung der dusseren Kraftlinien fiir die
Meridianebenen des Systems. Fiir eine Reihe von associirten
Functionen hat nun Herr E. Beltrami in den im Anfange
citirten Abhandlungen Ausdriicke angegeben, welche ganz
analog gebaut sind wie die eben erwdhnten Integrale fir die
zugehorigen Potentialfunctionen. Auch fiir diese ldsst sich auf
Grund von zwei frither von mir in den Sitzungsberichten der
mathematisch-naturwissenschaftlichen Classe der kaiserl. Aka-
demie der Wissenschaften bewiesenen Formeln eine Integral-
relation aufstellen, aus welcher sie und zahlreiche andere all-
gemeinere durch Specialisirung abgeleitet werden konnen; die-
selbe wird durch folgendes Theorem gegeben:

Sind die Functionen ¢(#) und ¢(») so beschaffen, dass die
Integrale

Fi(x)= : e¥o(r)dr
2 -+,
Fy(x) = 31:] =1 (1 x) — 2(4p) J7TH(eE) {/ r*-r Jurb(re)dr +

X
P1

2
+J—1L+;L (‘C :L;)f ,],a—p.-{—] J'II+,L—1 (7’51«') d?’

einen Sinn haben, so besteht die Beziehung

2 0% (p) o () (z+71i)C}, (cos o) sin®* o dw drdp
f TEIR
LA | 2

{p?+*—2ptcos o4 (z+17)?
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all(n+2p—1) { P2
= B0 Fr(0) f b () dp—
Mn) D2p—1)r* ! .

— f % e~ F, (%) F,(x) dx

(zreell und = 0).

Es mogen nun zum Beweise dieser Behauptung einige
specielle Fille der aufgestellten allgemeinen Relation angegeben

werden.
Setzt man in derselben speciell

2yv—1  2v—1
n=0; —r,=r=1 ¢r)=01—r) * T * c\I=r*)

1\
(v%w’

differentiirt sodann nach p,, ersetzt z durch £l und schreibt

schliesslich fur yp, und vyt p, beziehungsweise t, so erhélt man,
da in diesem Falle

Fi(x):\/2ﬂ<\/: V7R

wird, die Relation

— 2v—1
2

f j +1 (l—rz) J‘ (s\/ 1— %) (24 7i) sin®todpdr
2;L+1 -

(P2 4+7*—2 pyt cOS g+ (24 7i)? )

27% 1 |
o) —

® g2 Jo—1 (0, %) J ¥ (x ) J ¥ (\/ of + (72)%)dx %

p 7
{()*+a% "
(z reell und = 0),
aus welcher sich fiir t = 0 die zwei folgenden
2v—1  2vy—1

f-H (1—r?) * T 2 (s\/T—#2) eryri)dr
—1

2p+1

(Pi+(+v11)?) 2
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2z ZZIL[II,(U)JE% )
o \/ o] II2 1) 80”“] ()

. 6’ o0 g—x# gt Ju—1 (p,x) J ¥ (\/ 52 + (1%)* ) dw }
2”1(9)@"[,‘ ’

]

{(12)* + o7
(¢ reell und = 0)
2v+1  2v—1

[” sin cp-_z—.f (5 sin®) (z+7i cos ©)dp
0

Z_;ﬂ
(p2+ (2+1i cos 9)?) 2
_ /2w 22e[Il(w)?
=V ey
5" f gyt Ji1(p, ) J ' (\/* + (1%)? ) dx }
~ MW" Jo ’

{ 8o, J¥(3) —

{2+
(z reell und = 0)

ergeben.
Berticksichtigt man, dass bekanntlich, falls

g d
s [ fe)de
. v
‘o
ist, wo » den Abstand des potenzirten Punktes vom poten-
zirenden vorstellt, die associirte Function W durch das Integral

a fle)(z—c)dc
oy

gegeben wird, so ergibt sich aus der ersten von diesen Formeln
fiir 22>2* (=0, 1 = %)

270,z f @ g—l=le 70 (p, ) J 1 (xx) T (\/ 5P — (a)?) dx

[z] Jo

(s*—(@2)?)”

als die associirte Function fiir die Mantelflache eines geraden
Kreiscylinders, dessen Axe die z-Axe ist und welche von zwei
in den Ebenen z:= +% und 2 = —x gelegenen Kreisen vom
Radius p, geschlossen wird, wenn dieselbe so mit Masse belegt
ist, dass die Dichte in dem Kreise z = { den Werth
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29—1  2v—1
N CAVrE )
fO= Z9—1 42~;+1
NIRRT
hat und t, beziehungsweise 2z der Abstand der Projection des
potenzirten Punktes auf die xy-Ebene vom Ursprunge, bezie-

hungsweise dessen z-Coordinate ist; man erkennt ferner, dass die
zweite von ihnen (p = O; 7 == =«i) einerseits zeigt, dass die

associirte Function einer auf der z-Axe von 2 — —x bis z = +x
mit der linearen Dichtigkeit f({) vertheilten Masse den Werth
z f e T 1(zx) J¥ (\/ P —(22)* (/x)z) dx 1)

2] Jo .

(o*—(ux) )

besitzt, anderseits (p. = 0; s fiir o), dass dieselbe fiir eine con-
centrisch geschichtete Kreisscheibe vom Radius p und der

Dichte
v—1

(i—py) 2 I (6 \/p"—p*)

270"~ 1py

in der Entfernung p vom Mittelpunkte durch das Integral

= J 1 (p2) " (x \/f +a*) de I
)
T

uf 5)’ \/2 T

ausgedriickt wird.
Von den speciellen Fillen der drei letzten Integrale mogen
die folgenden vier besonders hervorgehoben werden:

(a*+2%)”

Ty [ ° , . dx
(I; 5 =0,y = })—) + Pz—-f e~ 1F T (p,x) J ! (1x) sin hyp (ux) %
. 0 ;
(P =2+ 3%
. 1\ 2z (oo . dx
(H; 5=0,v= 7> = f e~V J0(zx) sin hyp (x%) o
‘ 0 ;

|
o/

3

(1o oo x
(ll; s =0,v=1) ——{2 f c—I:i'\’J‘(rx)J‘(pzx)%
0 :

(L 5 =0, =

N Z

\) 27tV (0)z

[} ‘ . dx
e~ ¥ 1 (xx) sin (pyr) — .
z| 0 *

Sitzh. d. mathem.-naturw. Cl.; CII. Bd., Abth. IL a. 37
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welche der Reihe nach die Beltrami’schen Ausdriicke fiir die
associirte Function der Mantelflache eines homogenen geraden
Kreiscylinders von der Flachendichtigkeit 1, dessen Axe die
z-Axe ist und welcher von zwei in den Ebenen z = —+% und
z — —x gelegenen Kreisen vom Radius p, geschlossen wird,
die associirte Function -einer homogenen geraden Linie von der
linearen Dichtigkeit 1 und der Ldnge 2%, einer in der xy-Ebene
gelegenen Kreisscheibe vom Radius p, und der Flidchendichtig-
keit 1, endlich fiir die auf einer in der xy-Ebene gelegenen Kreis-
scheibe mit dem Radius p, vertheilte Elektricitit, welche sich
ohne dussere Einfliisse im Gleichgewichte befindet, vorstellt.
Die dritte unter den obigen allgemeinen Formeln ergibt
unmittelbar (p =0, v =0, ¢ = 0) den bekannten Beltrami’-
schen Ausdruck fiir die associirte Function einer homogenen

Kreisperipherie vom Radius p und der Masse 1
2mpyz (*°
——T:r f e FE T (p,x) T (xx) dx
0

fiir deren Potentialfunction sich, wie hier hervorgehoben werden
mag, auch der folgende Werth

2p, 7 4p2c?
—_ﬁ_—l F((l/'p 3/4) 1; __2—’822—)

2\2
(p2+12+~2)2 (p; + 1% +2%)
2 &
aufstellen lasst.

§. 3. Die Determinante nter Ordnung vom Range »

i
a; g fael pe s .
l o toe e 0 (i) By vy i =1, 2,000, 01)

der v’ Elemente a;, i,...,iy ({25, -, %, = 1,2,. ., m) ist bekannt-
lich durch die Gleichung

@iy e | Gt i = 1,200y m) =
T RFY O] €V N ) NP € B S ) MY s VAP b (r—1) —
e N

,(1) ,(1) 1), Vi@, i@ ,(1—1) ,7——1 . ,(1—1)_1
n

r—1
(w) tu) < ()
H(l 1l by >“1,f§1>, i, ifr=h Gy i@, =D

n 1(1) :( 1(7—4 I)
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definirt, in welcher (%, %,. . ., %;) diejenige quadratische Deter-
minante nter Ordnung vorstellt, welche entsteht, wenn in der
Determinante nter Ordnung

1, 0, 0, 0
0, 1, 0, 0
0, 0, 0, 1|

an die Stelle der Aten Horizontalreihe die »,te fir A =1,2,. ., n
gesetzt wird. Fiir diese Gebilde habe ich schon im Jahre 1881
ein dem fiir gewodhnliche Determinanten geltenden analoges
Multiplicationstheorem aufgestellt, welches in diesem Para-
graphe in &usserst einfacher Weise neuerdings begriindet
werden soll.

Der mitzutheilende Beweis stiitzt sich auf folgende fiinf
aus der Definitionsgleichung der allgemeinen Determinanten
unmittelbar hervorgehende bekannte Sétze:

1. Eine Determinante geraden Ranges andert (bloss) das
Zeichen, wenn man in allen Gliedern zwei derselben Indexreihe
angehorige Stellenzeiger mit einander vertauscht, eine solche
von ungeradem Range aber nur dann, wenn eine solche Ver-
tauschung in einer veridnderlichen Indexreihe vorgenommen
wird.

2. (Corollar von 1.) Eine Determinante geraden Ranges ist
gleich Null, wenn fiir zwei derselben Indexreihe angehorige
Stellenzeiger alle entsprechenden Elemente gleich sind, fiir eine
Determinante von ungeradem Range gilt dies nur in Bezug auf
die verdnderlichen Indexreihen.

3. Eine Determinante wird mit einer Zahl multiplicirt, wenn
man alle Elemente, welche an einer beliebig vorgeschriebenen
Stelle einen bestimmtenIndex besitzen, mit derselben multiplicirt.

4. Sind alle Elemente einer Determinante, welche an einer
beliebig vorgeschriebenen Stelle einen bestimmten Index haben,
Summen von s Gliedern, so ist dieselbe gleich der Summe von
s Determinanten desselben Ranges und derselben Ordnung,

1 »Uber Determinanten héheren Ranges.« Denkschriften der mathematisch-
naturwissenschaftlichen Classe der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften
in Wien, 43. Bd.

37%



welche man aus der urspriinglichen dadurch ableitet, dass man an Stelle der zusammengesetzten Elemente

je einen der noch nicht verwendeten Summanden setzt, alle anderen aber ungedndert ldsst.

5. (Fiir » > 2.) Eine Determinante #ten Ranges kann als Aggregat von (n!)’ Determinanten vom Range

r—t in der durch die Gleichung

igl), iél),. . i’gl); il(z), iéz),. . i1(f);. . il(f), ..., ;'1(;) =n

Llil, l’g,...,i7|(l‘l, N 1,2,...,”) -
(1) ; (1) . i), (2) (2) ce ‘(2)~,,,' FUNU] . i () =
11 ,12 ,..,L( ),l ,12 » y 1N 3t )’IE e .'111‘

t

<) () - (1)
|u|(t1 s iy e i )‘d.‘,L'(l),;(z),_,,,,-(o; .
] % ®

e ek
w R b=l Gy e = 1,2,

angegebenen Weise dargestellt werden.
Multiplicirt man die Gleichung I) mit

‘bjl:j'll"'ljs[(jl'j':l""js=11?’1“"”)
und beachtet, dass nach den Sitzen 1) und 2)

b"h L

AP )}bj.,'z,---,js

(i Jare - 'v./.;; =1,2,..., 1) —

(x,,v.:,,. B T A T e 1L,2,n;

5 1)

wn
[o2]

[\]

!

‘lanequafag



ist, falls bei ungeradem s die tte Indexreihe eine verdnderliche ist, so erhilt man die Relation

Mt {0,400, i@ G@ i@ =D D) =)

la’.ui:x-'-:iTH .ihj':!"':jsl(iﬂi?h"'yif';]l!j'!)"']s=]’2!"‘1") -
-y Mgy 10, 2D (D 5(@) 562 i) i (r=2) s —=2) i (r—2) =
Ay haye ey s 000, dg Ty 005 4080, 0050,y £ ) 1o iy 1

r—2
I I (w) (u) ()
(Z ' "Zu )’b"n"‘:v . "qla] 1(1) 1 1(’—1) 2,i(1) @) .. 1) 'a"n ORI R Cad))
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(R Rgse oy B fy R s Rc g2y o s = 1, 2,000,025 e = A, Ay, 000, Ay).
Nach 3) und 4) ist aber
Aphyyee g =1

-]
Z Oy | B 0 @ =) By i) @) =N @y (1) @) 1) =
L A NS 272 2 o n
o g o dgp = 1
TA=mn

— Z @, ,~(2),,._,,'(1‘—2),)\b“.,‘t;;.---,%1_1,%'&4_[;*1:4_2,---,”g
‘e x % % ("U":"'"v":—1:*1+1v":+2""!"$,"=]v2""’”;“t:)‘lr)‘ﬁr"'))‘ﬂ)

und daher
i, i1, @) @)L @), 1(’ —2), (’ —2),...,i(r—=2) =4
1 2 n 172 n n
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| S0 ey ey 1 Findwe o Js 1 Updae ooy Jradne o Jg=1,2,0, 1)
M0, i@ @O =) =) -2)
i P (1) 7 (2) 5 1 2)., (=2 (=2 P(r—2) _
i igt .,1” RS ,..‘,1” e iy ,...,1“ =1
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r—2 L=mn !
H G ayse i) Z @ i) @ =2 Dy e, ":1—2""”‘5\
1 A1 L * (6 1y oy Ry DR Do 20 s Xg =520y )
Diese Gleichung geht aber nach 5) sofort in die Relation
A=1mn
Wiy gy iy | B o s a3 o0 ds = 1,20y m) = Z Byt 1y Doty ooty et ooy g5
r=1

(i Xy ey %y g g0 = 1,2,...,1)

{iber, durch welche das oben erwahnte Multiplicationstheorem der allgemeinen Determinanten ausgesprochen
wird. Es diirfte kaum moglich sein, diesen Satz auf einem gedanklich einfacheren Wege zu beweisen.
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