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Uber den Hauptpunkt einer beliebigen Axe
eines materiellen Punktsystems'

Dr. Jos. Finger.
(Mit 1 Textfigur.)

(Vergelegt in der Sitzung am 16. Februar 1893.)

Sind é7{ die Coordinaten des Punktes O der Axe a in
Bezug auf jenes Axensystem, dessen Anfangspunkt der Schwer-
punkt S ist und dessen Axen &7 zu den Axen xyz parallel sind,
so ist in den Gleichungen (33) zu setzen

o= — 5= sm=—L 15=E8++3
ferner
75 €0S ¢s = —(2: &+ o+ 0:0) = —u,

wo » den algebraischen Werth der Entfernung NO des Punktes O
von der orthogonalen Projection N des Schwerpunktes S auf die
Axe a bedeutet, und zwar ist z positiv oder negativ in Rechnung
zu ziehen, je nachdem NO mit der Richtung (2 o,0;) der Axe a
gleich- oder entgegengesetzt gerichtet ist. Die Gleichungen (33)
nehmen demgemaiss die Form an

MO py = M+ Moy (2412422 —E (i o, +0:2)] =

= \13_+M[d.§_1'%—&1(/]
MOy = M+ Mo (84143 —1(2eé+ 2,0 +0:0)] = (48)

92

= M+ Mo, rs—nu] &
MOy = Mo+ M[o: (8 +12+ ) —L(eé+ 2 +2:0)] =

= M.+ M[o-ri—Cu)

Fortsetzung der Abhandlung: »Uber jenes Massenmoment eines

materiellen Punktsystems, welches aus dem Trigheitsmomente und dem
Deviationsmomente in Bezug auf irgend eine Axe resultirt«. Diese Sitzungs-
berichte, Bd. CI, Abth. II. a.
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Sind nun &,7,C, die Coordinaten des Punktes N und ist
durch # die Entfernung des Schwerpunktes S von der Axe a
hezeichnet, so ist

E=¢,+un.a

N = Ny—+1.% (
C=0i+n.o

r: = n?+1?

2

n® = & +15 +
a§€11+0«f“q1[+1’;’€1, jm— O /

Substituirt man diese Werthe in (48), so erhédlt man

MO e = Mo+ M[ozn*—u. &) 2
MOy = M+ Mo n*—u.1,]

. (49)
Méo) P = Nl;—l- Mo nt—au. ) S

Ist die Axe a in Pliicker’schen Coordinaten gegeben,
so hat man nur, wenn p; p., p: die Werthe

p: =1 d‘iﬁcan = Mu%:— Cu Oy,
Pn= Co’;—&d; = Cpm—&, 2
Py = oMoy = &% — %

bezeichnen, in die Gleichungen (49) die Werthe
.— Ueqg Pe—0z Py M = Gz Pe—0: Pz, G = Ot Pr— Iy Pt

und #? = pi+pi+p? einzusetzen.

Ist die Axe a eine Schwerpunktsaxe, so ist §, =%, =(,=
= = 0, daher sind den Gleichungen (49) zufolge fir alle
Werthe des %, also, wie dies schon frither hervorgehoben
wurde, fir alle Punkte O derselben Schweraxe die
Massenmomente M(? geometrisch gleich.

Enthilt aber die Axe @ nicht den Schwerpunkt, so dndert
sich die Grosse und die Richtung des Massenmomentes M (©
mit der Lage des Punktes O in dieser Axe, und zwar ergibt
sich, wenn M, das Massenmoment M; = \/M§+M;‘l+l 2 fir die
parallele Schwerpunktsaxe s und J; das Triagheitsmoment
Js = Mo +M,a,+M:a: fiir dieselbe Axe s bedeuten, fiir die
Grosse dieses Massenmomentes M (9 aus (49) der Werth

39*
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[M(O] 2= Mi4-2 M{JsuP—u (M6, + My, +Me 8]+
+ M*n?®(n®4-u?).

Diese Gleichung lehrt, dass es in jeder Axe g, die nicht
eine Schweraxe ist, einen Punkt O, gibt, flir welchen
das MassenmomentM(ﬁO) ein Minimum ist, also kleiner
ist, als das irgend einem anderen Punkte O dieser Axe ent-
sprechende, auf dieselbe Axe bezogene Massenmoment — und
dieser Punkt O, sei in dieser Abhandlung stets als der
Hauptpunkt dieser Axe a bezeichnet. Der Abstand 1,
dieses Punktes O, von der Projection NV des Schwerpunktes S
auf die Axe a ist der letzten Gleichung geméss bestimmt durch

NO M'i. £ +Mn”]1 +M: ¢,
NO, = u, = ]\Lf%; S,

(50)

Da das -auf dieselbe Axe a bezogene Tragheitsmoment J,
fiir alle Punkte derselben Axe dasselbe ist und da das Massen-
moment .MCEO) die geometrische Summe aus dem mit der Axe a
gleichgerichteten Tragheitsmomente J, und dem zu dieser Axe
senkrechten Deviationsmomente DO ist, so ist auch das
dem Hauptpunkte O, entsprechende, auf die Axe a
bezogene Deviationsmoment ein Minimum, nadmlich
kleiner, als das jedem anderen Punkte O der Axe a ent-
sprechende Deviationsmoment D(9 fiir dieselbe Axe.

Wihlt man, um zu einfacheren Gleichungen zu gelangen,
die mit der Axe a gleichgerichtete Schweraxe s zur {-Axe,
ferner die durch die Axe a gelegte Schwerebene zur {,-Ebene
und die positive Richtung der 1-Axe etwa derart, dass sie mit
der Richtung des auf die Axe { bezogenen Deviationsmomentes
D- = D, einen spitzen Winkel einschliesst, so ist in den
fritheren Gleichungen oz —a, =10 =1, =, =0, e =1, § =§,,
w=2¢ und #, =, zu setzen. Die Gleichungen (49) erhalten
dann die zweckmassigere Form

MO,y = M:—MLE /
MO .= M, (51)
MO e = Mo+ M )
und die flir unsere Zwecke wichtige Projection N—O0 —uy =,
der vom Schwerpunkte S nach dem Hauptpunkte O, gezogenen
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Strecke auf die Axe a ist dann nach (50) ihrem algebraischen
Werthe nach bestimmt durch

&= %I%g . (52)
Die zur Axe a parallele Componente M. des auf die
Schweraxe { bezogenen Massenmomentes M; stellt nunmehr das
Tragheitsmoment J: = J; bezliglich der Axe { und M(9 .y das
Tragheitsmoment J, in Bezug auf die Axe a dar, wihrend M:
und M, die Componenten des auf die Axe { bezogenen Devia-
tionsmomentes Ds;— D: bedeuten, und zwar ist — entsprechend
der fritheren Annahme der positiven Richtung der Axe 7 — die
Componente M, positiv; ferner sind MOy, und M Oy, die
Componenten des dem Punkte O entsprechenden, auf die Axe a
bezogenen Deviationsmomentes D(O. Es ist sonach auch zu-
folge der Bedeutung von M: M, M: bei Anwendung der in (29)
und (32) gebrauchten Bezeichnungen M: = o,,, M, = a,, und
M: = oy, = Jo
Die geometrische Bedeutung der Componenten M; und M,
des Deviationsmomentes D: ergibt sich in einfacher Weise etwa
mit Zuhilfenahme des Cauchy-Poinsot’schen Centralellip-
soids, dessen Mittelpunkt der Schwerpunkt S ist. Ist ndmlich p,
der in die Richtung der {-Axe fallende, mit der Axe a gleich-
gerichtete Radius dieses Ellipsoids, ferner §, die Abscisse jenes
Punktes, in welchem die Axe § die dem Endpunkte desRadius p,
zugehorige Bertihrungsebene an dieses Ellipsoid schneidet und
ebenso 1, die Ordinate des Durchschnittspunktes der Axe 7 mit
und MT _=- M
1 Pa- €x ) fa-Ta
oder wenn fi; = 5 Pa €., beziehungsweise fi, = 5 Pa'la den

dieser Beriihrungsebene, so ist M; =

Flacheninhalt des rechtwinkeligen Dreiecks bedeutet, dessen
Katheten p, und £,, beziehungsweise p, und 7, sind und dessen
Qualitatszeichen mit &,, beziehungsweise mit v, iibereinstimmt,

, M
A und M, = ﬁ

In gleicher Weise ldsst sich mit Hilfe des Tragheits-
ellipsoids (11) die geometrische Bedeutung der beiden Com-

so ist M; =
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ponenten M .pe und M(?.p, des Deviationsmomentes D)
bestimmen.

Die Lage des Hauptpunktes O, der Axe @ ist bestimmbar
mit Hilfe der Gleichung (52), welcher zufolge die Entfernung ¢,
desselben von dem Fusspunkte des vom Schwerpunkte S auf
die Axe a gefillten Lothes gleich ist der parallel zur Axe £
genommenen Componente des auf die Basis §, d.i. auf die Ent-
fernung des Schwerpunktes S von der Axe reducirten Radius
des auf die parallele Schwerpunktsaxe { bezogenen Deviations-

. . M. .
momentes D;. Dieser Quotient ;WC hat eine sofort in die Augen
M. J-
springende Analogie mit dem Quotienten — — —=, der be-
pring & Q e e O ¢

kanntlich in vielen Untersuchungen der Mechanik, z. B. bei
der Bestimmung der reducirten Pendelldnge, der Ordinate des
Druckmittelpunktes in der Hydrostatik, der Entfernung des
Stossmittelpunktes von der Rotationsaxe u. s. w. eine wichtige
Rolle spielt.

Fiir den Hauptpunkt O, hat die X-Componente des Devia-
tionsmomentes D{? zufolge (51) und (52) den Werth M (00, y,; =
= M:—M.(,§ = O, und es ist demnach das Deviationsmoment
D) identisch mit seiner Y-Componente M(9).p, = M,. Der
Hauptpunkt O, einer Axe a ist sonach im Gegensatze zu
allen anderen Punkten dieser Axe a durch die weitere
Eigenschaft charakterisirt, dass fiir denselben, und
zwar nur fiir diesen das auf die Axe a bezogene Devia-
tionsmoment auf der durch diese Axe gelegten
Schwerebene normal ist, und zwar ist dasselbe der zu
dieser Schwerebene normalen Componente M, des auf die zur
Axe a parallele Schweraxe { bezogenen Massenmomentes M;
oder Deviationsmomentes D). geometrisch gleich. Mit anderen
Worten: Es ist fir ein zu §n{ paralleles Axensystem xyz,
dessen z-Axe die Axe a, dessen zx-Ebene die durch a
gelegte Schwerebene und dessen Anfangspunkt der
Hauptpunkt ist, stets: a; = E(mzx) = O und a,, =
= —X(mzy) = M, = a,,.

Fir alle in derselben Schwerebene, d. i. der (&-
Ebene, gelegenen, zu a parallelen Axen liegen die
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Hauptpunkte der Gleichung (52) zufolge in einer gleich-
seitigen Hyperbel, deren Asymptoten die Schweraxen §
und ¢ sind und deren Gleichung M: = M§¢, ist und die diesen
Hauptpunkten entsprechenden zu dieser Schwerebene
normalen Deviationsmomente sind sammtlich gleich M.,
also untereinander geometrisch gleich.

Der absolute Zahlwerth dieses Deviationsmomentes wird
bei der Drehung dieser Schwerebene, d. i. der {§-Ebene, um
die Axe (, zu der sammtliche Axen a als parallel angenommen
sind, am kleinsten, ndmlich Null, wenn M, = O, also M; = D;
ist, d. h. nur dann, wenn diese Schwerebene mit der
Ebene des Deviationsmomentes fiir die Schweraxe {
zusammenfallt. In dieser Hauptlage der Ebene, und zwar nur
in dieser, sind sdmmtliche in dieser Ebene gelegenen,
zu { parallelen Axen, da die Deviationsmomente fiir den
Hauptpunkt dieser Axen den Werth M, =0 haben, Trdgheits-
hauptaxen fiir ihren Hauptpunkt, und die reelle Halbaxe
der oberwahnten gleichseitigen Hyperbel erlangt zufolge (52)
thren grossten Werth. In dieser Hauptlage der Ebene fallen
zudem die Richtungen sémmtlicher Deviationsmomente D(©)
und Massenmomente M(9), die den verschiedenen Punkten der
zur {-Axe parallelen Axen a entsprechen, in diese Schwerebene;
es fallen mit anderen Worten die Ebenen der Deviations-
momente fliralle diese Punkte zusammen mitderallen
diesen Axen gemeinsamen Schwerebene, wahrend,
wenn die Axe a nicht eine Hauptaxe fiir einen ihrer
Punkteist, also nicht in der betrachteten Schwerebene gelegen
ist, die Ebene des Deviationsmomentes zufolge fritherer
Entwicklungen keinesfalls den Schwerpunkt enthalten
kann. Nimmt die Schwerebene bei der Drehung um die Axe {
die zu der betrachteten ersten Hauptlage senkrechte zwveite
Hauptlage an, so wird der absolute Zahlwerth des den Haupt-
punkten zukommenden Deviationsmomentes ein Maximum,
ndmlich M, = D, wahrend M; = O, also zufolge (52) &, = O
ist, d. h. die Hauptpunkte sind in dieser Lage die einzelnen
Punkte der Axen & und ¢ Bei der Drehung aus der ersten
Hauptlage in die zweite nimmt der Zahlwerth des den Haupt-
punkten entsprechenden Deviationsmomentes allmilig von O
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bis D, zu und bei der weiteren Drehung aus der zweiten Haupt-
lage in die erste wieder ab von D; bis Null. Ist die {-Axe eine
Hauptcentralaxe, so ist Ds = O, also auch fiir alle Lagen der
(&-Ebene bei der betrachteten Drehung M: — M, = O, ferner
&, =0, d. h. alle Punkte der &7-Ebene und der {-Axe sind Haupt-
punkte fiir die durch diese Punkte parallel zu dieser Haupt-
centralaxe gefithrten Axen, die den beiden ersten Gleichungen
(51) zufolge Tragheitshauptaxen fiir diese Hauptpunkte sind.

Fir alle jene Punkte der zur beliebigen Schwerpunkts-
axe { parallelen Axen g, die nicht Hauptpunkte sind, gleichen
sich zwar gemaiss (51) die zu jener Schwerebene, in welcher
die Axen a liegen, senkrechten Componenten der Deviations-
momente, indem sie sammtlich M, gleich sind, jedoch &ndern
sich die in dieser (§-Ebene fallenden X-Componenten M — M¢¢
von Punkt zu Punkt, und zwar derart, dass fiir Punkte derselben
Axe, wie dies die Substitution des Werthes von M; aus (52) in
die erste Gleichung (51) sofort lehrt, diese Componenten der
Entfernung dieser Punkte von dem Hauptpunkte proportional
und fiir je zwei beiderseits vom Hauptpunkte gleich weit ent-
fernten Punkte entgegengesetzt gleich sind, wéhrend fiir ver-
schiedene Axen die Punkte des gleichen Deviationsmomentes
der ersten Gleichung (51) zufolge in gleichseitigen Hyperbeln,
deren Asymptoten die Axen § und { sind, gelegen sind. Von
einer Hyperbel der (§-Ebene zur andern dndern sich die X-Com-
ponenten des Deviationsmomentes beiderseits stetig ins Unend-
liche, und zwar sind dieselben fiir jene beiden Schaaren von
Hyperbeln, von welchen die eine innerhalb jener Hyperbeliste,
die der geometrische Ort der Hauptpunkte sind, und die zweite
auf der convexen Seite dieser beiden Hyperbelaste gelegen ist,
entgegengesetzt gerichtet: Dreht man die {£-Ebene in ihre
erste Hauptlage, so dass sie mit der Ebene des auf die {-Axe
bezogenen Deviationsmomentes Dg zusammenféllt, so reduciren
sich sdmmtliche Deviationsmomente auf ihre X-Componente,
so dass sie dann sdmmtlich zueinander parallel sind. Ist die
Axe ( eine Hauptcentralaxe, so ist dies in jeder Lage der
té-Ebene der Fall u. s. w.

Die Coordinaten des Hauptpunktes O der Axe a, die sich
auf irgend ein orthogonales Schwerpunktsaxensystem beziehen
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und von nun an durch &7{ bezeichnet seien, ergeben sich
durch Einsetzung des Werthes (50), der Kiirze halber durch #
pezeichnet sei, in friithere Gleichungen, namlich in

§=§&+un.o
= Np+121.0y
C= Cy+u.0: 7 (33)
OMeE+ My +M: 3, Me&, Mg+ M2, (
wo = M.n? T ME++0)

Sind 2, = J:, 25, = Jy, 253 = J: die Trigheitsmomente
des materiellen Punktsystems in Bezug auf die Axen &4,
ferner (0, 0., ,5), beziehungsweise (2,,, 0, 2,,), beziehungsweise
(0, ¢35, 0) die Componenten des auf die Axe §, beziehungs-
weise 1, beziehungsweise { bezogenen Deviationsmomentes, so
ist den Gleichungen (32) entsprechend in den Gleichungen (53)
einzusetzen

_M'é = Oy Ky gy Oy gy 9L
M, = o1y 2 =ty o - 01,00 S) (54)
M: = oy 30 + 200+ 030 |

WO Gyg == Ogyy Ogy = %yg, %yp — Ty 1St

Wihlt man zu Coordinatenaxen die Hauptcentralaxen, so.
verschwinden sdmmtliche Componenten der auf diese Axen
bezogenen Deviationsmomente oy, 95, und 2,,, so dass dann

My = 220 = Jeme |
My, = 2,2 = J1 2% (55)
M. = agq9: = J: o \

Dies sind die Componenten des auf die zur Axe a parallele
Schweraxe s bezogenen Massenmomentes M, wahrend die Com-
ponenten des auf diese Axe s bezogenen Deviationsmomentes Dy,
dessen Richtungscosinus durch &:8,8: bezeichnet seien, sich
ergeben, wenn man von jeder der Componenten (53) die ent-
sprechenden gleich-gerichteten Componenten J,2:, beziehungs-
weise J,a,, beziehungsweise Js2: des auf die Axe s bezogenen
Tragheitsmomentes J;, welches, wenn &4 die Hauptcentral-
axen sind, durch

Jo = Jiai+J ot J- ok (56)
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bestimmt ist, in Abzug bringt. Sonach ist

DS.E-; — (‘]i_Js o 2
Ds-gy-‘ = (‘]7}—‘]3)0'1} Y. (57)
Ds.8: = (Ji—J5) = s

Durch Quadrirung und Summirung dieser Gleichungen
ergibt sich bei Beachtung von (36)

D} = JEat+JRoi+JEal—J¢ =
= (Jo—J) et a2+ (Je— ) ool - (Ji—J )P okor.  (58)

Um den geometrischen Ort der Hauptpunkte sammtlicher
Axen @ im Raume von einer durch die Richtungscosinus e e, 2,
gzgebenen Richtung zu bestimmen, hat man in den Gleichungen
(58) 1£,0, ¢y zu eliminiren, was am einfachsten folgendermassen
geschehen kann: Da # die Projection der den Schwerpunkt
mit dem Hauptpunkte (én{) verbindenden Strecke auf
die Axe a ist, so muss # = gs+o,N+0:{ sein. Ferner ist
nach (53)

B+ =8+ G0 = nt4u?
und

)I: £+ Nl,“l] -+ J.\I: = 1\[‘_ E,; -+ 1\’[1‘ N+ 1\1; Cn “+u (NL o -+ NIQ O + N[; d.f;_)
= Mn*u—+u Mo+ M, o, + M o),

daher, wenn #? aus den beiden letzten Gleichungen eliminirt
und 2 aus der drittletzten Gleichung eingesetzt wird,

Meé+Mon+MeC = (Eae+non+Lo) [M(EP+12+(%) —
—M(& O+ 10+ ¢ O';)g—i-x\’[g OLC—I-l\I-n Doy )I; 'J:] (59)

Diese Gleichung, in welche fiir M: M, M. die Werthe aus (54)
oder (55) einzusetzen sind, ist in Bezug auf £n{ eine algebraische
Gleichung dritten Grades, welcher auch die Werthe —§, —u, —¢

und izlzi Gentige leisten. Es ist sonach der geo-
i Doy gz

metrische Ort der Hauptpunkte sammtlicher zuein-

ander parallelen Axeneine algebraische Mittelpunkts-

flache dritter Ordnung, welche die zu diesen Axen parallele

Schweraxe enthdlt, deren Mittelpunkt ferner der Schwerpunkt

und deren Gleichung (59) ist.
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Wahlt man nunmehr der Einfachheit halber die zu diesen
Axen parallele Schweraxe s zur {-Axe und die Richtung des
auf diese Axe bezogenen, durch (58) bestimmbaren Deviations-
momentes Ds = D: nunmehr zur £-Axe, und bezeichnet man

!
Ds . . N
den Radius \/T} dieses Deviationsmomentes D durch 3, so

ist in (39) oz = o, = M, =0, 2 = 1 und M; = D; = M?3? zu
setzen, daher ist der Gleichung (59) zufolge fiir den gesuchten
geometrischen Ort der Hauptpunkte

JE ) = 3% (80)

Bei Zugrundelegung eines Polarcoordinatensystems, dessen
Pol der Schwerpunkt ist und fiir welches § = p cos¢ cos ¥,
1= pcosgsind, { =psiny ist, zerféllt die Gleichung (60) in
p =290, cosp =0 und

R cos cos
pr=12%— —= 2Y?

singcosg  ~ . sin 2¢ 61

Der Gleichung (60) gemdss sind die Schnitte der Flache

parallel zur &n-Ebene im Abstande { — also senkrecht zu den
. L
parallelen Axen a — Kreise, deren Durchmesser 3 sind und

deren Mittelpunkte die Coordinaten
=53 =0 ¢(=¢ (62)

haben. Die Kreismittelpunkte liegen sonach in der (§-Ebene,
d. i. in der Ebene des auf die Schweraxe s bezogenen Devia-

tionsmomentes Ds,- und zwar den Gleichungen (62) zufolge in
. . . 3% .
der gleichseitigen Hyperbel §,{, = -, deren Asymptoten die

Axen & und ¢ sind. Sammtliche Kreise beriihren ferner die Axe ¢,

Die ‘Schnitte der Flache (60) mit irgend einer durch die
Schweraxe ¢ gelegten Ebene sind, abgesehen von der Axe ¢,
ebenfalls gleichseitige Hyperbeln, deren gemeinsame Asymptote
die {-Axe ist und die schon frither betrachtet worden sind. Ist &
das Azimut einer Schnittebene, welche die &)-Ebene in der
Axe ¢ durchschneidet, so nimmt nach (60) die Gleichung der
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diesem Azimut entsprechenden hyperbolischen Schnittlinie, da
= /&2 =p cos ¢ und & = p cos ¢ cos % = & cos ¥ ist,
die Form & —=193%*cosd an, so dass, wie dies schon friiher
bemerkt wurde, diese Hyperbel in der n{-Ebene, (d. i. fiir

= & %) mit den Axen £ und ¢ zusammenfallt, welche beide

Axen in der Flache (60) gelegen sind. Bloss die in der ¢&-Ebene
gelegenen Axen sind nach Fritherem Tragheitshauptaxen fiir
ihre in der Hyperbel & — 3% gelegenen Punkte. Fiir den
besonderen Fall, dass die Axe { eine Hauptcentralaxe ist, ist
D=0, also auch 3 =0, daher reducirt sich dann die Flache (60)
auf die &q-Ebene und die (-Axe; die Ebene des Deviations-
momentes D wird dann unbestimmt, und alle Axen a sind
Triagheitshauptaxen fiir den in der &g-Ebene gelegenen Fuss-
punkt derselben.

Wiéhrend wir uns bisher mit der Aufgabe beschiftigt haben,
fiir die verschiedenen parallelen Axen die Lage der zugehorigen
Hauptpunkte zu bestimmen, soll nunmehr die Aufgabe behandelt
werden, fiir einen gegebenen Punkt O des Punktsystems den
geometrischen Ort aller in diesem Punkte O sich schneidenden
Axen zu bestimmen, deren zugehoriger Hauptpunkt O ist.

Um die Gleichung dieser Kegelflache zu ermitteln, deren
Mittelpunkt O ist, wollen wir die Richtung der von diesem
Punkte O nach dem Schwerpunkte S des Systems gefiihrten
Geraden zur positiven Richtung der z-Axe eines orthogonalen
Axensystems xyz wihlen und O zum Anfangspunkte desselben.

Es seien nun a,a,2. die Richtungscosinus irgend einer
Erzeugenden a der gesuchten Kegelfliche in Bezug auf die
Axen zyz und der Punkt M, dessen Coordinaten xyz sind und der
von O die Entfernung R = \/#*+ 37+2% hat, sei irgend ein
Punkt dieser Erzeugenden. Dann ist

Gy Ay 1
z

= — — 33
x 3 =+ R (63)

Da der Punkt O der Axe a als Hauptpunkt dieser Axe
durch die Eigenschaft charakterisirt ist, dass das Deviations-
moment DO fiir diesen Punkt O zu der durch die Axe a
gelegten Schwerebene, sonach auch zur z-Axe normal gerichtet
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ist, so ist in den Gleichungen (23) 3. = O zu setzen, und es ist
somit die z-Componente des Massenmomentes M(?) gleich der
s-Componente des Tragheitsmomentes J,, also M(9).p., = J,0..
Substituirt man die Werthe aus (10) und (7) unter Beachtung
der Werthe (9), so findet man

1y o+ gy Oy = Qigg O = (@)1 95+ gy g+ Agy 0+ 2 A oy 0+
205 00, +2a,0.0,) .0, (64)
oder nach (63)
’ N 2 2
(P 10 (A3 ¥+ gy Y+ A332) —2(A) X° 4+ Qyy Y2+ g Y2 4-
+azzx+2a,xy) =0. (63)

Dies ist die Gleichung der gesuchten Kegelfliche, die sich
iibrigens auch leicht aus der Gleichung (49) deduciren ldsst.
Es ist dies eine Kegelflache dritter Ordnung, deren Gleichung
fiir ¥ = ¥ = O verificirt wird, welche Fldche sonach die z-Axe
zur Erzeugenden hat, was schon daraus erhellt, dass ein jeder
Punkt einer Schwerpunktsaxe als ein Hauptpunkt dieser Axe
angesehen werden kann.

Fiir ein mit dem Axensystem xyz gleichgerichtetes Axen-
system §7¢, dessen Anfangspunkt der Schwerpunkt S ist, ergibt
sich die Gleichung der Kegelfliche (65), wenn man ¥ =¢§, y =1,
2 = {+z,, ferner den Gleichungen (31) zufolge, in welchen
vy = ys = 0 zu setzen ist, a,, = o, +M.2%, a,, = 0,, +NM.2%,
(g3 == Olg, (yg = 0,3, Ay, =0y, Und gy, =2, in die Gleichung (65)
einsetzt, wo a,,0,,... die durch (29) bestimmten Werthe bedeuten.

Legt man, umdie Leitlinie derKegelflache (65) zu bestimmen,
senkrecht zur 2-Axe eine Ebene, etwa durch den Schwerpunkt S,
so dass in den folgenden Gleichungen z constant, etwa z = z;
ist, so ersieht man aus der Form der Gleichung (65), in welcher
alle jene Glieder, welche beziiglich der Coordinaten x und y
vom dritten Grade sind, in dem Producte (#*+ y*) (a2 +a,, »)
zusammenzufassen sind, dass diese zur z-Axe senkrechte ebene
Leitlinie eine circulare Curve dritter Ordnung ist, welche'

1 Siehe E. Czuber, »Die Curven dritter und vierter Ordnung, welche
durch die unendlich fernen Kreispunkte gehen«. Zeitschrift fiir Mathem. und
Physik, XXXII, S. 257—286. — Eckardt, »Uber die Curven dritter Ordnung,
welche durch die zwei imagindren unendlich entfernten Kreispunkte gehen«.
Zeitschrift fiir Mathem. und Physik, XIV, S. 368.
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»vermoge des Umstandes, dass sie durch die unendlich fernen
Kreispunkte geht, unter den Linien gleicher Ordnung eine
dhnliche Stellung einnimmt wie der Kreis unter den Kegel-
schnitten«. Diese Curve hat im Allgemeinen eine Asymptote,
der eine wichtige Rolle zukommt. In der Gleichung y = Ax+ B
dieser Asymptote ldsst sich der Coéfficient 4 dadurch bestimmen,
dass man den zweiten Factor a,,¥-+a,; y des obigen Productes
nach der Substitution von y = Ax annullirt, wodurch man

a . .
A:—;‘§ erhilt, wihrend B gefunden wird, indem man
23
a . . . - .
y=Ax+B = —a—‘g'-x-i—B in die Gleichung (63) substituirt
23

und den Coéfficienten von 2% gleich Null setzt, wonach die
Asymptote, wenn kiirzehalber
2 2
Oy gyt Ay Q3205430
- 2 2
Goyt+aiy

1
ist, die Gleichung hat:
Aya 3+ a0 = (3—ay,) . 2.

Fuhrt man Polarcoordinaten ein, fiir welche

x=wcosd y=rsind, R*=srPyz* (66)
ist und bei welchen der Einfachheit halber der Polarwinkel

. T T .
nur innerhalb der Grenzen — 5 und —+ o daher der Radius
vector » sowohl positiv, als auch negativ in Rechnung gezogen
ist, so zerfallt durch Einsetzung von (66) in (63) die Gleichung
dieser ebenen Leitlinie in zwei Gleichungen, namlich in die
Gleichung =0, welche der z-Axe entspricht, und in die zweite

Gleichung

2 in? D) in < _
P11 COS Y+4a,, sin*$+2a,, sin ¥ cos ¥—a,,
~ . Q e
@3 COS ¥+a,g sin

2_

~2:O

7

Massgebend ist in dieser Gleichung der Coéfficient von 7.

Wird nun durch 27 jener Winkel bezeichnet, dessen
Cotangente der Hilfte dieses Coéfficienten von 7z in (67)
gleichkommt, so nimmt diese Gleichung die Form an:

12427z, cot 27—=% = 0, (63)
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welche identisch ist mit
(r—z.tgy)(r+z.coty) = 0. (69)

Die Leitlinie der Kegelflache (65), sonach auch diese Kegel-
flache selbst, besteht zufolge (69) aus zwei Theilen, I und II,
deren Gleichungen 7, =z tang 7 und », = —=z.cot 1 sind. Be-
merkenswerth ist der Umstand, dass fiir denselben Werth des
Polarwinkels @, wie dies schon die Gleichung (67) lehrt, das
Product der zugehorigen Radien vectoren 7,7, — —=#* ist. Sind
demnach M, und M, jene Punkte, in welchen eine beliebige, durch
den Schwerpunkt S senkrecht zu OS gelegte Gerade die
Flache (65) — abgesehen von dem in dieser Flache stets
gelegenen Schwerpunkte — durchschneidet, so sind M, und
M, auf entgegengesetzten Seiten des Schwerpunktes gelegen,
und es ist OS die mittlere geometrische Proportionale zwischen
M, S und SM,, woraus gefolgert werden muss, dass je zwei in
derselben Schwerebene gelegenen Erzeugenden OM, und OM,
der Kegelfliche (65) aufeinander senkrecht stehen. Diese beiden
Leitstrahlen SM, und SM, sind zudem dann einander gleich,
namlich gleich z, mit anderen Worten: es sind beide Erzeugende
OM, und OM, dann unter demselben Winkel von 45° gegen
die z-Axe, d. i. gegen die Schweraxe OS geneigt, wenn die
Gleichung (67) eine reine quadratische Gleichung ist, also
der Zahler des Coéfficienten von rz verschwindet, was fiir
einen reellen Werth von 4 nur dann der Fall ist, wenn
a'f?_—(an—azz)(a%—a“) = p® positiv ist, und zwar sind die
beiden zugehdrigen Werthe des Polarwinkels <, und 4, bestimmt

2
durch tg &, = Gt yhg tg ¥, = APt
33—y 33—y

Da das Deviationsmoment D{? sowohl zur Axe a, als auch
zur z-Axe normal gerichtet ist, so ist dessen Richtung parallel
zur xy-Ebene und senkrecht zum Radius vector #, also der
Richtungswinkel von D in Bezug auf die ¥-Axe entweder

T T . . e
1‘}+7 oder {}——9— Wird D im ersten Falle positiv, im

Z

zweiten Falle dagegen negativ in Rechnung gezogen, was im
Folgenden vorausgesetzt werden soll, so sind —sin ¥, cos &, O
die Richtungscosinus von D{?. Da nun das Massenmoment /()
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die geometrische Summe aus dem Tragheitsmomente J, und
aus D9 ist, so ergeben sich durch Projection auf die Coordi-
natenaxen den Werthen (10) zufolge die Gleichungen:

J— _ DMWY i 8
@y Pt Qg Ty % = Sy oy — DO sin Y

— 0 .
Ayt g Oy gy 2. = Sy 2y 4+ DO cos (70)
A 3%t Qpgtly+ Qg — J 4. 0

Der Vereinfachung halber werde nunmehr die bisher
unbestimmt gelassene Richtung der x-Axe {iibereinstimmend
gewidhlt mit der Richtung des auf die z-Axe bezogenen Devia-
tionsmomentes D:(O) :Df), so dass von den beiden Com-
ponenten a4, und a,, dieses Deviationsmomentes D, die letztere
verschwindet, also ag, =g, =0 und a3, =2, = DO =DE>0
ist. Es ist dann die yz-Ebene — der Gleichung des Tréiéheits-
ellipsoids zufolge — die Ebene jenes elliptischen Schnittes
dieses Ellipsoids, flir welche die z-Axe mit einer Axe dieses
elliptischen Schnittes gleichgerichtet ist, so dass die y-Axe die
Richtung der zweiten Ellipsenaxe hat. Fiir diesen Fall ist den
Gleichungen (67) und (68) zufolge

cot 27 =

_ 1(a;—ay) cosPY+-(a,,—ag,) sin*¥+2a,, sind cos 71
2 a5 cos &

und die Gleichung (65) nimmt die Form an:
(P4 9% (@2 + gy 2) —2(a) ¥+ @yy Y*+ A 28+ 20, 59) = 0. (72)

Da diese Gleichung fiir ¥ =z = 0 verificirt wird, so ist
die y-Axe, d.i. die Axe des auf die z-Axe bezogenen Devia-
tionsmomentes D. in der Flache (65) gelegen; es ist sonach O
ein Hauptpunkt der y-Axe, was librigens schon daraus hervor-
geht, dass von den zu den Axen x und z parallelen Componenten
a,, und a,; des auf die y-Axe bezogenen, dem Punkte O ent-
sprechenden Deviationsmomentes D(? die letztere Componente
verschwindet, sonach das zur #-Axe parallele Deviationsmoment
D)(P) zur yz-Ebene, d. i. zu der durch den Punkt O gelegten
Schwerebene normal ist, welcher Umstand fiir einen Hauptpunkt
charakteristisch ist. Es bilden daher die in der Flidche (65)
gelegenen drei Axen, ndmlich die y-Axe und die in der zx-Ebene
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gelegenen Erzeugenden dieser Kegelfldche ein’ orthogonales
Axensystem.

Waihlt man, wie schon erwahnt wurde, der Wahl des
Doppelzeichens des Radius vectors » entsprechend, den Polar-

. ™ T
winkel & nur zwischen den Grenzen — '? und + '7 und den
der Gleichung (71) entsprechenden Hilfswinkel 2y zwischen
T . e
den Grenzen O und =, also O0<<y<<+ ‘7, S0 ist, da # positiv ist,

in dem Theile I der Leitlinie (69) #, == z.tg v stets positiv, und
zwar bedeutet 7 dieser Gleichung zufolge den Winkel, den die
nach dem Endpunkte M, dieses positiven Radius 7, = SM,
gerichtete Erzeugende OM, der Kegelfliche (65) mit der Rich-
tung OS der z-Axe einschliesst, so dass in (64) fiir den Theil I
der Kegelfliche o, = cos 7 ist. Flir den Theil II der Leitlinie ist
r, — —=z cot y stets negativ, und es ist nach Friherem der
Winkel SOM, complementir zum Winkel v, also o, = sin 7.

a) Ist nun a,,=a,, und a,; = D, von Null verschieden,
so besteht diese Leitlinie aus zwei von einander vollstindig
getrennten Theilen [ und II, und zwar n#hert sich, wofern
a,,>a,, ist (siehe Fig. 1), der auf der positiven Seite der
yz-Ebene gelegene Theil I, dessen Gleichung », = z.tang 7 ist,
zufolge der Gleichung (72), beziehungsweise (71) beiderseits
einer zur y-Axe parallelen Asymptote, deren Entfernung vom
Schwerpunkte @:9%%34 ist, welche Asymptote iiber-

13

dies die Curve in einem Punkte ) schneidet, fiir welchen
1 (g —a35) (a53—a11) —2
2 A3
unendliche Theil I drei Wendepunkte (ist a,, = 0, also die
y-Axe eine Tragheitshauptaxe fiir O, so riickt ein Wendepunkt
in unendliche Entfernung, so dass die Asymptote zur Inflexions-
asymptote wird; ist a,;, = 0 und a}, = (@,,—a,,) (@,,—a,,), SO
dass das Trigheitsellipsoid des Punktes O ein Rotations-
ellipsoid wird, so geht die Curve I in ihre Asymptote iiber).

Der auf der entgegengesetzten Seite der y-Axe gelegene
Theil II, dessen Gleichung », = —=z cot ¥ ist, bildet eine in sich
geschlossene Ovallinie, in welcher der Schwerpunkt S gelegen

Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl.; CII. Bd., Abth. II. a. 40

2
y= 13 2 ist, zudem enthdlt dieser
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ist und welche im Schwerpunkte S von der yz-Ebene tangirt
wird. (Ist @, = O und &%, = (@,,—as,) (@y,—a,,), so wird aus
der Ovalen II ein Kreis)) Ist a,,<a,,, so gilt das von der
Curve I Gesagte flir die Curve II und umgekehrt.

Fig. 1.

b) Ist a,, = a,,, also die yz-Ebene eine Kreisschnittsebene
des Trégheitsellipsoids, und ist zudem ;4 von Null verschieden,
so lautet die Gleichung (72)

xla, (4 32—+ (ag—a,,)zxr—2a, 3] = 0.
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Die Theile der Flache (65) sind sonach in diesem Falle
die yz-Ebene selbst, fir welche ¥ = 0 ist, und eine elliptische
[{egelﬂ‘ache, deren im Schwerpunkte S zur z-Axe senkrechter
Querschnitt ein Kreis ist, innerhalb dessen der Schwerpunkt
liegt. Ist zudem a,, = 0, also die y-Axe eine Trédgheitshaupt-
axe, so liegt die Axe dieser Kegelfliche in der zx-Ebene; ist
dagegen a,; = @,, = dg3, SO ist diese AxXe in der yz-Ebene
gelegen. Ist sowohl a;, =0, als auch a;; = a,, = ag;, so ist
diese Kegelflache eine senkrechte Kreiskegelfldche, deren Axe
die =-Axe ist und deren Offnungswinkel ein rechter Winkel ist.

¢) Ist a;, = D, =0, also die z-Axe eine Hauptaxe fiir den
Punkt O, sonach auch fiir den in der z-Axe gelegenen Schwer-
punkt, kurz eine Hauptcentralaxe, so lassen sich die beiden
anderen Axen x und y so wdhlen, dass sie mit den beiden
anderen Hauptaxen des Punktes O Ubereinstimmen, dass also
auch a,, = 0 ist. Die Gleichung (65) hat dann die Form

2. [(Agg—ay) %+ (a33—a,,) ¥*] = O.

Die Theile dieser Flache sind demnach in diesem Falle die
zur Schweraxe z senkrechte xy-Ebene und, wofern a,, = a,,=a,,
ist, zwei durch diese Axe z gelegte Ebenen, deren Neigungs-
winkel durch die zx- und yz-Ebene halbirt wird, und deren
Gleichungen y = x. \/Z——”___Z% und y = —x \/aa—“:zﬁ sind.

337 a2 337 %22

Fir a,, = a,y=a,,, d. h. fir den Fall, dass das Tragheits-
ellipsoid des Punktes O ein Rotationsellipsoid ist, dessen
Rotationsaxe die y-Axe ist, reduciren sie sich auf die zx-Ebene
und fiir a,, = a,,=a,, auf die yz-Ebene. Ista,, — %zg’ SO
halbiren diese Ebenen die entsprechenden Coordinatenwinkel
und stehen zueinander senkrecht. Ist a,, = a,, = a,,, so ist O
der Hauptpunkt fiir simmtliche durch O gelegte Axen. Liegt a,,
nicht zwischen a,, und a,,, so reducirt sich die Fldche (65) auf
die #y-Ebene.

Besonders wichtig unter allen Erzeugenden der Kegel-
fliche (65) sind die drei Tragheitshauptaxen OA,, OA, und OA,
des Punktes O, fiir welche O gleichfalls ein Hauptpunkt ist.
Da flir diese drei zueinander senkrechten Axen a,a,a, das

40%



610 JUFinger,

Deviationsmoment verschwindet, so ist das auf diese Axen
bezogene Massenmoment, dessen Componenten durch (10)
gegeben sind, mit der betreffenden Trégheitshauptaxe gleich-
gerichtet, sonach besteht, wenn o,2,2. die Richtungscosinus
der letzteren Axe sind, die bekannte Beziehung

Ay Pty Yy aAgy0s  Qypyt gty + g0y
oy oy
— Y% gyt a3 (73)

o

Setzt man in dieser Doppelgleichung flr a,a,a, die Werthe
aus (63) ein, so ergibt sich, dass die Hauptaxen O4,, O4,, OA4,
folgenden Gleichungen gentigen milssen:

A (PP —27) (), —ag) ¥y + (A3 y—aps ¥) 2 = 0 2
Ay Z2—*) +(Ayy—ag3) Y2+ (Ayy 2—ag ) x =0 )+

(74)
g (*—2t)+(agy—a)2v+(az, v—a, 2)y =0 5

Jede dieser drei Gleichungen lésst sich aus den beiden
anderen deduciren. Es sind dies die Gleichungen dreier Kegel-
flaichen zweiter Ordnung, deren gemeinsamen Durchdringungs-
linien die drei Hauptaxen sind und deren Wurzeln offenbar
auch der Gleichung (65) geniigen miissen, zumal da (64) auch
aus (73) deducirbar ist. Um die charakteristische Eigenschaft
der Lage dieser Hauptaxen a,, a, und a4 in der Kegelflache (65)
zu ermitteln, wollen wir an diese Fliache durch die Erzeugende @
dieser Flache eine Berlihrungsebene legen. Sind vv,v, die
Richtungscosinus der Normalen # dieser Ebene und bedeutet F
die Function der linken Seite der Gleichung (85), so ist den
Gleichungen (70) und (63), beziehungsweise (66) zufolge

OF
B—i’ = R¥[a;3+2 D) 0. sin ¥]

% = R*[a,;—2 D9 .0 cos¥]

oF Ayl Ay ally
o = R*[ag—J ) = —R?. 218 vw 2%

— _pe 7(a, cos ¥ +4a,, sin &)
Jo— ?

P

<
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demnach

Vi . vy v (75)
Gy +2 DO 0z sind ™ @y —2D0) .0, cosd T ag—J, )

Fiir die Durchschnittslinie # dieser Bertihrungsebene mit
der xy-Ebene, beziehungsweise flir die mit ¢ gleichgerichtete
Tangente der zur xy-Ebene parallelen Leitlinie der Kegel-
fliche (65) im Punkte (xy%2) ist, da cos (2, £) =0 und v, cos (x, £) +
+v, sin (x, £) = O ist,
vy 3 +2DO. o, sind

Vx _ . (76)
vy 2D .a_ cosd—a,,

tang (%, f) = —

Wahlt man demnach, wie frither, als Richtung der x-Axe
die Richtung des auf die Schwerpunktaxe OS bezogenen
Deviationsmomentes, so dass a,, — O ist, so ersicht man aus
der letzten Gleichung, dass, wenn man von den Werthen
cos ¥ = 0 und 2, = 0, d. i. von der im Schwerpunkte S an die
Leitlinie (69) gefiihrten Tangente #, und von der Asymptote
derselben absieht, die Tangente an die Leitlinie sicher dann
und nur dann zur Richtung des auf die Schwerpunktsaxe OS
bezogenen Deviationsmomentes a,; senkrecht, also zur y-Axe
parallel ist, wenn D@ =0 ist, d. h. wenn die zu diesen
Bertihrungspunkten von O aus gefiihrten Erzeugenden der
Kegelflache (65) die Tragheitshauptaxen des Punktes O sind.
Es gibt sonach — abgesehen von der mit der y-Axe gleich-
gerichteten Tangente #, fir den Schwerpunkt S — nur drej
Punkte 4,4, A, der Curve (69), fiir welche die Tangenten #,7,1,
zur Asymptote dieser Curve parallel sind und diese drei
charakteristischen Punkte A A4, A, bestimmen die Lagen der
drei Hauptaxen OA,, OA4, und OA,. Zwei von diesen Punkten
A, urd A, liegen, wofern a,,=a,; und a;,=0 ist, in dem
unendlichen Theile der Curve, wihrend der dritte Punkt 4, in
dem zweiten geschlossenen ovalen Theile dieser Curve gelegen
ist (siehe Fig. 1). Sind B, B, B; die dritten Punkte, in welchen
die Geraden A4,S, 4,S, A4,S die Leitlinie durchschneiden, so ist
AB 1L A,A,, A,B, | A, A, AyB, L A A,, denn, da die Haupt-
axe OA, auf der Ebene der beiden anderen Hauptaxen OA4, und
OA, senkrecht steht, so ist 4,4, 1 O4,, aber auch 4, 4, 1 OS
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also 4,4, senkrecht zur Ebene des Dreiecks OA4,B, u. s. w.
Es ist sonach der Schwerpunkt S der Durchschnittspunkt der
Hohenlothe des Fundamentaldreiecks A, 4,A4;, welches die
Basis jenes Fundamentaltetraéders bildet, dessen zueinander
senkrechte Seitenkanten OA4,, O4, und OA, in unserem Falle
von den Tragheitshauptaxen des Punktes O gebildet werden.!

Wihrend die den Axen OA,, OA4,, OA, entsprechenden
Deviationsmomente verschwinden, sind die den Hohen OB,,
OB,, OB, der drei Seitenflichen unseres Fundamentaltetraéders
zugehorigen Deviationsmomente, da ihre Richtungen zu den
entsprechenden Schwerpunktsebenen normal sind, mit den
Seiten A4,4,, A;A,, A4, des Fundamentaldreiecks gleich-
gerichtet.

Fiir die Normale 7 irgend einer der drei durch die y-Axe
gelegten Ebenen, welche die Kegelflache (65) in einer der drej
Tragheitshauptaxen O4,, OA4,, OA, tangiren, ist zufolge (75),
da a,, =0, D!O =0, v, = cos (¥1) =sin (1), v, =0, v, = cos (zn)

. a . D .

ist, tg (zm) = —13—. und da die x-Axe die Richtung des auf
aga”—Ja

die z-Axe bezogenen Deviationsmomentes D{9) = a,, hat, so

ist a5 positiv. Ist sonach der Fig. | entsprechend a,,>a,,, so
ist, da flir den in der Ovalen II gelegenen Punkt A4, offenbar
tg (1) >0 ist, ag3>J,,, dagegen ist fir die in dem unendlichen
Theile I der Leitlinie gelegenen Punkte 4, und A,, wenn 4,
jenen der beiden Punkte bedeutet, dessen Tangente £, dem
Schwerpunkte S néher liegt, tg (z7) <0 und ag3<<J,,<J,,. Es
ist sonach von den drei Haupttrigheitsmomenten J,,, Ju, und Ja,
das der Axe OA4, entsprechende ein Maximum und dasjenige
fiir die Axe OA,; ein Minimum. OA, hat somit die Richtung
der kleinsten, OA; jene der grossten Halbaxe des Cauchy-
Poinsot’schen Tragheitsellipsoids. Das Umgekehrte findet
statt, wenn a,,<<a,, ist, in welchem Falle man sich etwa die
Fig. 1 um die 3-Axe unter Beibehaltung der Richtungen der

1 Es ist dies im Besonderen jenes Fundamentaltetraéder, welches in der
allgemeinen Theorie der bicircularen Curven vierter Ordnung und der circularen
Curven dritter Ordnung von massgebender Bedeutung ist. — Siehe E. Czuber,
»Die Curven dritter und vierter Ordnung, welche durch die unendlich fernen
Kreispunkte gehen«. Zeitschrift fiir Mathem. und Physik, XXXII.
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Coordinatenaxen um 180° herumgedreht zu denken hat. (Ist
= 0, so riicken die Punkte D und 4, in unendliche Ent-
fernung.) Ist dagegen a,, = 4,3, also die Leitlinie der Kegel-
fliche (65)' ein Kreis, dessen Mittelpunkt C die Coordinaten

a,,—a: a .
y — A3 5 und y,=—2z hat und dessen Radius p =
! 2ay, a3

— \/22+x%+ % der Entfernung des Kreismittelpunktes C vom
Punkte O gleich ist, so sind die Punkte 4, und A, die End-
punkte des zur z-Axe parallelen Durchmessers, welcher die zur
p-Axe parallele Schwerpunktsaxe im Punkte B, schneidet. Ver-
bindet man die Punkte 4, und 4, mit dem Schwerpunkte und
verlangert diese Gerade 4,S und A4, S, bis sie die Kreisperipherie
in B,, beziehungsweise B, schneiden, so kann man den Punkt 4,
dadurch erhalten, dass man die Geraden 4,5, und 4,B, bis
zu ihrem Durchschnittspunkte A4, verlangert, welcher auch ein
Punkt der Geraden B,S ist. Die Coordinaten der drei Eckpunkte
des Fundamentaldreiecks 4,4, 4, sind

a,—a a—a
xl :_11i33z+p’ ’1:2 :_'i:_(j’ ;‘gs:O
2a 2a
13 13
a 7
— . — t12 _ 13 .
n=pm= sy =—e
13 12

Wihrend nun bisher die Lage jener durch den Punkt O
gelegten Axen in der Kegelflache (65) untersucht wurde, welche
fur den Punkt O selbst Trédgheitshauptaxen sind, moge jetzt der
geometrische Ort jener durch O gelegte Axen a bestimmt werden,
die Qiberhaupt fiir irgend einen ihrer Punkte Tragheits-
hauptaxen sind. Diese Axen miissen zufolge fritherer Erorte-
rungen in der Ebene des auf die parallele Schwerpunktsaxe
bezogenen Deviationsmomentes gelegen sein. Eine fernere
charakteristische Eigenschaft dieser Axen liegt nach Fritherem
in dem Umstande, dass die Ebene des Deviationsmomentes fiir
irgend einen ihrer Punkte, also auch fiir den Punkt O den
Schwerpunkt S, sonach auch die Axe OS, d.i. die z-Axe ent-
halten muss. Da sonach, wenn man die in (43) und (44) an-
gewendeten Zeichen beibehalt, in der Gleichung 4. .sin (e, M9)=
= oy — oy, der Richtungscosinus 4. der Axe A des Devia-
tionsmomentes Dflo) verschwinden muss, so besteht fiir die
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gesuchten Tragheitshauptaxen die charakteristische Beziehung

Pr B der
2 o oder zufolge (10)

A0+ Ay Oy 30 G0t Qypty+0dg,0,
oL o,

(77)

Ersetzt man a,ay0. durch die proportionalen Coordinaten
xyz, so gelangt man zu der ersten der drei Gleichungen (74),
namlich zu der Gleichung der Kegelfliche zweiter Ordnung

Ay (PP —27) (A —y) ¥+ (@13 y—8y3%) .2 = 0. (78)

Diese Kegelfliche ist sonach der geometrische Ort aller
jener durch den Anfangspunkt O gelegten Axen, die fiir irgend
einen ihrer Punkte Tridgheitshauptaxen sind.

Da fiir ein mit dem Axensystem xyz gleichgerichtetes
Schwerpunktsaxensystem &0, wie frither, o, = a,,—Mz?
Oy = @py—DMZ5, 035 = gy, 04y == Gy, g3 — o3 UNd @yy =
ferner x = §, ¥y = 1, z = {42 ist, so kann die Gleichung der
Kegelflache (78) auch in der Form

Oy (NP—E%) 4 (01— 0y E1) + (237053 8) ((+25) = 0 (79)

aufgestellt werden.

Um schliesslich in aller Kiirze den geometrischen Ort der
Hauptpunkte sémmtlicher Axen a zu bestimmen, die sich in
einem gegebenen Punkte O, dessen Coordinaten in Bezug auf
irgend ein orthogonales Schwerpunktsaxensystem &1, ¢, seien,
schneiden, empfiehlt es sich, von der die Hauptpunkte charak-
terisirenden Gleichung (59) auszugehen. Bedeuten xyz die
Coordinaten eines Hauptpunktes jener von O ausgehenden
Axe, deren Richtungscosinus oz = oy, 0, = 0, oz = o, sind, in
Bezug auf ein mit dem Schwerpunktsaxensystem consentirendes
Axensystem, dessen Anfangspunkt O ist, und bezeichnet R die
gesuchte Entfernung dieses Hauptpunktes vom Punkte O, so ist
in (59) zu setzen

& — &0"';‘/ _ £0+Rat
1= 1y+y = 1o-+Roty |- (80)
C = C0+z -_ C0+Rd‘z
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Sonach ist
24 'l]Z +0P—(Eop+noy+C o) = ("]“:_C%-)z"' (Cop—Eo)®+

-+ (Eo'-_v—"]ax) 2 = (7]0 a:_CO U.),) 2 -+ (CU U-x_so 57-;)2 —+
+(yo—"y %) = pE+pi+pt,

wofern durch p: p, p: die Differenzen

P =My — Co”—yz
Py = Gou—E %

P = &oy—"p%

@1

bezeichnet werden.

Substituirt man diese Werthe und jene aus (80) in die
Gleichung (59) und bestimmt hierauf den Radius vector R jener
Flache, die der geometrische Ort aller Hauptpunkte der Axen a
ist, so findet man, wenn kiirzehalber durch 7,7,/ jene Langen
bezeichnet werden, welche, wenn abermals M die Masse des
Systems bedeutet, durch die Gleichungen bestimmt sind:

M3 = M:§,+ M, 1, +M.(,
Iy = & ow + My + Gyoz (82)
M1% = Meo,+ Mo, + Mo,

als Polargleichung der gesuchten Flache flir den Punkt O als
Pol die Gleichung

13—1,12

=5+ 51, (83)
Pe+ pr+ P

Aus dieser Gleichung lasst sich fiir jede Lage des durch
die Coordinaten €,0, %, gegebenen Punktes O und fiir jede Axen-
richtung (a,o0,) bei Beriicksichtigung der Gleichungen (54),
beziehungsweise (55) und der Gleichungen (81) und (82) in ein-
facher Weise der Radius vector R bestimmen. Fiir die entgegen-
gesetzte Richtung (—o,, —2,, —a.) ergibt sich, wie aus (54),
(82) und (83) zu ersehen ist, bei demselben Punkte O der ent-
gegengesetzt gleiche Werth von R, so dass demgemiss die
gesuchte Fliache eine Mittelpunktsfliche ist, deren Mittelpunkt
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O ist. Setzt man in den oberen Gleichungen a, —
z
R
dieser Fldche in linearen orthogonalen Coordinaten, und zwar,
wie leicht zu ersehen ist, eine Gleichung vierten Grades.

Der geometrische Ort jener Hauptpunkte, fiir welche die
zugehorigen Axen Tragheitshauptaxen sind, ist jene Curve, in
welcher die Flache (83) von der Kegelfliche (78), beziehungs-
weise (79) geschnitten wird.

x ¥y
'R ) U.y = E y
und R = \/#*+4*+2% so erhilt man die Gleichung

g, —
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