Uber Tangentencongruenzen einer Flache

Emil Waelsch,

Privatdocent an der k. k. dentschen technischen Hochschule zu Prag.

1. Vorbemerkungen. Es seien die Coordinaten x, ¥, z
eines Flachenpunktes a abhangig von den Parametern #, v und
das Bogenelement sei dann

ds* = Edu*+ 2 Fdudv+ Gdv*.

Setzt man
9x 0%
5 =, T — %,,, etc.
und
Sx e = m, Dy ., —m', Zx,x., = m”
Sy xu =, Exux,, =1, Yx.x., ="
so sei, wenn noch
T* = EG—F*

gesetzt wird,

T*J, = Gm—Fn, T¥J| = Gmw'—Fu/, T4 = Gm"—Fu"
T%J, = En—Fm, T‘J’ En'—Fm!, T*J) = En'—Fm"

Die Differentialgleichung der geoddtischen Linien der
Flache lasst sich dann schreiben: '

Jydu* 420 dudv+J] dvt+dPu, du |

|\ Jydut 2T dudv TV dvP+d?, dv|

(1)

1 Siehe fiir diese Formel und die fritheren Knoblauch, Einleitung in die
allgemeine Theorie der krummen Flichen, S. 73, 78 und 140.
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Auf der Fliache liege nun eine Schaar S, von oo! Curven
vor, gegeben durch die Differentialgleichung:

Qdu—Pdv = 0. ()

Damit diese Curven sadmmtlich geodéitische Linien der
Fldche sind, muss nach Formel (1) die Gleichung bestehen:

7P 42J{PO+!Q*+ P.P+P, 0, P| _

b= Jy P2+ 2T PO+J}Q*+ Q, P+ 0,0, Q. ©
Setzt man
!JIP+JI’ O+ P, P! =1, JIP+J!Q+P,, P| @
[ JyP+J;0+ Qu, Q P+ 0+ Q,,0
so {ibergeht Gleichung (3) in
I'=Pk +0)=0. 3)

2. Brennpunkt einer Tangentencongruenz der
Flache. Die Tangenten ¢ der Curven der Schaar S, bilden eine
Strahlencongruenz. Sei f, diejenige dieser Tangenten, welche
die Fliche im Punkte a beriihrt. Dann ist a der eine Brenn-
punkt dieses Strahles £, der Congruenz, der andere Brennpunkt
sei a/ Es sind die Coordinaten dieses Punktes a4’ zu
bestimmen.

Die Coordinaten eines Nachbarpunktes des Punktes a auf
der Flache sind

r+x,du-+x,do, y+y,duty,dv, z--z,du—+z,dv.

Soll dieser Nachbarpunkt auf der Tangente Z, liegen, so
muss du:dv der Gleichung (2) geniligen. Die Coordinaten dieses
Nachbarpunktes sind demnach:

Q 0 0
r+du (v, + Z’; ), y+du(y,+ Igyv), 2+du (2, + ?z”);

daher sind die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Tan-
gente #,, wenn p. einen beliebigen Werth hat:

2+ u(Px,+0x), y+p(Ly.+0y.), z+pu(Pz,+ 0z). (6)
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Soll dieser Punkt der Brennpunkt a’ der Tangente £, sein,
so muss |t einen bestimmten Werth haben, und wir werden
zeigen, dass sich p durch die beiden obigen Grdssen
Ao A, in folgender Weise ausdriickt. Es ist

1 (PL+QM)\—(PM+ QN)),

v~ LP*+2MPQ+NQ*

)

wobei
Ldu?+2 Mdudv-+ Ndv? (7

die Differentialform der Inflexionstangente der Fldche ist.
3. Beweis. Um dies zu zeigen, sei

a=aé+y0+2{+1=0

die Gleichung des Punktes a. Differentiirt man diese nach u
und v, so erhdlt man die Gleichungen der unendlich-fernen
Punkte

b=x,E4+yn+2,=0)

. 8
c=x%84+y,n+2,0 =0 S ®

Es sind dies die unendlich-fernen Punkte der Tangenten
an die Linien v = const.,, # — const. der Fldche. Ein beliebiger
Punkt der Tangentialebene 7, des Punktes @ hat dann die

Gleichung
Aa+acb4-1c = 0.
und
a'=ha+Pb+Qc =0 (9)

ist die Gleichung eines Punktes der Tangente #,. Der Para-
meter A soll nun hier so bestimmt werden, dass dieser Punkt
der Brennpunlkt o’ der Tangente £, wird.
Die Tangente ¢, hat zu Coordinaten die Determinanten der
Matrix
|a, m],
wobei
m = Pb+ Qc (10)

der unendlich-ferne Punkt der Tangente £, ist.
Differentiirt man diese Coordinaten nach # respective v, so
erhilt man die Coordinaten zweier linearen Complexe

|om|+|am,|, |cm|+|am,|. (11)
Sitzb. d. mathem.-naturw. CL; CII Bd., Abth. II. a. 50
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Diese beiden linearen Complexe haben mit dem singuldren
linearen Complexe #, oo! Strahlen gemeinsam. Diese Strahlen
sind nun ! die Tangenten der Brennfldche der Strahlencongruenz
in den Brennpunkten @ und a’ des Strahles #,. Die Tangential-
ebene 7, der Brennfliche fiir den Punkt a’ entspricht daher
dem Brennpunkte &’ in den Complexen, deren Coordinaten
durch (11) gegeben sind.

Fiir zwei Punkte x, y, welche auf demselben Strahl dieser
Complexe liegen, hat man nach (11) die Gleichungen

(bmxy)+ (am,xy) = O,  (cmxy)+(am,xy) = O,

wobei () die Determinante der vier innenstehenden Punkte
bedeutet. Da nun die Ebene T, Nullebene des Punktes a’ fiir
beide Complexe ist, so ist ihre Gleichung

(bma'x)+(am,a’y) = 0 (12)
oder
(ema'x) +(am,a’y) = 0. (13)

Setzen wir hier aus (9) den Werth von 4’ ein, so folgt aus
Gleichung (12)

b, m, h\a+m, x)+ (am,mxy) =
= Mbmax)+(m,max) = No=+-m1,, max) = 0.

Diese Gleichung muss nun mit der Gleichung der Tangen-
tialebene 7,, welche sich aus (13) in analoger Weise ergibt,
ndmlich mit

(he+m,, max) = 0

identisch sein. Daher miussen die vier Punkte
Mo+m,, \e+m,, m, a

in einer Ebene liegen. Da aber die ersten drei dieser Punkte
im Unendlichen liegen, so muss hiezu ihre Determinante

(Wbo~4my, he+1m,,112) — O

1 Siehe: Zur Infinitesimalgeometrie der Strahlencondruenzen und Flichen.

Diese Sitzungsberichte, Bd. 100, S. 161.
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sein. Hieraus ergibt sich fur A die Gleichung
M (b 1)+ (e, cm) |+ (me,mym) = O,
Da aber m = Pb+ Qc ist, so folgt hieraus
—M P (bem) + Q(bemy)y+ (my,m,mi) = O. (14)

Wenn nun die Punkte » und ¢ [siehe Formel (8)] weiter
nach 7 und v differentiirt werden, so erhalt man in

c= xml&"‘)’unn’*'zuuc =0
f_:_ 1’,/0&+_j’1/u'q+zuvc =0
= xuu&"‘yvvn"*‘zvuc =0

die Gleichungen dieser Punkte ¢, f] g.
Dann ist
m, = P,b+ Q{,C+P6+Qf )

) (15)
my = Pyb+Quc+Pf+0Q0g

daher ist nach Formel (14)
—\(be, Pe+Q f) P+ (be, Pf+ Qg) Ol+ (mm,m,) = O.
Nun ist bekanntlich
(bece) = TL, (bef) = TM, (beg) = TN,

wobei L, M, N die Werthe in der Differentialform (7) sind, also
ergibt sich
A

=

(16)
wobei H = LP*+2MPQ+ NQ* ist.
Wir bestimmen nun noch den Werth der Determinante
A = (mm,m,).
Wenn der unendlich-ferne Punkt der Normale des Punktes a
die Gleichung
A=Xe+Y+Z{ =0

hat, wobei XYZ die Richtungscosinus der Normale bedeuten,
so ist!

Siehe Knoblauch, 1. ¢. S. 78.
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e= LA+J b+J,c
f=MA+J[b+J]c
g§= NA+J[b+J]c.

Setzt man diese Werthe in (15) ein und die gewonnenen
Werthe von 2, und m, in A, so erhdlt man A als Determinante
der drei Reihen

Pb+Qc,
(Pu4-PJ,+ QJ )b+ (Qu-+PJy+ QJ! o+ (P L+ OM) A
(P,4+PJ! 4+ QJ " b+(Q, + PJi+ QI c+(PM+ QN) A.

Naher ist

A = (bcA){P(Qu+ PJ,+ QJ! ) (PM+ ON)
—P(Qu+PJ;+ QJ))(P L+ QM)
+Q(Py4PJ!+QJ")(P L+ QM)
—Q(Pu+PJ+QJ ] )(PM+ ON)}.

Dies gibt aber, da (bcA) = T ist, und vermoge Formel (4)
A =T,—)\(PM+ON)+)\(PL+OM)}.
Nach Formel (16) ist daher der Schlusswerth von

A (PL+0M)),—(PM~+QN))\

N TH T LP*weMPOANQE a7

wobei A, A, die Werthe (4) haben. Daher gibt Formel (6) fiir
den Punkt a’:

d=a+ )L(Pb+Qc). (18)

4, Specielle Curvenschaaren S;. Ist in der letzten
Formel A — oo, so fillt der Brennpunkt &’ mit ¢ zusammen.
Die Tangente ¢, ist Inflexionstangente der Fldche im Punkte 4,
und in der That gibt der Nenner LP*+2MQ+NQ?* = 0 die

0 .
Werthe von %, welche den Inflexionstangenten entsprechen.

Ist A = 0O, so fillt &’ ins Unendliche. Es gibt dann einen
zu f, benachbarten Strahl #, der Congruenz, welcher £, im
unendlich-fernen Punkte a’ schneidet, weiters einen zu #
benachbarten Congruenzstrahl #;, welcher durch &’ geht u. s. f.
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Daher besteht dann die Tangentencongruenz aus den Erzeu-
genden von oo! Cylindern, welche der Fliche umschrieben
sind. Diese Cylinder sind der Flache langs der Curven einer
Schaar umschrieben, und die gegebene Schaar S, ist conjugirt
zu dieser Schaar. Der Zahler von ) gleich Null gesetzt, gibt also
die Bedingung dafiir, dass die Schaar S| eine conjugirte Schaar
hat, lings deren Curven der Fliche Cylinder umschrieben sind.

Eliminirt man aus Formel (17) und aus der Gleichung (d)

), oder X, so erhilt man:
) — Ay (PM+QN)T _ A N (PL+-QM)T
P PH 0 OH

=<

Sind daher die Curven der Schaar S, geoditische Linien
der Fliche, ist also I' = 0O, so ergibt sich

~

)\2

he = L. (19)

Die Tangentencongruenz dieser Curvenschaar ist dann eine
Normalencongruenz. Nach Formel (18) ist der zweite Brenn-
punkt o’ der Tangente £, gegeben durch

ad=a+ )L (Pb+-Qc). (20)

5. Anwendung fir Fldchen mit Liouville’'schem
Bogenelement. Es seien co! Schaaren S, auf der Fldache vor-
gelegt, P und Q der Gleichung (2) hidngen also von einem Para-
meter o. ab. Dann gibt jede der Curvenschaaren eine Curve,
welche durch @ geht, und diese hat eine Tangente £, mit einem
Brennpunkte a’/. Fiir alle oo! Curvenschaaren S, nimmt &’
oo! Lagen in der Tangentialebene T, an; dieser Punkt a’
beschreibt daher eine Curve U, deren Parameterdarstellung
durch den Parameter o dann in (18) vorliegt.

Wir setzen nun voraus, dass das Bogenelement der vor-
gelegten Fliache die Form hat

ds® = *(du*+dv?);

dann ist E= G = 2% und es ergibt sich aus Gleichung (4)
und (19) fiir eine Schaar S, geodéatischer Linien
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Ohy = 0, P—P, 0 — 22 (P*+ 07 @1)

und als Gleichung des Brennpunktes a’ nach (20)

1
g

S

ad=a+ — (Pb+Qc) = 0. (22)

Nun ist vermoge Formel (8)

b _xy,

e e

£+ =2+ 2,
S
X Y Eu . . . - .
worin %, =% 2 die Richtungscosinus der Tangente an die
=4 € =3

Curve v = const. sind. Der Punkt

b
a+x—

dieser Tangente hat dann von dem Punkte a den Abstand x.
Ebenso sind in

b c
a+x—+y—=0

x und y die Cartesischen Coordinaten eines Punktes der Tangen-
tialebene T, in dem System, welches die Tangenten der Curven
1= const, v = const. zu Axen hat. Daher sind nach Formel (22)

e P

0
P= V= 29

[¢]

die Coordinaten des Punktes a4’ in diesem System.

Hingen P und Q von einem Parameter o ab, so beschreibt
dieser Punkt die Curve %. Diese Curve U soll nun fiir die-
jenigen oo! Schaaren geoddtischer Linien bestimmt
werden, welche sich bei den Flachen ergeben, deren
Bogenelement die Liouville'sche Form hat.

Das Bogenelement habe also die Form

ds* = (U+ V) (du®+dv?),
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wo U eine Function von #, V eine Function von v allein ist.
Eine Schaar geodéatischer Linien ist gegeben durch die Gleichung

N V+adu—\/U—adv=0;

es ist demnach P =\/U—a,0 = \/V+a zu setzen, und es
ergibt sich aus Formel (21)

PO\, = — % (QU'+PV?)
und aus (23)

l P
e ] — 2 A — _ / g
rip:l=:zP ,PQ_—2—(U+—QI/’)

fiihrt man statt « den Parameter

/U—q_P
V4o O

—1

ein, so tibergehen diese Gleichungen in

r y 1=a? a —-i— " (U'+aV)(1+a?). (24)
Hierin ist a die Tangente des Winkels, welchen die geo-
datische Linie mit dem Parameter o mit der Linie # = const.
bildet.
Nun sind die geoditischen Kriimmungen der Linien 2 —=
= const., v = const., respective gleich

o1 3_3 g 1 9¢
(=g "7 2%’
so dass folgt:
ry 1=a* a (fa—r)(1+a?. (25)

Dies ist nun die Parameterdarstellung der Curve 9. Sie ist
eine Curve dritter Ordnung, welche durch die unendlich-fernen
imagindren Kreispunkte geht, und sie hat im Punkte a einen
Doppelpunkt, welcher die Tangenten an die Curven # — const.,
v = const. zu Tangenten hat. Diese Curve ist daher die all-
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gemeine Strophoide, welche sich ergibt, indem man auf
eine gleichseitige Hyperbel, welche den Mittelpunkt der Trans-
formation enthalt, eine Transformation mit reciproken Radien
ausfihrt. Thre Gleichung ist nach (25)

@*+y?) (Fr—m)—ry = 0. (26)
6. Specielle Falle. Fiir eine Fldche, die auf eine

Rotationsflache abwickelbar ist, ist V=0, also ¢/ = 0,
und die Strophoide zerfallt in die Gerade y = O und den Kreis

@*+9)7—y =0,

I . .
dessen Durchmesser —; ist; dieser Durchmesser ist demnach
7

gleich dem geodatischen Kriimmungsradius der Curve v = const.
Diese Curve wickelt sich in einen Parallelkreis der Rotations-
flache ab, der geodatische Kriimmungsmittelpunkt eines Punktes
dieses Parailelkreises liegt auf der Rotationsaxe. Daher wird der
Kreis % fiir einen Punkt der Rotationsflache die Rotationsaxe
schneiden; seine Ebene steht senkrecht zur Meridianebene.

Ist der Meridian der Rotationsflache die Tractrix der Axe,
so sind diese Kreise U alle gleich. Liegt nun eine Flache con-
stanter negativer Kriimmung vor, so ldsst sie sich auf diese
Rotationsflache, die Pseudosphare, abwickeln. Daher kann man
fiir die Flachen constanter negativer Kriimmung eine Gruppirung
der geodatischen Linien zu oo! Schaaren S, angeben, so dass
die entsprechenden Curven % gleiche Kreise werden. Es kénnen
oo ! solche Gruppirungen gefunden werden, da diese Flichen
ool-mal auf die Pseudosphire abwickelbar sind.

Ist in Formel (26) 1 =¥/, also U’ =V/, soist U/ = V' =
— const.,, demnach U = an+ 3, V= av+7. Dann lisst sich das
Bogenelement in der Form schreiben:

ds?* = (u+v)(du®+dv?);

und man hat die Lie'sche Flichenclasse, deren geoditische
Curven zwei conforme und eine nichtconforme infinitesimale

1 Dijesen Satz habe ich bereits in einer Note: Sur les surfaces a élément
de Liouville etc., Comptes rend., t. 116, p. 1435 mitgetheilt.
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Transformation gestatten.! Hier sind die Strophoiden die ge-
wohnlichen Strophoiden; ihre Gleichung ist

&*+yH) (E—y)—pry = O,

wobei p der Radius der geoditischen Kriimmung der Curven
4 — const.,, v = const. ist.

1 Sjehe Lie, Untersuchungen iiber geodéatische Linien, Math. Ann., Bd. 20,
S. 389.
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