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Ober eine Eigenschaft der Invarianten von 
Covarianten

Dr. Gustav Kohn,
P r iv a t  Jocent an der k. k. Un iversi tät in Wien.

(Vorge legt in der Sitzung am 15. Juni 1893.)

Im vierten Bande der Math. Annalen1 hat G o rd a n  die 

Discriminanten und Resultanten für einige Covarianten auf­

gestellt und sie haben sich durch gewisse Potenzen der Dis­

criminanten und Resultanten der Stammformen theilbar ergeben. 

Ich habe dann diese Erscheinung weiter ver fo lg t2 und bin zu 
allgemeinen Resultaten gelangt. Indessen war dieselbe damit 

noch nicht in ihrem vollen Umfang erkannt und auf ihre ein­

fachsten Gründe zurückgeführt, w ie aus der vorliegenden Note 

hervorgeht. Hier wird in einfachster W eise gezeigt, dass über­

haupt Invarianten (nicht bloss Discriminanten und Resultanten) 
von Covarianten in einer ausgedehnten Reihe von Fällen durch 

gewisse Potenzen der Discriminanten und Resultanten der 
Stammformen theilbar sind, und die Bestimmung der Potenz­

exponenten führt auf gewisse, bisher in die Theorie nicht ein­
geführte Gradzahlen von Invarianten und Seminvarianten, von 

welchen auch andere Eigenschaften dieser Gebilde abhängen 
dürften.

1. Es lässt sich fast unmittelbar ein Kriterium angeben, 
welches nicht nur die Theilbarkeit einer vorgelegten Invariante 
durch die Discriminante einer Stammform zu erkennen, sondern

Resultanten von Covarianten, S. 169.

Zur Theorie der associirten Formen, diese Berichte, Bd. C, S. 865. —  

Uber die Resultante einer Covariante und einer Grundform, ebenda, S. 1013.
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auch den Exponenten der höchsten Potenz dieser Discriminante 
zu bestimmen lehrt, welche in der Invariante aufgeht.

eine der Stammformen und J eine Invariante, welche durch die 

Discriminante von f  Df theilbar ist, so wird J verschwinden, 

wenn a0 =  ax —  0 gesetzt wird (weil dann zwei Wurzeln von /  
einander gleich, nämlich =  0 sind), d. h. es ist

wo cp0 und cp, ganze Functionen der Coefficienten bedeuten. 
Besitzt umgekehrt die Invariante J die Form (1), so wird sie 

durch die Discriminante D f  theilbar sein, weil sie verschwindet, 
wenn zwei W urzeln  von f  in dem Werthe Null zusammenfallen 

und desshalb als Invariant^ verschwinden wird, wenn über­

haupt zwei Wurzeln von /  einander gleich werden.
W7ie bekannt hat die Discriminante von f  die Gestalt

wo (j>o und ganze Functionen der Coefficienten von f  sind, 
die nicht verschwinden, wenn aü — a x = 0  gesetzt wird. Setzen 
wir a0 durch die zweite, a x durch die erste Potenz einer unbe­
stimmten Grösse t theilbar voraus, so wird also die zweite und 
keine höhere Potenz von t in D f  aufgehen.

W enn jetzt die Annahme gemacht wird, die Invariante J 
sei durch die &te (/dSrO) und keine höhere Potenz der Discrimi­

nante von f  theilbar, d. b. es sei

J - DfJ{ k >  0,

wo Jx eine Invariante bedeutet, die nicht durch die Discrimi­
nante theilbar ist, so wird J durch die 2£te und keine höhere 

Potenz von t theilbar sein. Denn D f  ist durch die 2k^ und 
keine höhere Potenz von t theilbar, und in Jx geht t überhaupt 

nicht auf, weil sonst diese Invariante die Form (1) haben müsste 

und dann nach Obigem der Voraussetzung entgegen durch Df 
theilbar wäre.

Ist

(1)

D/ — a0 -ci\$x,
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W ir  gelangen zu dem folgenden Resultat:

Is t  J — Y1Ca\»a\' . . .a }” e i n e  a l s  F u n c t i o n  der  C o e f f i ­

c i e n t en  a0, a v an d e r  S t a m m f o r m  f  g e s c h r i e b e n e  

I n v a r i a n t e ,  so w i r d  der  E x p o n e n t  de r  h ö c h s t e n  P o t e n z  

der  D i s c r i m i n a n t e  v o n  /, w e l c h e  in J  a u f g e h t ,  g e g e b e n  

durch  d i e  H ä l f t e  des  k l e i n s t e n  W e r t h e s ,  den 2X0-f-X1 

für e in  G l i ed  von  J  ann immt .
Ein analoger Satz lässt sich auch aufstellen, wenn statt 

binärer Stammformen solche mit beliebig vielen Variabein zu 
Grunde gelegt werden.

2. In ähnlicher Weise, w ie man aus einer hingeschriebenen 

Invariante entnehmen kann, durch welche Potenz der Discrimi­
nante einer Stammform sie theilbar ist, kann man auch ent­

nehmen, durch welche Potenz der Resultante von zwei Stamm­

formen sie theilbar ist.
Die Stammformen

f  — a0x'{ +  und /, =

haben die gemeinsame W urzel Null, wenn a0 =  a'{) =  0. Eine 

Invariante/, welche die Resultante von f  und _/j Rf/t als Factor 

enthält, wird also die Form haben

J  —  a0cp-ha'rp,, (2)

wo cp und cpj ganze Functionen der Coefficienten bedeuten. 

Umgekehrt wird eine Invariante J  immer, wenn sie die Form (2) 

besitzt, durch die Resultante Rjjx theilbar sein. Denn J  ver­
schwindet dann, wenn der Nullwerth eine gemeinsame Wurzel 
von /  und ist, also wegen der Invarianteneigenschaft immer, 

wenn f  und f v eine gemeinsame W urzel haben.
Im Besonderen hat, wie bekannt, die Resultante Rjyt die 

Form

R /f, =

wo d) und ganze Functionen der Coefficienten von /  und j\ 

bedeuten, welche nicht mit a0 und a' identisch verschwinden. 

Wenn jetzt a0 und a!Q durch die erste Potenz einer unbestimmten 

Grösse t theilbar vorausgesetzt werden, so wird also Rj-ft durch
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die erste und keine höhere Potenz von t theilbar sein. W ird die 

Annahme gemacht, die Invariante J  sei durch die kte (k ^  0) 

und keine höhere Potenz von R ff  theilbar, d. h. es sei

J  — Rjfi J { k ^  0,

wo J x eine durch R f f  nicht mehr theilbare Invariante bedeutet, 
so wird die ßte und keine höhere Potenz von t in J  aufgehen. 

Denn RfJt ist durch die £te und keine höhere Potenz von t theil­

bar, während die Unbestimmte t in J y überhaupt nicht aufgeht, 

weil diese Invariante sonst die Form (2) haben müsste, welche 
die Theilbarkeit durch die Resultante nach sich zieht.

Es folgt:
I s t J  —  X Ca]'»a)' . a)>1. a [‘~la\‘'\... a'J-'w e i ne  als F u n c t i o n

der  C o e f f i c i e n t e n  de r  S t a m m f o r m e n  f = a 0x ' ( - b . . .  und 

f i — a'0x f +  g e s c h r i e b e n e  I n v a r i a n t e ,  so w i r d  der 

E x p o n e n t  der  h ö c h s t e n  P o t e n z  de r  R e s u l t a n t e  v on  f  
und f v d i e  in J  a u f g e h t ,  g e g e b e n  dur c h  den  k l e i n s t en  

W  e r t h , den X0 +  X' f ü r  e in G l i e d  v o n J  a n n i m m t.

3. Es wird gut sein, ehe wir dazu schreiten, die in den 
Artikeln 1 und 2 gewonnenen Kriterien für Invarianten von 
Covarianten zu verwerthen, zwei einfache Hilfssätze zu erörtern. 

Der erste Hilfssatz betrifft eine ganze homogene Function

<T> := Y.Ca'{«a\'.

der Coefficienten a0, a v . .a n einer Binärform f  und gibt eine 
einfache Bedeutung für den kleinsten Werth dr an, den der aus 

den Exponenten gebildete Ausdruck

+1X,-_i (r  =  l ,2, .  . 11)

für ein Glied von <[> annimmt.
Führt man in der homogenen Function £'ten Grades <I> statt 

der Coefficienten die Wurzeln von f  ein, so gibt die Zahl

dr —  min [rX0 4- ( r —  1) X, . 4 -1  Xr_ i]

an, um wie viel der Grad von in r  Wurzeln  kleiner ist 

als rg. Es folgt dies aus dem Umstande, dass nur die r  ersten 

^Coefficienten von f  a0, a v . . a,-_i in r  von den Wurzeln einen

\
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von r  verschiedenen Grad haben, welcher für diese Coefficienten 

beziehungsweise um r , ( r — 1),. 1 kleiner als r  ist.
Freilich muss man, um hieraus schliessen zu können, dass 

der Grad von O in r  Wurzeln von f  genau durch die Zahl 
rg— dv gegeben wird, noch wissen, dass die Glieder höchsten 

Grades in r  Wurzeln, welche aus den einzelnen Gliedern von <I> 

resultiren, sich unter einander nicht zerstören. Dies ergibt 

sich aber sofort, wenn man diese Glieder höchsten Grades in 

r  Wurzeln wirklich aufstellt, w ie ich in der Abhandlung: 
»Über symmetrische Functionen. (diese Berichte, Bd. CII,

S. 199 f.) gezeigt habe.
Genau in derselben Weise, wie im Falle einer Form f  am 

eben angegebenen Orte geschehen, kann man, im Falle man in 
eine ganze Function <I> der Coefficienten beliebig vieler Formen 

f v f z,. ■ f,. statt der Coefficienten die Wurzeln einführt, die 
Summe der Terme übersichtlich angeben, welche als Functionen 

von Ty Wurzeln von f v r z Wurzeln von f z, ... r.A Wurzeln von f y_ 
angesehen den höchsten Grad besitzen. Man erkennt dann 
wieder genau so wie a. a. 0., dass diese Terme sich unter 
einander nicht zerstören können und gelangt dadurch zur 
folgenden Verallgemeinerung unseres Hilfssatzes:

»Ist $  eine ganze Function der Coefficienten der Formen f t 
(i =1 , 2 , . . . %)  homogen vom Gradegj in den Coefficienten von/,- 
und bezeichnet man die diesen Coefficienten a\p,a['\. .a in 

einem beliebigen Gliede von <t> zukommenden Exponenten mit 

so hat der kleinste Werth r.„. den der Aus­
druck

/ =  V.

£  i)X<o+ . + 1.

; = 1

für ein Glied von annimmt, eine einfache Bedeutung für die 

durch die Wurzeln von f v f z,. . ausgedrückte Function <I>. 

Dieser Werth gibt an, um wie viel der Grad dieser Function in 

r x Wurzeln von /,, r z Wurzeln von f z, .r.A Wurzeln von f,_ 
hinter der Zahl

i=n
V

zurückbleibt.« /_1
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Das Resultat des Artikels 1 kann man jetzt dahin aus­

sprechen, dass die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass die Invariante J  durch die kte und keine höhere 
Potenz der Resultante der Stammform f  theilbar sei, darin 

besteht, dass der Grad von J  in zwei Wurzeln von f  um 2k 

Einheiten geringer ist als der doppelte Grad in einer Wurzel. 

Das Resultat des Artikels 2 besagt, dass für die Theilbarkeit 
von J  durch die &te Potenz der Resultante der Stammformen /  

und nothwendig und ausreichend ist, dass die Summe des 

Grades von J  in einer Wurzel von f  und des Grades in einer 
W urze l von f y um k Einheiten grösser sei als der Grad in 

beiden Wurzeln.

4. W ir  wenden uns zum Beweise des zweiten Hilfssatzes.

lässt sich eine einfache Beziehung angeben, in welcher die im 
letzten Artikel definirten Zahlen dr für die verschiedenen Coeffi­

cienten <J>0, <E>,,. zu einander stehen.

W ie  bekannt, geht durch Anwendung des Processes

auf einen Coefficienten O, der Covariante 4>, der folgende Coeffi- 

cient <E>/+i von einem Zahlenfactor abgesehen hervor.
Die Anwendung dieses Processes auf ein Glied 

ergibt offenbar Glieder für welche der Ausdruck

r \  +  { r— 1)X, +  . l.X,-._i theils gleich dem Ausdruck r i 0-\-
+  ( r —- 1 ) t ,+  . l . Tr_i, theils um eine Einheit kleiner ist. Es
wird also durch Anwendung des Processes die Gradzahl dr 
gewiss nicht um mehr als eine Einheit erniedrigt, diese Grad­

zahl ist für den (? -h l ) ten Coefficienten der Covariante ent­
weder gleich oder um eins kleiner als für den /ten; und es folgt 

insbesondere:

Ist

eine Covariante der Form f  — aüx j'-f- so
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»Bezeichnet man die Gradzahlen d r  für die Coefficienten

Diese Bemerkung lässt sich unmittelbar auf simultane 

Covarianten erweitern, und da der Beweis genau derselbe 

bleibt w ie im speciellen Falle, so genügt es, das Resultat der 

Verallgemeinerung auszusprechen:
»W en n  die in Artikel 3 definirte Gradzahl drtjr.....Ty für die

Coefficienten einer simultanen Covariante der Formen

f v  /2, . . f , ,  beziehungsweise durch ....^  ....ry,- • be­
zeichnet wird, so ist

d(\) >  «i(0) _ i  > d ^  — 2,. 
r , r »■ ■ ■ r-/_ ------  r ,  u  ■ ■ ■ r x ’  r ,  r »  - . .  1 \  ------  r ,  r ., ■ . .  r *  ’

5. W ir  gehen jetzt zum eigentlichen Gegenstände unserer 

Untersuchung über.

eine der Stammformen. Für das Leitglied <1>0 der Covariante <I> 

mag der doppelte Grad in den Coefficienten von f  um d % Ein­
heiten grösser sein als der Grad, den das als Function der 

Wurzeln von f  betrachtete Leitglied in zwei Wurzeln besitzt, 

so dass, wenn a0 durch das Quadrat und a { durch die erste

Da die Gradzahl dy für eine ganze Function . . a'^1 den

kleinsten Werth angibt, den der Ausdruck rX0+ ( r — 1).) j-f- .. . 1. X j für ein 

Glied der Function annimmt, so verschwindet eine Function, für die dr >  0, 

wenn at) =  = .  . . a =  0 gesetzt werden. Aus dem Satz des Textes folgt

also, dass wenn r  Wurzeln von /  gleich Null werden, die ersten Coeffi­

cienten von <I> ebenfalls verschwinden und damit der Satz:

I s t  $  e i n e  C o v a r i a n t e  d e r  F o r m  _/, d e r e n  L e i t g l i e d  in 

W u r z e l n  v o n  /  e i n e n  G r a d  h a t ,  d e r  um 4°> n i e d r i g e r, i s t a l s  

d e r  r - f a c h e  G r a d  in e i n e r  W u r z e l ,  s o f a 11 e n i n e i n e  r - f a c h e  

W u r z e l  d e r  S t a m m f o r m  /  m i n d e s t e n s  4°'* W u r z e l n  d e r  C o ­

v a r i a n t e  <I>.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl., CII. Bd., Abth. II. a. 53

d>0, 4>,, <£<>,. der Covariante mit d f  \ d$\ d f )  ., so ist

4 1) ^  4°>—  1, d f  ^  d f — 2, d f  ^  4 ° )— 3,. . . « 1

Es sei

<E>, x\~1 xz +  . . +  4 \  x\

eine Covariante und
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Potenz einer Unbestimmten t theilbar vorausgesetzt wird, <b 

durch td~ theilbar wird (Artikel 3), dann folgt aus dem im letzten 

Artikel bewiesenen Hilfssatze, dass in den folgenden Coeffi­

cienten <1̂ , der Covariante t, beziehungsweise zur Potenz
d2— 1 ,d 2— 2,. aufgeht.

Ist jetzt
.<I>S

eine Invariante der Covariante <J>, so wird nach Artikel 1 der 
Exponent der höchsten Potenz von t, welche unter der für a 

und a { gemachten Voraussetzung in J  aufgeht, gleich sein dem 
doppelten Exponenten der höchsten Potenz der Discriminante 
von f  durch die J  theilbar ist.

Mit Rücksicht auf das eben über die Coefficienten <1̂ , <I> 
der Covariante <I> Gesagte wird aber das Glied

von J  theilbar sein durch t zur Potenz

d2 \  - r (d 2 1) X j +  1 X,/. _  i

und der kleinste Werth, den dieser Ausdruck für ein Glied von J  

annimmt, ist also der Exponent einer Potenz von t, die jeden­
falls in J  aufgeht. Dieser kleinste Werth gibt aber nach Artikel 3 

an, um wie viel der Grad der als Function der Wurzeln von ^  

betrachteten Invariante J  in dz unter diesen Wurzeln hinter 

dem <i2-fachen Grade in einer Wurzel zurückbleibt, so dass wir 
zu dem folgenden Satze gelangen.

Is t  fü r das a ls  F u n c t i on  der  W u r z e l n  e i n e r  S t a m m ­
f o r m /  b e t r a c h t e t e  L e i t g l i e d  e i ne r  C o v a r i a n t e  <X> der 

Grad  in z w e i  W u r z e l n  v o n  f  um dz E i n h e i t e n  g e r i n g e r  
al s de r  d o p p e l t e  Gr ad  in e i n e r  W u r z e l ,  so w i r d  e ine  

I n v a r i a n t e  J  v o n  (I>, w e l c h e  als F u n c t i o n  der  W u r z e l n  
v on  4> d a r g e s t e l l t  in dz W u r z e l n  v o n  <J> e i nen  Grad 

be s i t z t ,  de r  um D d., E i n h e i t e n  h i n t e r  d e m d2- f a chen  

G r a d e  in e i n e r  W u r z e l  z u r ü c k b  1 e i b t , t h e i l b a r  durch 
di e  D i s c r i m i n a n t e  v o n  f  zur  P o t e n z  ]/2Dj„.

Genau dieselbe Deduction, die uns zu diesem Satze geführt 

hat, lässt sich auch in dem allgemeineren Fall anwenden, dass J
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eine simultane Invariante der Covarianten (M 1), be­

deutet und führt zu dem folgenden Ergebniss:
W e n n  di e  Z a h l e n  d^], d p  d p  a n g e b e n ,  um w i e  

ie 1 für  d i e  a 1 s F u n c t i o n e n  de r  W u r z e l n  e i ne r  Starnm- 

f o rm f  a n g e s e h e n e n  L e i t g l i e d e r  de r  C o v a r i a n t e n  
cj>(2)?. . . <1>(p) der  d o p p e l t e  Gr a d  in e i n e r  W u r z e l  den 

Grad  in z w e i  W u r z e l n  ü b e r s t e i g t ,  so i st  e i ne  s i m u l ­
t ane  I n v a r i a n t e  d i e s e r  C o v a r i a n t e n  durc h  d i e  D i s ­

c r i m i n a n t e  v on  f  zur  P o t e n z  ’/2 D d0 )dp . .  d(p t he i l bar ,  

w o  di e  Z a h l  D dp dp  dp  a ng i b t ,  um w i e  v i e l  f ür  d i e  
durch  d i e  W u r z e l n  v o n  d a r g e s t e l l t e

I n v a r i a n t e  J  der  Gr a d  in d p  W u r z e l n  v o n  <J)(-1\ dtp 

W u r z e l n  v o n  . und d p  W u r z e l n  von  h i n t e r  

der  S u m m e  z u r ü c k b 1 e i b t , d i e  man  dur c h  A d d i t i o n  
des ^ / '- fa c h e n  G r a d e s  in e i n e r  W u r z e l  v o n  des

dp ' - f a c he n  G r a d e s  in e i n e r  W u r z e  1 v o n  ... und des  
^ - f a c h e n  G r a d e s  in e i n e r  W u r z e l  v o n  erhäl t .

Ergänzend ist diesem Satze die Bemerkung hinzuzu­

fügen, dass aus unserer Deduction hervorgeht, dass wenn 
'/2 D d< p d(p  dp  keine ganze Zahl ist, die nächsthöhere ganze 

Zahl den Exponenten einer Potenz der Discriminante von f  

angibt, welche in der Invariante J  aufgeht.

6. Wenn wir die Bedeutung der Ergebnisse des letzten 

Artikels durch Anwendung auf specielle Fälle erläutern wollen, 
empfiehlt es sich vor Allem, die Invariante J  als Discriminante 

oder Resultante anzunehmen.

Ist J  die Discriminante der Covariante <[> und werden die 

Bezeichnungen des letzten Artikels beibehalten, so wird

D d.: =  d2(d2 —  1).

Denn J  ist' in diesem Falle das Product der quadrirten 
Wurzeldifferenzen, der Grad von J  in einer Wurzel wird ge ­
geben durch die Anzahl der Factoren, in denen sie vorkommt, 

der Grad in d2 Wurzeln aber durch das d2-fache dieser Zahl 
vermindert um die Zahl d2{d2 —  1), welche angibt, wie oft zwei 

von den betrachteten d2 Wurzeln mitsammen im selben Factor 

Vorkommen.

5 3 *
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Für den Exponenten — 11 der Potenz der Discrimi­

nante von f  durch welche die Discriminante der Covariante <P 
nach Artikel 5 theilbar ist, lässt sich eine untere Grenze an­

geben, sobald der Grad g  der Covariante in den Coefficienten 
von f  und deren Gewicht p  bekannt sind. Die Zahl dz, welche 
erhalten wird, wenn man vom doppelten Grade 2 g  des Leit­

gliedes von <I> seinen Grad in zwei Wurzeln von f  abzieht, 
wird gewiss nicht kleiner sein als die Zahl 2 g — p, wo von 2 g  
der Grad in allen Wurzeln abgezogen erscheint, und wir können 

den Satz aussprechen:
Is t  p  das  G e w i c h t  e i n e r  C o v a r i a n t e  4>, g  ihr Grad 

in den C o e f f i c i e n t e n  e i n e r  S t a m m f o r m /  und  2 g > p  +  1, 

so i st  d i e  D i s c r i m i n a n t e  v o n  $  m i n d e s t e n s  durc h  die

Ve (2 P ) ( 2 £ — P —  ! ) te

P o t e n z  der  D i s c r i m i n a n t e  v o n  f  t he i l bar .

Wählen wir zweitens als Invariante J  des Artikels 5 die 
Resultante der zwei Covarianten und , so wird

D d<\)d<2) — d M .d f .

Denn diese Resultante ist das Product aller Differenzen, 
die man aus je  einer Wurzel von <E>W und einer W urzel von 

bilden kann, ihr Grad als Function von d(p  unter den Wurzeln 

von und d p  unter den Wurzeln von <I>(2) ist gleich der 
Anzahl ihrer Factoren, in denen eine der ersten d p  Wurzeln 
vorkommt, vermehrt um die Anzahl, in denen eine von den 

zweiten d p  Wurzeln vorkommt, die Summe vermindert um die 
Anzahl d p .  d p  von Factoren, wo eine der d p  ersten mit einer 
der d p  zweiten W urze ln zusammen vorkommt.

Wenn jP(, respectivep z das Gewicht von respective 

und g v respective g 2 ihren Grad in den Coeffici'enten von f  an­
geben, so wird wie oben t

d p  ^  2 g x — p { und d p  ^  2g z— p z ,

und es gilt der Satz:

S i nd  und z w e i  C o v a r i a n t e n  v o m  G e w i c h t e  
p v  b e z i e h u n g s w e i s e  p 2, in den C o e f f i c i e n t e n  der
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S t a m m f o r m  f  v o m  G r a d e  g v b e z i e h u n g s w e i s e  g z und 

2gl ^>p l , so i st  d i e  R e s u l t a n t e  v o n  und
m i n d e s t e n s  durch  di e

y 2(2£i — Pz)ic

P o t e n z  der  D i s c r i m i n a n t e  v o n  /  t he i l bar .

Ist die Zahl 1/a(2^ — p x) {2 g z — p z)  gebrochen, so hat 
man sie nach Obigem in unserem Satze durch die nächst- 
o-rössere ganze Zahl zu ersetzen.

7 Ganz ähnlich wie in Artikel 5 die Invarianten von 

Covarianten auf die Theilbarkeit durch die Discriminante einer 

Stammform untersucht worden sind, können sie auf die Theil­

barkeit durch die Resultante von zwei Stammformen untersucht 

werden.

Ist ® 0x-[ -+- (  ^  x\ eine Covariante und sind

f  —  a()x'{ +  und /, =  a'0x ’{ +

zwei Stammformen, so wird nach Artikel 2 der Exponent der 
höchsten Potenz der Resultante von f  und die in der 

Invariante von <I>

J  =  . <I>' v

aufgeht, übereinstimmen mit dem Exponenten der höchsten 
Potenz einer Unbestimmten t, die in /  unter der Voraussetzung 
aufgeht, dass a0 und a'0 durch die erste Potenz dieser Unbe­

stimmten theilbar sind.
In dem Leitglied <I>0 geht unter der für a0 und a’0 gemachten 

Voraussetzung td" auf, wo du für das durch die Wurzeln der 

Stammformen dargestellte Leitglied angibt, um wie viel die 
Summe aus dem Grade in einer W urze l von f  und dem Grade 

in einer W urze l von f { den Grad in diesen beiden Wurzeln 
übersteigt (Artikel 3). Die folgenden Coefficienten <1̂ , <J>2,. 
der Covariante sind also nach Artikel 4, beziehungsweise durch 

^n-1, tJ"~ 2, . theilbar. Hieraus ist zu schliessen, dass die 
Invariante /  =  XC durch t zu einer Potenz theil-
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bar ist, welche durch den kleinsten Werth gegeben wird, den 

der Ausdruck

d l | X() -r (d, , l)Xj-!- -i-l A(/n_ i

für ein Glied von J  annimmt. Da dieser kleinste Werth aber

nach Artikel 3 angibt, um wie viel für die als Function der 

Wurzeln der Covariante <l> betrachtete Invariante J, der dy, -fache 
Grad in einer W urzel den Grad in dl{ Wurzeln übertrifft, so 

haben wir das Resultat:
Is t  fü r  das a ls  F u n c t i o n  der  W u r z e l n  de r  S t a m m ­

f o r m e n  b e t r a c h t e t e  L e i t g l i e d  e i n e r  C o v a r i a n t e  <1> die 

S u m m e  aus  d e m G r a d e  in e i n e r  W u r z e l  d e r  S t a m m ­
f o rm /, u nd  d e m  G r a d e  in e i ne r  W u r z e l  d e r  S t a m m ­

f o r m / ,  um d lt E i n h e i t e n  g r ö s s e r  al s der  Grad  in den 

b e i d e n  W u r z e l n ,  so w i r d  e i ne  I n v a r i a n t e  J  d i e s e r  

C o v a r i a n t e  t h e i l b a r  s e in  du r c h  e i n e  P o t e n z  der  R e ­
s u l t a n t e  v on  /  und /,, de r e n  E x p o n e n t  D liu ang ib t ,  um 

w i e v i e l  für  d i e  durch  die W u r z e l n  v o n  <I> d a r g e s t e l l t e  

I n v a r i a n t e  der  c/,,-fache Grad  in e i n e r  W u r z e l  den 

Gr ad  in dn W u r z e l n  übe r s t e i g t .
In ganz ähnlicher Weise ergibt sich auch der allgemeinere 

Satz:
W e n n  f ü r d i e du r c h  d i e W  u r z e 1 n d e r S t a m m f o r m e n 

dar  g e s t e l l t e n  L e i t g l i e d e r  d e r  C o v a r i a n t e n  
d i e  S u m m e  aus de m G r a d e  in e i ne r  W u r z e l  d e r  S t a m m ­

f o r m  /  und dem G r a d e  in e i ne r  W u r z e l  de r  S t amm-
f o r m /, b e z i e h u n g s w  e i s e u m d(̂ , ... d'^' g  r ö s s e r i s t a 1 s
de r  Gr a d  in b e i d e n  W u r z e l n ,  so w i r d  e i n e  s i m u l t a n e  

I n v a r i a n t e  J  d i e s e r  C o v a r i a n t e n  t h e i l b a r  s e i n  durch

di e  R e s u l t a n t e  v on  f  und z u r  P o t e n z  D m ) m ‘2)  ,/(p),j  j  i ,\ "n  •••“ n
w e l c h e  a ng i b t ,  um w i e  v i e l  für d i e  durch  d i e  Wurz-e ln 

v o n  <!>(’ <K2\ ... d a r g e s t e l l t e  I n v a r i a n t e  J  d i e  S u m m e  
aus de m dW- f a c he n  G r a d e  in e i n e r  W u r z e l  v o n  <l>(l1, 
d e m J ^ ’- fa c h  en G r a d e  in e i n e r  W u r z e l  v o n

dem d$ - f a c h e n  G r a d e  in e i n e r  W u r z e l  v o n  den

Grad  in d $  W u r z e l n  v o n  W u r z e l n  von
d^) W u r z e l n  v o n  übe r s t e i g t .
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Nehmen wir als Invariante J  speciell die Discriminante 

von (I) , so ist (Artikel 6)

D tiu — 4 i ( ^ i t  0

und wenn wieder p  das Gewicht von <I> und g, beziehungs­

weise g '  den Grad dieser Covarianten in den Coefficienten 

von /  beziehungsweise /, bedeutet, so ist ferner

(il  ̂ ö _i_ o'i— n\ == ü ' *  Fi 

so dass wir den Satz aussprechen können:
Is t  p  das G e w i c h t  e i n e r  C o v a r i a n t e  <t>, g  ihr  G rad  

in den C o e f f i c i e n t e n  der  S t a m m f o r m  /  g '  in den 
C o e f f i c i e n t e n  von  /  und g  +  g ' > p - \ - 1, so i st  d i e  D i s c r i -  

m i n a n t e  v on  <I> m i n d e s t e n s  d u r c h  di e

( g + g ' ~ P )  ( g + g ' —P  —  1 ) te 

P o t e n z  der  R e s u l t a n t e  v o n  / u n d / ,  the i l bar .
Wählen wir als Invariante J  die Resultante der beiden 

Covarianten und von dem Gewichte p t, beziehungs­

w e i s e ^  und dem Grade £,, beziehungsweise g z in den Coeffi­

cienten von f  g'v beziehungsweise g't in den Coefficienten 
von /,, so haben wir (vergl. Artikel 6):

D i \V-'ff =  dn ' d^  
d\V Ä .iV !-*'- -/h

und damit den Satz:

S ind  und <t>(2) z w e i  C o v a r i a n t e n  v o n  dem G e ­

w i c h t  p l: b e z i e h u n g s w e i s e  p z, dem Grad  g v b e z i e ­

h u n g s w e i s e  g z in den C o e f f i c i e n t e n  de r  S t a m m f o r m  
f  g'v b e z i e h u n g s w e i s e  g z in den  C o e f f i c i e n t e n  der  

S t a m m f o r m  /, und ist g { + g [ > p { , g z+ g i >  P z, so i st di e  
R e s u l t a n t e  v on  u n d (I>(2) m i n d e s t e n s  durch  di e

(g\ + g [ —P i ) ( g % + g i— P?)te 

P o t e n z  der  R e s u l t a n t e  v o n  /  und /, the i l bar .
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