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Uber eine algebraische Theorie der Schaaren
nichtadjungirter Bertihrungscurven, welche
zu einer algebraischen Curve gehéren

Wilhelm Weiss,

Assistent fiir Mathematik an dey k. k. deutschen technischen Hochschule in Prag.

(Vorgelegt in der Sitzung am 13. Juli 1893.)

Die Arbeit, welche ich mir hiemit der hohen Akademie vor-
zulegen erlaube, ist eine Fortsetzung der in diesen Sitzungs-
berichten, Bd. XCIX unter gleichem Titel erschienenen Abhand-
lung. Es werden in derselben zum erstenmale die Systeme
nichtadjungirter Berlihrungscurven einer algebraischen Curve
untersucht, wenn neben den gewdhnlichen auch nur erst die
einfachsten hoheren Singularititen, ndmlich dreifache Punkte
mit getrennten Tangenten, auftreten. Es ist leicht zu sehen und
bekannt, dass auch schon hiezu der gegenwdértige Stand der
Theorie der Abel'schen Functionen nicht hinreicht, weil das zu-
gehorige Umkehrproblem ein allgemeineres ist. Die Behandlung
ist algebraisch, und die Resultate dirften schon desshalb nicht
ganz ohne Interesse sein, weil aus ihnen hervorgeht, wie sehr
anders diese Systeme von Berlihrungscurven durch einen drei-
fachen Punkt beeinflusst werden, als etwa durch drei getrennte
Doppelpunkte, welche ja in mancher anderen Hinsicht (Classe,
Geschlecht u. s. w.) dem dreifachen Punkte dquivalent sind.

Es sei f(s,2) = 0 die Grundcurve und z =0, s =0 ein
dreifacher Punkt von f mit getrennten Tangenten

J(5,2) = (fou2* 4+ [,27 S+ [, 88+ fog ) + fu+ 3+

AO (s,z) sei eine Curve, welche den dreifachen Punkt nicht
enthilt, f in einer Gruppe Gog beriihrt (in Q@ Punkten) und noch
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in einer Restgruppe Gp schneidet. Das Ziel der folgenden
Untersuchung ist dann im Wesentlichen die Bestimmung der
Gesammtheit 9 aller Curven gleicher Ordnung und Art wie ©),
welche durch G gehen.

Es mogen A©(s,2) = 0; A(s,2) = 0 und

P(s,2) =\ PO+, PO+, PO+ .. 2, P@ = 0

dieselbe Bedeutung haben wie in §. 5 der Abhandlung I. Sollen
in den Beriithrungsgruppen von A Curven 9 beriihren, so muss
nach §. 5, Gleichung 3) die Identitit bestehen:

AP =AAO 2+ B,
welche in der Umgebung von s = 0, z = 0O die Identitiit
A P? =W (s, 2) AN 24+-B(s, 2) f

zur nothwendigen und hinreichenden Voraussetzung hat.

Da im vorliegenden Falle 5 = O ist, tritt die 1. c. §. 5 ange-
gebene Vereinfachung ein, so dass die Bedingungsidentitit die
folgende ist:

P2 =W(s,2) AD*+-'(s, 2) f, 1)

AW(s, 2), B'(s, z) sind Potenzreihen.
Zum Bestehen dieser Identitdt an der Stelle s =0, 2 =0
sind nach der allgemeinen Theorie durch die Parameter A von P,

-% 3.(8—1) = 3 Bedingungsgleichungen zu erfiillen.

4

Soll der vorliegende Specialfall auch durch die Bezeichnung
ersichtlich sein, so hat man:

(Py+Py+ .02 = (A + U 24U s+ . ) (AP +AQ + .. )2+
+ (812 +B) s+ By F*+ By s+ ) (f+f+ ) D)

Die drei Bedingungsgleichungen ergeben sich aus:

(Pua+ Pyyisct Pry o7 = Wy (AQ*+ A 25+ A 397+
+ (B, 2+ By 5) (f307° + f5,2* S+ 25+ f3536%) 2)
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und
2P, Py = (Ajyz+2j, ) AP+ 29 A0 AP +

+ (B2 4+ B9 (f102* + L1122 S+ f1p 22+ f328° + fo, 8+

+ (B2 + By 25+ By, 8°) (f30 2%+ 8%+ fop 252+ f335%). 3)

Die Gleichung 2) liefert zwei der Bedingungsgleichungen;
denn sollen die Constanten Aj, B, B}, so bestimmt werden
konnen, dass 2) eine Identitdt wird, so ergeben sich fir die-
selben durch Coéfficientenvergleichung fiinf Gleichungen und
also durch Elimination zwei Bedingungen fiir die Grossen
P:(J * P20P2[

Beide Gleichungen sind in den Parametern der Schaar P
quadratisch, da P,,, P,,, P,, dieselben linear enthalten. Die
Identitat 3) gibt die letzte Bedingung, da zur Bestimmung der
finf Constanten 9|, 3}, By, B,,, V), sechs lineare Gleichungen
vorliegen.

Auch diese Bedingungsgleichung ist in den A quadratisch,
da sie die Producte P, P,,. linear enthilt.

Die Untersuchung dieser drei Bedingungsgleichungen bildet
den Kernpunkt der vorliegenden Behandlungsweise der Be-
riihrungsschaaren. Die Bertihrungsgruppen der nichtadjungirten
Berithrungsschaar 9 sind offenbar zwar specielle, aber doch
lineare Schaaren. Gerade diese Schaaren werden auch durch
jene Curven P ausgeschnitten, deren Parametei jenen drei
Bedingungen geniigen. Darum ist a priori einzusehen, dass
jede der quadratischen Bedingungsgleichungen in
zwei Linearfactoren zerfallen muss, und nur die wirk-
liche Zerfdllung kann als abschliessende Erledigung angesehen
werden.

Die beiden aus 2) folgenden Bedingungsgleichungen ge-
stalten sich, sammt ihrer Zerlegung in Linearfactoren, wesent-
lich einfacher, wenn man die drei Wurzeln der Form:

N R 2 A
Sa0Z 31255+ [y 285+ f335° = 0
einfiihrt. Diese seien w,, w,, w,.
Dann geht 2) iber in

(P,o1i + Py w;+ Pyy)* = W (AL wi+ AQ w,+ AD)
i=1,23
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Fiihrt man noch die Bezeichnungen cin:

P, wi+P, w;+ P,, = P,(w))
AQwi+ AN w;+ AQ = AP (w))
Py i+ Py Wi+ Py wi+ Pog = Py(w))
AW wi+ AQ wi + A 1w+ A = AD (w)),
so erhdlt man
P (w) = A (AP (w)))*
Py (1) = Ay (AP (y))*
P} (wy) = Wy (A9 ()"
Hieraus ergeben sich durch Elimination von 2(, die beiden
Bedingungsgleichungen:
Py (1)) (AP (1)) *— P (w,) (AP (w,))* = O
P} (1) (AP (0,))*— P} (wy) (AP (w))* = 0,
welche unmittelbar in Linearfactoren zerlegt werden koénnen
und das folgende System bilden:

P (0,) A9 (1) +2 P, (1) AP (1) = 0
Py(w)) AL (w,) +¢' Py (w,) AP (10,) = 0
e = =41 e = 41,

4"

Die Identitdt 3), welche die letzte der drei Bedingungs-
gleichungen liefert, wird bei Einflihrung der w; und der obigen
Bezeichnungen durch das folgende System ersetzt:

2 P, () Py (wi) = (W, i+ Ay ) (AP (7)) + 2 AL (o) AQ () +
+ (B i+ D) S, (wy)

worin
Fo(wi) = foo®!+ fu i+ fu Wi+ fiawi+ fo,.

Die Gleichung selbst folgt unmittelbar durch Elimination
von A}, A, wenn man nur noch irgend drei Gleichungen hinzu-
nimmt, die bei der Behandlung der Identitédt 2) als zur Bestim-
mung von A B, B}, geeignet erkannt sind. So erweist es sich
von Vortheil, die folgende Combination von sechs Gleichungen
zu benitzen:



2P, () By ) = %, (A (1) 2, (AP ()" + 290, AP () AD () + 81,1 £, 10) + ), £, ()

i=1,23.
P (w,) = U, (AP (w)* 5)

(P, (0,))*ARP— Py, (A (w)))* = —B) f
(Py (0)))* AR — Py (AP ()))* = —B), f5.

Die letzten zwei Gleichungen entstehen, wenn man in der Identitdt 2), die nach Erfiillung der Bedin-
gungen 4) in der That besteht, einmal z =1, s = 0, das anderemal s = 1, 2 = O setzt.

Die gesuchte letzte Bedingungsgleichung ist dann:

Py(wy) Py(w,) w (AP () (AP () AP w) AD(w,)  w f,(w)  fi ()
P, (w,) Py(w,) W, (AP (w,))? (AP (0y))* AP (w,) AP () w0, f,(wy) £, (1)
Py (wy) Py(w,) Wy (AL (wy))* (AL (w,)* AP (wy) AP (wy) 10 £, (105) [y (103) —0. 6)
(Py(w))* 0 0 (AP (w,))* 0 0
(Py(w)))*AR*—Py (AL (w))* 0 0 0 —0 0
(Py(w )2 AQ*—PE (AD (w,))? 0 0 0 0 —fan

Die Parameter . der Schaar P sind nur in der ersten Colonne enthalten, und es ist ersichtlich, dass sie
in der Gleichung 6) quadratisch auftreten. Die Zerlegung in zwei Linearfactoren bietet hier schon bedeutende
Schwierigkeiten; sie wird aber gerade durch die Auswahl des Gleichungssystems d) erleichtert. Es ldsst sich

“U2AINISTUNIYNIAY Soldunfpeyoiu uateeos
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namlich mit Hilfe der fritheren Relationen die Determinante 6)
so umformen, dass die erste Colonne irgend eine der drei
Grossen Py(w)), P,(w,), P,(w,) als Factor enthilt.

Zunachst folgen aus den Gleichungen 4) die Beziehungen

A( AP (w,)

Py(w,) = — A(o (w,) Py(w,)
AP 7
P,(w,) = —= A(O; EZZ’*; P,(w,).

Die beiden letzten Elemente der ersten Colonne:

(Py(my)) 2‘45%) Z_P:o (4 (20) (w)))*
(Py(m)))*AR*— Py, (AP (w)))*

enthalten die Parameter A auch in den Formen P}, P},. Es ist
daher nothig, diese Grossen durch P,(w,), P,(w,), P,(w,) aus-
zudricken.

Dazu fiihren die Gleichungen
P, Wi+ P, w, +P,, = P,(w,)
P, ,wi+ P, ,w, 4+ P,, = P,(w,)

P, 1+ Py wy+ P,, = P,(w,).
Setzt man

(whow 1
— | 2
A= } w, w, 1],
Ly owy 1

so folgt aus der Annahme, dass s =0, z =0 fur die Grundcurve
Sa(8,2)+ f,(s,2)+ ..=0 ein dreifacher Punkt mit getrennten
Tangenten ist, dass A von Null verschieden sein muss.

Man hat daher

AP,y = Py(my) (w,—mwy) + Py (1) (03— 1w,) + P,y (1w,) (W, —my,)
AP, = P,(w,) (wi—1)+ P,(w,) (w;— 1)+ P, (w,) (wi—1)

AP,, = P, (1w,) Wy, (1w, —1w,) + Py(1,) wyw, (wy—1w,) +
+ P, (w,) w,w, (w,— w,).

8)

Unter Berticksichtigung von 7) und 8) geht die Bedingungs-
gleichung 6) in die folgende tiber:



Py(w,) w (AP (w)* (AP (w)* AL (w,) AP (w,) w, f(w)  fu(w)

A(o) TS Bm)  m AP0 AP AP AP () wfim) Fm)
0)
G P (AP AP0 AP0 AD(n) i) S| uw) =0, 9
P,(w,) 0 0 (AP (w,))? 0 0
P(Wt)(Am)z (Ago)(wt))2M) 0 0 0 —f30 0
P, o (7)) (A(O)z— (Ago) (w,) 2N) 0 0 0 0 —f33
worin
© AP (w, 2
fW:-%{W@ ;) ~A982%7Y—WJ_dA@Z?%wF—WQ
z 0 (w,) )U”> 2

1
N= %wzw (w,—mw,)— W, (Wy—w,)— W, W, (W, —W,)

S AT, Y AT )

Bezeichnen wir die letzte Determinante mit A..., so hat die Gleichung 6) schliesslich die Form:
A Py(w,) = 0. 10)

Die Gleichungen 4') und 10) stellen die drei gesuchten Bedingungsgleichungen in ihrer endgiltigen
Gestalt dar, und es folgen aus ihnen unmittelbar die wesentlichsten Resultate Ulber die hier in Frage
kommenden Berithrungscurvenschaaren.

‘usalnosSuniynieg Je3iSunlpeiyoru uaiveyosg
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Durch diese Gleichungen werden, wie bekannt, aus der
Schaar P gerade jene Theilschaaren ausgesondert, in deren
freien Schnittpunkten mit f; Curven 2 berithren. Nun gibt es
zur Erfiillung der ersten beiden Bedingungen, wegen der Com-
binationen ¢ = =1, ¢/ = =1, vier Moglichkeiten und jeder der-
selben gehort eine und nur eine Moglichkeit zu, der letzten
Bedingung A..» = 0 zu geniigen.

Die Bedingung 10) ist aber auch erfiillt, wenn man die
Parameter von P der Gleichung P,(w,) = O geniigen ldsst;
dann ist aber vermodge 7) auch P,(w,) = 0, P,(w,) = 0 und
daher nach 8) auch:

P,y=PFP,, =PF, =0, 11)

so dass die drei Bedingungsgleichungen jetzt die Gleichungen 11)
sind, und da dies fiir jede Combination e¢’ eintritt, ist die durch
11) definirte Schaar von P vierfach zédhlend.

Die Curven der Schaar P, deren Parameter den Gleichungen
11) geniigen, haben aber in s = 0, = 0 nicht mehr wie alle
anderen Curven P einen Doppelpunkt, sondern einen dreifachen
Punkt, und es riicken daher von ihren freien Schnittpunkten
drei in den dreifachen Punkt.

Da aber in jedem dieser Punkte eine Berithrung zwischen f
und ¥ statthaben muss, so gehoren diesen besonderen P-Curven
Beriithrungscurven ¥ zu, die in s =0, 2 = 0 einen Doppelpunkt
haben. (Drei uneigentliche Beriihrungen.) Aus dem Vorstehenden
folgt:

Jedes System adjungirter Beriihrungscurven be-
stimmt vier von einander getrennte Schaaren von
Bertthrungscurven, welche den dreifachen Punkt
nicht enthalten und selbst Systeme bilden und tber-
dies noch ein vierfach z#dhlendes uneigentliches
System, beiwelchem drei Berlithrungspunkte dadurch
in den dreifachen Punkt geriickt sind, dass die sammt-
lichen Curven desselben dort einen Doppelpunkt
haben.!
1 Es sind far die % cbenso drei Bedingungen f  drei Stellen
berithren wie in s=0, *=0 einen Doppelpunkt zu haben.
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Curve 4. Ordnung mit dreifachem Punkt. p = 0.

Die an vier Stellen berlihrenden Kegelschnitte bilden vie r
von einander verschiedene einfach unendliche Sy-
steme; Uberdies treten die doppelt gezahlten Geraden durch
den dreifachen Punkt (vierfach zdhlend) als uneigentliches
System auf.

Die uberall bertihrenden Curven dritter Ordnung, welche
den dreifachen Punkt nicht enthalten, bilden vier von ein-
ander verschiedene Schaaren von der Mannigfaltig-
keit 3. Diese Schaaren sind nichtadjungirte Systeme, d. h. die
12 Berlihrungspunkte zweier Curven einer Schaar sind der
volle Schnitt einer weiteren C,. Uberdies tritt bei unserer
Bestimmung das System der adjungirten Beriihrungscurven C,
vierfach zéhlend als uneigentliches System auf.

Curve 5. Ordnung mit einem dreifachen Punkt p=3.

Durch drei beliebige Punkte a,, a,, a, der C? gibt es
2234 = 256 Curven dritter Ordnung, welche sonst
nur noch an sechs Stellen berthren.

Uberdies treten die 64 adjungirten Berithrungscurven dritter
Ordnung, jede vierfach zédhlend, als uneigentliche Lésungen auf.
Dabei kdnnen a,, a,, a; und die 12 Berilihrungspunkte zweier
der obigen Curven niemals auf einer C; liegen.

Curve 6. Ordnung mit zwei dreifachen Punkten. p=—4.

Es sollen die tiiberall beriihrenden Curven 4. Ordnung
bestimmt werden, welche die dreifachen Punkte # und # nicht
enthalten. Nimmt man eine dieser Curven an und ergénzt auf
irgend eine Weise ein adjungirtes System, zu welchem sie
gehort, so treten in der zugehdrigen Schaar P genau acht freie
Parameter auf, welche in # und # je den drei Bedingungen 4)
und 10) zu unterwerfen sind.

Bezeichnet man die Combinationen, welche bezliglich ¢
zu eigentlichen oder uneigentlichen Losungen fiihren, mit #,
beziehungsweise ¢, und analog # und #,, so kann man zu-
sammennehmen: 1.4.4,; 2. £.8,; 3. ¢,t.; 4. 4, #,, und es folgt: Die
Curve 6. Ordnung mit zwei dreifachen Punkten hat 224.4* =
4096 Systeme von {iberall bertihrenden Curven 4. Ord-

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIL. Bd., Abth. [, a. 68
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nung, die keinen der beiden dreifachen Punkte ent-
halten und die Mannigfaltigkeit 2 haben. Ferner treten 2048
Systeme auf, deren Curven in je einem der dreifachen Punkte
adjungirt sind und sonst an neun Stellen beriihren. Diese
Systeme zé#hlen als uneigentliche Losungen vierfach. Endlich
zdhlen die 256 Systeme adjungirter Beriihrungscurven 4. Ord-
nung 16fach als uneigentliche Lésungen.

Hat endlich allgemein eine Curve vom Geschlechte p
etwa d dreifache Punkte, so gibt es durch eine geeignet
gewihlte Anzahl von festen Punkten auf der Curve im Ganzen:
22r 44 Systeme von {iberallberihrenden Curven, die
keinen der dreifachen Punkte enthalten; 227.4.49-! je vier-
fach z&dhlende uneigentliche Systeme, die nur in je
einem der dreifachen Punkte einen Doppelpunkt haben und die
anderen (d—1) nicht enthalten; 227 <(ol) 4d—2 je 4%-fach

zahlende uneigentliche Systeme, die nur in je zweien
der dreifachen Punkte adjungirt sind und sonst iiberall beriihren
u. s. w, endlich 2?2 je 4%-fach zdhlende uneigentliche
Systeme, die in allen dreifachen Punkten adjungirt sind.

Sind ausser den 4 dreifachen Punkten noch & Doppelpunkte
vorhanden, so ist, wegen §. 6, Abhandlung I, jede der er-
haltenen Anzahlen mit 2° zu multipliciren, wahrend
sich die Mannigfaltigkeit jedes der Systeme um & vermindert.

Treten endlich noch » Riickkehrpunkte hinzu, so erleidet
die Mannigfaltigkeit jeder der bisher angegebenen Schaaren
eine weitere Reduction um 7, und eine jede derselben zeigt an
den # Riickkehrpunkten folgendes Verhalten:

Die Schaar theilt sich in:

7
()

I r 1,\
5 (1 ) (5)s
Unterschaaren, welche nur je
0,1,2,3. v

der Rickkehrpunkte enthalten (vergl. Abhandlung I, §. 6).
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