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Ober eine algebraische Theorie der Sehaaren 
niehtadjungirter Berührungscurven, welche 

zu einer algebraischen Curve gehören

Wilhelm  W eiss,
Assistent fü r  Mathematik an der k. k. deutschen technischen Hochschule in Prag.

(Vorgelegt in der Sitzung am 13. Juli 1893.)

D i e  A r b e i t ,  w e l c h e  i c h  m i r  h i e m i t  d e r  h o h e n  A k a d e m i e  v o r ­

z u l e g e n  e r l a u b e ,  i s t  e i n e  F o r t s e t z u n g  d e r  i n  d i e s e n  S i t z u n g s ­

b e r i c h t e n ,  B d .  X C I X  u n t e r  g l e i c h e m  T i t e l  e r s c h i e n e n e n  A b h a n d ­

l u n g .  E s  w e r d e n  i n  d e r s e l b e n  z u m  e r s t e n m a l e  d i e  S j ^ s t e m e  

n i e h t a d j u n g i r t e r  B e r ü h r u n g s c u r v e n  e i n e r  a l g e b r a i s c h e n  C u r v e  

u n t e r s u c h t ,  w e n n  n e b e n  d e n  g e w ö h n l i c h e n  a u c h  n u r  e r s t  d i e  

e i n f a c h s t e n  h ö h e r e n  S i n g u l a r i t ä t e n ,  n ä m l i c h  d r e i f a c h e  P u n k t e  

m i t  g e t r e n n t e n  T a n g e n t e n ,  a u f t r e t e n .  E s  i s t  l e i c h t  z u  s e h e n  u n d  

b e k a n n t ,  d a s s  a u c h  s c h o n  h i e z u  d e r  g e g e n w ä r t i g e  S t a n d  d e r  

T h e o r i e  d e r  A b e l ’ s c h e n  F u n c t i o n e n  n i c h t  h i n r e i c h t ,  w e i l  d a s  z u ­

g e h ö r i g e  U m k e h r p r o b l e m  e i n  a l l g e m e i n e r e s  i s t .  D i e  B e h a n d l u n g  

i s t  a l g e b r a i s c h ,  u n d  d i e  R e s u l t a t e  d ü r f t e n  s c h o n  d e s s h a l b  n i c h t  

g a n z  o h n e  I n t e r e s s e  s e i n ,  w e i l  a u s  i h n e n  h e r v o r g e h t ,  w i e  s e h r  

a n d e r s  d i e s e  S y s t e m e  v o n  B e r ü h r u n g s c u r v e n  d u r c h  e i n e n  d r e i ­

f a c h e n  P u n k t  b e e i n f l u s s t  w e r d e n ,  a l s  e t w a  d u r c h  d r e i  g e t r e n n t e  

D o p p e l p u n k t e ,  w e l c h e  j a  i n  m a n c h e r  a n d e r e n  H i n s i c h t  ( C l a s s e ,  

G e s c h l e c h t  u .  s .  w . )  d e m  d r e i f a c h e n  P u n k t e  ä q u i v a l e n t  s i n d .

E s  s e i  f ( s , z )  —  0  d i e  G r u n d c u r v e  u n d  s  : =  0 ,  5 =  0  e i n  

d r e i f a c h e r  P u n k t  v o n  /  m i t  g e t r e n n t e n  T a n g e n t e n

f(s, z) =  (/ 30Z,, +  / 3|Sas +  S*) +  / * + / ,  +

? l ( ° ) ( s , z )  s e i  e i n e  C u r v e ,  w e l c h e  d e n  d r e i f a c h e n  P u n k t  n i c h t  

e n t h ä l t , / i n  e i n e r  G r u p p e  Goq b e r ü h r t  ( i n  0  P u n k t e n )  u n d  n o c h
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1026 W. W e i s s ,

i n  e i n e r  R e s t g r u p p e  G r  s c h n e i d e t .  D a s  Z i e l  d e r  f o l g e n d e n  

U n t e r s u c h u n g  i s t  d a n n  i m  W e s e n t l i c h e n  d i e  B e s t i m m u n g  d e r  

G e s a m m t h e i t  2 t  a l l e r  C u r v e n  g l e i c h e r  O r d n u n g  u n d  A r t  w i e  

w e l c h e  d u r c h  G r  g e h e n .

E s  m ö g e n  . 4 (0) ( s ,  z) ■=. 0 ;  ^ 4 ( s ,  z)  —  0  u n d

P ( s , z )  -  X 0P ( ° ) - f - X 1P ( 1 ) +  X 2P ( 2> +  . . . X 2P < ? )  =  0

d i e s e l b e  B e d e u t u n g  h a b e n  w i e  i n  § .  5  d e r  A b h a n d l u n g  I .  S o l l e n  

i n  d e n  B e r ü h r u n g s g r u p p e n  v o n  A  C u r v e n  2 1  b e r ü h r e n ,  s o  m u s s  

n a c h  § .  5 ,  G l e i c h u n g  3 )  d i e  I d e n t i t ä t  b e s t e h e n :

W ()}P Z ~  2 W (0l 2+ 9 3 / ,  

w e l c h e  i n  d e r  U m g e b u n g  v o n  5 —  0 ,  2 =  0  d i e  I d e n t i t ä t

q((0) p z  =  s)(/(55 ^ (o )  2 +  93/ ^  z) f

z u r  n o t h w e n d i g e n  u n d  h i n r e i c h e n d e n  V o r a u s s e t z u n g  h a t .

D a  i m  v o r l i e g e n d e n  F a l l e  a  = :  0  i s t ,  t r i t t  d i e  1.  c .  § .  5  a n g e ­

g e b e n e  V e r e i n f a c h u n g  e i n ,  s o  d a s s  d i e  B e d i n g u n g s i d e n t i t ä t  d i e  

f o l g e n d e  i s t :

P 2 -  2 l ' ( s ,  z ) f ,  1 )

2 ( /( s ,  z),  9 3 ' ( s ,  z)  s i n d  P o t e n z r e i h e n .

Z u m  B e s t e h e n  d i e s e r  I d e n t i t ä t  a n  d e r  S t e l l e  5 =  0 ,  z  =  0

s i n d  n a c h  d e r  a l l g e m e i n e n  T h e o r i e  d u r c h  d i e  P a r a m e t e r  X  v o n  P ,

- ^ - 3 . ( 3  —  1 )  =  3  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  z u  e r f ü l l e n .

S o l l  d e r  v o r l i e g e n d e  S p e c i a l f a l l  a u c h  d u r c h  d i e  B e z e i c h n u n g -  

e r s i c h t l i c h  s e i n ,  s o  h a t  m a n :

( P 2 +  P 3 +  ...)2 -  ( ^  +  r |ü2 +  f , 15 +  . . . ) ( i ( 0 ) +  i f ) +  ...)2 +

+  ( 9 3 /1 0-  +  5 S | | 5 4 - 9 3 2,r«2 +  9 3 2i ^ 5 - + -  . . ■ ) ( f i - ' r f n ^ r  . . • ) •  1)

D i e  d r e i  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  e r g e b e n  s i c h  a u s :

(P2022+ P 2,2s+P22s2)2 =  21 ̂ ( A ^  +  A ^ z s + A ^ s ^ - h

+  (9 3 , 0 2  +  93', 0 s )  ( / 30 z * + f ?Az 2s + f 32z s z - h  / 33 s :i)  2 )
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u n d

2 P2P3 =  (Wloz + % ls )A ^ z +  2Wi)A ^ A f )  +

+ (fkOz4 ■+■ A l2'3 5 + fkZZ<l 52 + fwZS,i + A454) +

D i e  G l e i c h u n g  2 )  l i e f e r t  z w e i  d e r  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n ;  

d e n n  s o l l e n  d i e  C o n s t a n t e n  9 ( ' ,  9 3 /(rt, 93' ,  s o  b e s t i m m t  w e r d e n  

k ö n n e n ,  d a s s  2 )  e i n e  I d e n t i t ä t  w i r d ,  s o  e r g e b e n  s i c h  f ü r  d i e ­

s e l b e n  d u r c h  C o e f f i c i e n t e n v e r g l e i c h u n g  f ü n f  G l e i c h u n g e n  u n d

a l s o  d u r c h  E l i m i n a t i o n  z w e i  B e d i n g u n g e n  f ü r  d i e  G r ö s s e n
p ' i  p  p  1 20 * 20 ■* 21

B e i d e  G l e i c h u n g e n  s i n d  i n  d e n  P a r a m e t e r n  d e r  S c h a a r  P  

q u a d r a t i s c h ,  d a  P 2 0 , P.i V  P 22 d i e s e l b e n  l i n e a r  e n t h a l t e n .  D i e  

I d e n t i t ä t  3 )  g i b t  d i e  l e t z t e  B e d i n g u n g ,  d a  z u r  B e s t i m m u n g  d e r  

f ü n f  C o n s t a n t e n  3 l ' 1(), 9 1 ' , ,  9 3 2 0 , 9 3 ^ , ,  9 3 22 s e c h s  l i n e a r e  G l e i c h u n g e n  

v o r l i e g e n .

A u c h  d i e s e  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  i s t  i n  d e n  X  q u a d r a t i s c h ,  

d a  s i e  d i e  P r o d u c t e  P 20P M - l i n e a r  e n t h ä l t .

D i e  U n t e r s u c h u n g  d i e s e r  d r e i  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  b i l d e t  

d e n  K e r n p u n k t  d e r  v o r l i e g e n d e n  B e h a n d l u n g s w e i s e  d e r  B e -  

r ü h r u n g s s c h a a r e n .  D i e  B e r ü h r u n g s g r u p p e n  d e r  n i c h t a d j u n g i r t e n  

B e r ü h r u n g s s c h a a r  9 t  s i n d  o f f e n b a r  z w a r  s p e c i e l l e ,  a b e r  d o c h  

l i n e a r e  S c h a a r e n .  G e r a d e  d i e s e  S c h a a r e n  w e r d e n  a u c h  d u r c h  

j e n e  C u r v e n  P  a u s g e s c h n i t t e n ,  d e r e n  P a r a m e t e r  j e n e n  d r e i  

B e d i n g u n g e n  g e n ü g e n .  D a r u m  i s t  a  p r i o r i  e i n z u s e h e n ,  d a s s  

j e d e  d e r  q u a d r a t i s c h e n  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  i n  

z w e i  L i n e a r f a c t o r e n  z e r f a l l e n  m u s s ,  u n d  n u r  d i e  w i r k ­

l i c h e  Z e r f ä l l u n g  k a n n  a l s  a b s c h l i e s s e n d e  E r l e d i g u n g  a n g e s e h e n  

w e r d e n .

D i e  b e i d e n  a u s  2 )  f o l g e n d e n  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  g e ­

s t a l t e n  s i c h ,  s a m m t  i h r e r  Z e r l e g u n g  i n  L i n e a r f a c t o r e n ,  w e s e n t ­

l i c h  e i n f a c h e r ,  w e n n  m a n  d i e  d r e i  W u r z e l n  d e r  F o r m :

=  0

e i n f ü h r t .  D i e s e  s e i e n  w v w 2, i v . y 

D a n n  g e h t  2 )  ü b e r  i n

(,Pw «r> +  Ptlw , + P „ ) ‘ =  ^ {A f iw i+ A f tw i  +  A ® )  
i =  1,2,3.
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1028 W. W e i s s ,

F ü h r t  m a n  n o c h  d i e  B e z e i c h n u n g e n  e i n :

P 20 w f  + P u  1Vj  +  P 22 =  P 2 (w,)

A ^ w f  +  A ^ i V i + A f l  =  A f ) ( w { )

P 30 iv ;  +  P ;! | w /  P >2 w ,  +  P 33 =  P 3 ( w , )

W / —  A ^ ( W j ) ,

s o  e r h ä l t  m a n

p * ( W .) =  ^ , ( 4 0) K ))2 

p * ( w 2) =  « K f W  

p f a s )  =  W ( w 3) ) 2

H i e r a u s  e r g e b e n  s i c h  d u r c h  E l i m i n a t i o n  v o n  ? ' ( '  d i e  b e i d e n  

B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n :

P l ( i v [) ( A f ) ( w 2) ) 2— P ; ( w i ) ( A f ( w {) Y  =  0  

P * ( « ^ ( A W ( w 3) ) 2— P 2( w 3) ( 4 0) ( w ,))2 =  0 ,

w e l c h e  u n m i t t e l b a r  i n  L i n e a r f a c t o r e n  z e r l e g t  w e r d e n  k ö n n e n  

u n d  d a s  f o l g e n d e  S y s t e m  b i l d e n :

P 2( w | ) ^ < 0) ( w 2 )  +  s  P 2 (Tv2) A f n w {) =  0  4

^ 2 (w i ) ^ l 0) (w 3) +  £/p2 ( w : i )^ ^ 0) ( W i )  =  0  

£ =  d z  1 S/ =  d z  1.

D i e  I d e n t i t ä t  3 ) ,  w e l c h e  d i e  l e t z t e  d e r  d r e i  B e d i n g u n g s ­

g l e i c h u n g e n  l i e f e r t ,  w i r d  b e i  E i n f ü h r u n g  d e r  w-t u n d  d e r  o b i g e n  

B e z e i c h n u n g e n  d u r c h  d a s  f o l g e n d e  S y s t e m  e r s e t z t :

2  P 2 ( « / , )  P 3 (wi)  =  ( % « W i + % , )  ( A f )  («/ , ■) )*  +  2 ( W / )  4 °)  ( W / )  +

+ ( * ; „ » , h - sb; , ) / , ( » , )

J =  1,2, 3,
w o r i n

A  (1vd = f M^ + A i  wl+ / 42 w /  + / M + / „ .

D i e  G l e i c h u n g  s e l b s t  f o l g t  u n m i t t e l b a r  d u r c h  E l i m i n a t i o n  

v o n  2 1 ' , 0 , w e n n  m a n  n u r  n o c h  i r g e n d  d r e i  G l e i c h u n g e n  h i n z u ­

n i m m t ,  d i e  b e i  d e r  B e h a n d l u n g  d e r  I d e n t i t ä t  2 )  a l s  z u r  B e s t i m ­

m u n g  v o n  ^Co ^ i ö ^ i i g ' e e i g n e t  e r k a n n t  s i n d .  S o  e r w e i s t  e s  s i c h  

v o n  V o r t h e i l ,  d i e  f o l g e n d e  C o m b i n a t i o n  v o n  s e c h s  G l e i c h u n g e n  

z u  b e n ü t z e n :
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2 /Uw<)^(«V) =  (4 °) («>/))' + Si;,(.4W (wi)Y+2 % [A f ( w fy A f ( w ^ %  (»,) + *', ,f„(tv,)
i  =  1 ,  2 ,  3 .

( w ,))1 5 )

« ( » . » M s y - P i f i f h ) ) '  =

( P , K ) ) M g i  -  P a (A'°> ( » , ) ) *  =  - S ' „ / ss.

D i e  l e t z t e n  z w e i  G l e i c h u n g e n  e n t s t e h e n ,  w e n n  m a n  i n  d e r  I d e n t i t ä t  2 ) ,  d i e  n a c h  E r f ü l l u n g  d e r  B e d i n ­

g u n g e n  4 )  i n  d e r  T h a t  b e s t e h t ,  e i n m a l  s = l , s r O ,  d a s  a n d e r e m a l  5 = r  1 ,  z  —  0  s e t z t .

D i e  g e s u c h t e  l e t z t e  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  i s t  d a n n :

p 2K ) ^ K )

P i ( w i )  P z (1K ]

P z W  P i ( w :0

( p * K ) ) M ( r - p * , ( ^ ( W l ) )

n)y{Afiw^y  ( A f ( w , ) ) 2 Af\w{)A f (w x) w{f k{w{) f k{wx)
wt{A^(w%) )z (Af)(wt)Y A f ] (w2)Af-(iv2) w 2/ 4 (w 2) / 4 (w 2)

w.^Af){wz)y (Af)(w.^y Af>(fUs)AM(wz) w3/4(«;3) /4(w3)
0  0  ( A f { w {) Y  0  0

0 0  0  — / 3Ü 0

0 0 0  0  —

=  0. 6)

D i e  P a r a m e t e r  X  d e r  S c h a a r  P  s i n d  n u r  i n  d e r  e r s t e n  C o l o n n e  e n t h a l t e n ,  u n d  e s  i s t  e r s i c h t l i c h ,  d a s s  s i e  

i n  d e r  G l e i c h u n g  6)  q u a d r a t i s c h  a u f t r e t e n .  D i e  Z e r l e g u n g  i n  z w e i  L i n e a r f a c t o r e n  b i e t e t  h i e r  s c h o n  b e d e u t e n d e  ^  

S c h w i e r i g k e i t e n ;  s i e  w i r d  a b e r  g e r a d e  d u r c h  d i e  A u s w a h l  d e s  G l e i c h u n g s s y s t e m s  5 )  e r l e i c h t e r t .  E s  l ä s s t  s i c h
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nämlich mit Hilfe der früheren Relationen die Determinante 6) 
so umformen, dass die erste Colonne irgend eine der drei 
Grössen P 2(w,), P z(wz), P 2(w3) als Factor enthält.

Zunächst folgen aus den Gleichungen 4) die Beziehungen

7 ;

P  ( w )  —  _ _ _ _ £ P  (1V )1 —  S  r zVw\)

P  ( w )  — _ _ s '  ^ 0) P  (w  )
J ' i W -  A p ( w t) *  l ) '

D i e  b e i d e n  l e t z t e n  E l e m e n t e  d e r  e r s t e n  C o l o n n e :

( p ^ y A m - p ^ i ^ ) ) 2
{Pz( i v , ) Y A ^ - P l , { A f ) { i v {) y

e n t h a l t e n  d i e  P a r a m e t e r  X  a u c h  i n  d e n  F o r m e n  P * () , P \ r  E s  i s t  

d a h e r  n ö t h i g ,  d i e s e  G r ö s s e n  d u r c h  P 2( w , ) ,  P 2( w 2 ) ,  P 2( w 3 )  a u s ­

z u d r ü c k e n .

D a z u  f ü h r e n  d i e  G l e i c h u n g e n

Pẑ w \~3t' Pz\w\~>rPzz —  Pz lw i)

PiQ W'i Pz i wz Pzz —  Pz (1vz)

Pm1vi~̂  Pziwz~>r Pzz — Pz(w:i)-
S e t z t  m a n

| w \ 1V[ 1

A  =  | w\ w z 1

i w\ ws 1

s o  f o l g t  a u s  d e r  A n n a h m e ,  d a s s  5 =  0 ,  s  =  0  f ü r  d i e  G r u n d c u r v e

f :i(s, z)+fn (s,z) +  • - = 0  e i n  d r e i f a c h e r  P u n k t  m i t  g e t r e n n t e n  

T a n g e n t e n  i s t ,  d a s s  A v o n  N u l l  v e r s c h i e d e n  s e i n  m u s s .

M a n  h a t  d a h e r

APzo = Pz (w i) (w 2 ~  +  Pz K )  (1v:i ~ wi) + Pz K )  (w —wt)
A P 2i —  P 2 K ) 1) +  P z  O 2) (w i—  V )  +  P z  O s )  (w 2— 1) g)

APzz = Pz(1vi)1vz1v-i(fUz~w:i) +  Pz(1vz) w?,1vi (w 3 — ^ i )  +

-+- P2 (w3) W, w2 (ivx — 1VZ).

U n t e r  B e r ü c k s i c h t i g u n g  v o n  7 )  u n d  8)  g e h t  d i e  B e d i n g u n g s ­

g l e i c h u n g  6)  i n  d i e  f o l g e n d e  ü b e r :
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^ : , K )

Af  K )  T> i X 

^ 4 f ( w 2)

*( ’>
p 2K )

p 2 (W l ) ( 4 r - ( 4 o ) ( W l ) ) 2M )

W K ) ) *
0

0

' . A K ) A K )

;2A K ) A K )

;3A K ) A K )

0 0

A o 0

0 A.3

. P 2( w , )  =  0 ,  9 )

worin

y¥=  _  j (^ _ Wi)_ ^ _ | 5_ _  (w _ W!)

iV  -  ~  \ V 3 ( n , z - w 3) - .
A p ( w  2)  J

- W :!^  K — W t) — s' ^ (ö )^ ’ ) W 1 w 2 K  —  w g) f

B e z e i c h n e n  w i r  d i e  l e t z t e  D e t e r m i n a n t e  m i t  A s s -,  s o  h a t  d i e  G l e i c h u n g  6)  s c h l i e s s l i c h  d i e  F o r m :

A e s . .  P 2K )  =  0 . 10)

D i e  G l e i c h u n g e n  4 ' )  u n d  1 0 )  s t e l l e n  d i e  d r e i  g e s u c h t e n  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  i n  i h r e r  e n d g i l t i g e n  

G e s t a l t  d a r ,  u n d  e s  f o l g e n  a u s  i h n e n  u n m i t t e l b a r  d i e  w e s e n t l i c h s t e n  R e s u l t a t e  ü b e r  d i e  h i e r  i n  F r a g e  

k o m m e n d e n  B e r ü h r u n g s c u r v e n s c h a a r e n .
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1032 W  W e i s s ,

D u r c h  d i e s e  G l e i c h u n g e n  w e r d e n ,  w i e  b e k a n n t ,  a u s  d e r  

S c h a a r  P  g e r a d e  j e n e  T h e i l s c h a a r e n  a u s g e s o n d e r t ,  i n  d e r e n  

f r e i e n  S c h n i t t p u n k t e n  m i t  f  C u r v e n  ? !  b e r ü h r e n .  N u n  g i b t  e s  

z u r  E r f ü l l u n g  d e r  e r s t e n  b e i d e n  B e d i n g u n g e n ,  w e g e n  d e r  C o m ­

b i n a t i o n e n  s  z z :  d = l ,  s 7 = =  ± 1 ,  v i e r  M ö g l i c h k e i t e n  u n d  j e d e r  d e r ­

s e l b e n  g e h ö r t  e i n e  u n d  n u r  e i n e  M ö g l i c h k e i t  z u ,  d e r  l e t z t e n  

B e d i n g u n g  A==» =  0  z u  g e n ü g e n .

D i e  B e d i n g u n g  1 0 )  i s t  a b e r  a u c h  e r f ü l l t ,  w e n n  m a n  d i e  

P a r a m e t e r  v o n  P  d e r  G l e i c h u n g  P 2( w , )  =  0  g e n ü g e n  l ä s s t ;  

d a n n  i s t  a b e r  v e r m ö g e  7 )  a u c h  P 2( w 2)  —  0, P 2( w 3 )  —  0 u n d  

d a h e r  n a c h  8)  a u c h :

-^20 —  P 2\ =  0 , 1 1 )

s o  d a s s  d i e  d r e i  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  j e t z t  d i e  G l e i c h u n g e n  11 )  

s i n d ,  u n d  d a  d i e s  f ü r  j e d e  C o m b i n a t i o n  s s '  e i n t r i t t ,  i s t  d i e  d u r c h  

1 1 )  d e f i n i r t e  S c h a a r  v o n  P  v i e r f a c h  z ä h l e n d .

D i e  C u r v e n  d e r  S c h a a r  P ,  d e r e n  P a r a m e t e r  d e n  G l e i c h u n g e n  

11)  g e n ü g e n ,  h a b e n  a b e r  i n  s  ~  0, c  =  0 n i c h t  m e h r  w i e  a l l e  

a n d e r e n  C u r v e n  P  e i n e n  D o p p e l p u n k t ,  s o n d e r n  e i n e n  d r e i f a c h e n  

P u n k t ,  u n d  e s  r ü c k e n  d a h e r  v o n  i h r e n  f r e i e n  S c h n i t t p u n k t e n  

d r e i  i n  d e n  d r e i f a c h e n  P u n k t .

D a  a b e r  i n  j e d e m  d i e s e r  P u n k t e  e i n e  B e r ü h r u n g  z w i s c h e n /  

u n d  9 t  s t a t t h a b e n  m u s s ,  s o  g e h ö r e n  d i e s e n  b e s o n d e r e n  P - C u r v e n  

B e r ü h r u n g s c u r v e n  9 1  z u ,  d i e  i n  s  =  0 ,  z  —  0  e i n e n  D o p p e l p u n k t  

h a b e n .  ( D r e i  u n e i g e n t l i c h e  B e r ü h r u n g e n . )  A u s  d e m  V o r s t e h e n d e n  

f o l g t :

J e d e s  S y s t e m  a d j u n g i r t e r  B e r ü h r u n g s c u r v e n  b e ­

s t i m m t  v i e r  v o n  e i n a n d e r  g e t r e n n t e  S c h a a r e n  v o n  

B e r ü h r u n g s c u r v e n ,  w e l c h e  d e n  d r e i f a c h e n  P u n k t  

n i c h t  e n t h a l t e n  u n d  s e l b s t  S y s t e m e  b i l d e n  u n d  ü b e r ­

d i e s  n o c h  e i n  v i e r f a c h  z ä h l e n d e s  u n e i g e  n  t l i c h  e s  

S y s t e m ,  b e i  w e l c h e m  d r e i  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d a d u r c h  

i n  d e n  d r e i f a c h e n  P u n k t  g e r ü c k t  s i n d ,  d a s s  d i e  s ä m m t -  

l i c h e n  C u r v e n  d e s s e l b e n  d o r t  e i n e n  D o p p e l p u n k t  

h a b e n . 1

J Es sind für die ebenso drei Bedingungen /  drei Stellen

berühren wie in s =  0, ~ =  0 einen Doppelpunkt zu haben.
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C u r v e  4 .  O r d n u n g  m i t  d r e i f a c h e m  P u n k t ,  p  —  0 .

D i e  a n  v i e r  S t e l l e n  b e r ü h r e n d e n  K e g e l s c h n i t t e  b i l d e n  v i e r  

v o n  e i n a n d e r  v e r s c h i e d e n e  e i n f a c h  u n e n d l i c h e  S y ­

s t e m e ;  ü b e r d i e s  t r e t e n  d i e  d o p p e l t  g e z ä h l t e n  G e r a d e n  d u r c h  

d e n  d r e i f a c h e n  P u n k t  ( v i e r f a c h  z ä h l e n d )  a l s  u n e i g e n t l i c h e s  

S j ^ s t e m  a u f .

D i e  ü b e r a l l  b e r ü h r e n d e n  C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  

d e n  d r e i f a c h e n  P u n k t  n i c h t  e n t h a l t e n ,  b i l d e n  v i e r  v o n  e i n ­

a n d e r  v e r s c h i e d e n e  S c h a a r e n  v o n  d e r  M a n n i g f a l t i g ­

k e i t  3 .  D i e s e  S c h a a r e n  s i n d  n i c h t a d j u n g i r t e  S y s t e m e ,  d .  h .  d i e  

1 2  B e r ü h r u n g s p u n k t e  z w e i e r  C u r v e n  e i n e r  S c h a a r  s i n d  d e r  

v o l l e  S c h n i t t  e i n e r  w e i t e r e n  C 3 . Ü b e r d i e s  t r i t t  b e i  u n s e r e r  

B e s t i m m u n g  d a s  S y s t e m  d e r  a d j u n g i r t e n  B e r ü h r u n g s c u r v e n  C . ,  

v i e r f a c h  z ä h l e n d  a l s  u n e i g e n t l i c h e s  S y s t e m  a u f .

C u r v e  5 .  O r d n u n g  m i t  e i n e m  d r e i f a c h e n  P u n k t .  p = .  3 .

D u r c h  d r e i  b e l i e b i g e  P u n k t e  av az, az d e r  C? g i b t  e s  

2 2 3 . 4  =  2 5 6  C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  s o n s t  

n u r  n o c h  a n  s e c h s  S t e l l e n  b e r ü h r e n .

Ü b e r d i e s  t r e t e n  d i e  6 4  a d j u n g i r t e n  B e r ü h r u n g s c u r v e n  d r i t t e r  

O r d n u n g ,  j e d e  v i e r f a c h  z ä h l e n d ,  a l s  u n e i g e n t l i c h e  L ö s u n g e n  a u f .  

D a b e i  k ö n n e n  av az, u n d  d i e  1 2  B e r ü h r u n g s p u n k t e  z w e i e r  

d e r  o b i g e n  C u r v e n  n i e m a l s  a u f  e i n e r  C 3 l i e g e n .

C u r v e  6. O r d n u n g  m i t  z w e i  d r e i f a c h e n  P u n k t e n ,  p  —  4 .

E s  s o l l e n  d i e  ü b e r a l l  b e r ü h r e n d e n  C u r v e n  4 .  O r d n u n g  

b e s t i m m t  w e r d e n ,  w e l c h e  d i e  d r e i f a c h e n  P u n k t e  t u n d  f  n i c h t  

e n t h a l t e n .  N i m m t  m a n  e i n e  d i e s e r  C u r v e n  a n  u n d  e r g ä n z t  a u f  

i r g e n d  e i n e  W e i s e  e i n  a d j u n g i r t e s  S y s t e m ,  z u  w e l c h e m  s i e  

g e h ö r t ,  s o  t r e t e n  i n  d e r  z u g e h ö r i g e n  S c h a a r  P  g e n a u  a c h t  f r e i e  

P a r a m e t e r  a u f ,  w e l c h e  i n  t u n d  t' j e  d e n  d r e i  B e d i n g u n g e n  4 )  

u n d  10)  z u  u n t e r w e r f e n  s i n d .

B e z e i c h n e t  m a n  d i e  C o m b i n a t i o n e n ,  w e l c h e  b e z ü g l i c h  t 

z u  e i g e n t l i c h e n  o d e r  u n e i g e n t l i c h e n  L ö s u n g e n  f ü h r e n ,  m i t  te, 

b e z i e h u n g s w e i s e  tn u n d  a n a l o g  t'c u n d  t'n , s o  k a n n  m a n  z u ­

s a m m e n n e h m e n :  1 .  tc t’c \ 2 .  tet'u \ 3 .  tu t[-\ 4 .  tn t'u , u n d  e s  f o l g t :  D i e  

C u r v e  6. O r d n u n g  m i t  z w e i  d r e i f a c h e n  P u n k t e n  h a t  2 2-4. 4 z = :  

4 0 9 6  S y s t e m e  v o n  ü b e r a l l  b e r ü h r e n d e n  C u r v e n  4 .  O r d -

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CII. Bd., Abth. J!.a. 68
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n u n g ,  d i e  k e i n e n  d e r  b e i d e n  d r e i f a c h e n  P u n k t e  e n t ­

h a l t e n  u n d  d i e  M a n n i g f a l t i g k e i t  2  h a b e n .  F e r n e r  t r e t e n  2 0 4 8  

S y s t e m e  a u f ,  d e r e n  C u r v e n  i n  j e  e i n e m  d e r  d r e i f a c h e n  P u n k t e  

a d j u n g i r t  s i n d  u n d  s o n s t  a n  n e u n  S t e l l e n  b e r ü h r e n .  D i e s e  

S y s t e m e  z ä h l e n  a l s  u n e i g e n t l i c h e  L ö s u n g e n  v i e r f a c h .  E n d l i c h  

z ä h l e n  d i e  2 5 6  S y s t e m e  a d j u n g i r t e r  B e r ü h r u n g s c u r v e n  4 .  O r d ­

n u n g  1 6  f a c h  a l s  u n e i g e n t l i c h e  L ö s u n g e n .

H a t  e n d l i c h  a l l g e m e i n  e i n e  C u r v e  v o m  G e s c h l e c h t e  p  

e t w a  d d r e i f a c h e  P u n k t e ,  s o  g i b t  e s  d u r c h  e i n e  g e e i g n e t  

g e w ä h l t e  A n z a h l  v o n  f e s t e n  P u n k t e n  a u f  d e r  C u r v e  i m  G a n z e n : 

2 2̂ ’ . 4 rf S y s t e m e  v o n  ü b e r a l l b e r ü h r e n d e n  C u r v e n ,  d i e  

k e i n e n  d e r  d r e i f a c h e n  P u n k t e  e n t h a l t e n ;  22p .d Ac,~{ j e  v i e r ­

f a c h  z ä h l e n d e  u n e i g e n t l i c h e  S y s t e m e ,  d i e  n u r  i n  j e  

e i n e m  d e r  d r e i f a c h e n  P u n k t e  e i n e n  D o p p e l p u n k t  h a b e n  u n d  d i e

a n d e r e n  ( d — 1 )  n i c h t  e n t h a l t e n ;  2 2p  ^  j  2 j e  4 2 - f a c h

z ä h l e n d e  u n e i g e n t l i c h e  S y s t e m e ,  d i e  n u r  i n  j e  z w e i e n  

d e r  d r e i f a c h e n  P u n k t e  a d j u n g i r t  s i n d  u n d  s o n s t  ü b e r a l l  b e r ü h r e n  

u .  s . w . ,  e n d l i c h  2 2p  j e  4 r f - f a c h  z ä h l e n d e  u n e i g e n t l i c h e  

S y s t e m e ,  d i e  i n  a l l e n  d r e i f a c h e n  P u n k t e n  a d j u n g i r t  s i n d .

S i n d  a u s s e r  d e n  d d r e i f a c h e n  P u n k t e n  n o c h  8 D o p p e l p u n k t e  

v o r h a n d e n ,  s o  i s t ,  w e g e n  § .  6, A b h a n d l u n g  I ,  j e d e  d e r  e r ­

h a l t e n e n  A n z a h l e n  m i t  2 r'  z u  m u l t i p l i c i r e n ,  w ä h r e n d  

s i c h  d i e  M a n n i g f a l t i g k e i t  j e d e s  d e r  S y s t e m e  u m  o  v e r m i n d e r t .

T r e t e n  e n d l i c h  n o c h  r  R ü c k k e h r p u n k t e  h i n z u ,  s o  e r l e i d e t  

d i e  M a n n i g f a l t i g k e i t  j e d e r  d e r  b i s h e r  a n g e g e b e n e n  S c h a a r e n  

e i n e  w e i t e r e  R e d u c t i o n  u m  r ,  u n d  e i n e  j e d e  d e r s e l b e n  z e i g t  a n  

d e n  r  R ü c k k e h r p u n k t e n  f o l g e n d e s  V e r h a l t e n :

D i e  S c h a a r  t h e i l t  s i c h  i n :

1034 W . W e i s s ,  Schaaren niehtadjungirter Berührungscurven.

d e r  R ü c k k e h r p u n k t e  e n t h a l t e n  ( v e r g l .  A b h a n d l u n g  I ,  § .  6) .
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