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Notiz über die zu einer Fundamentaldiserimi- 
nante gehörigen B ernoullisehen Zahlen

I c h  w e r d e  i n  d e n  f o l g e n d e n  Z e i l e n  e i n i g e  R e i h e n  m i t  H i l f e  

d e r  z u  e i n e r  F u n d a m e n t a l d i s c r i m i n a n t e  g e h ö r i g e n  B e r n o u l l i ’ -  

s c h e n  Z a h l e n  s u m m i r e n  u n d  s o d a n n  a u f  G r u n d  e i n e s  d e r  a n ­

g e g e b e n e n  R e s u l t a t e  d e n  G r e n z w e r t h  e i n e r  u n e n d l i c h e n  D o p p e l ­

s u m m e  e r m i t t e l n ,  w e l c h e  i n  e i n e r  g e w i s s e n  B e z i e h u n g  z u  e i n e m  

b e s t i m m t e n  D o p p e l i n t e g r a l e  m i t  u n e n d l i c h e m  I n t e g r a t i o n s i n t e r ­

v a l l e  s t e h t .

I .  I s t  A  e i n e  F u n d a m e n t a l d i s c r i m i n a n t e  u n d  s A > 0 ,  s o  s i n d  

d i e  z u  A  g e h ö r i g e n  B  e r n o u l l i ’ s c h e n  Z a h l e n  B ( X ,  A )  n a c h  d e r  

v o n  H e r r n  B e r g e r  i n  s e i n e r  i n  d e n  S c h r i f t e n  1 d e r  s c h w e d i s c h e n  

A k a d e m i e  d e r  W i s s e n s c h a f t e n  z u  S t o c k h o l m  v e r ö f f e n t l i c h t e n  

A b h a n d l u n g :  » S u r  u n e  g e n e r a l i s a t i o n  d e s  n o m b r e s  e t  d e s  f o n c -  

t i o n s  d e  B e r n o u l l i «  g e g e b e n e n  D e f i n i t i o n  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g

1 Bihang tili kongl. Svcnska Vetenskaps-Akademiens Handlingar. 13. Ban­
det, Afdelning 1 .

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

b e s t i m m t ,  a u s  w e l c h e r  f o l g t ,  d a s s
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1060 L. G e g e n b a u c r ,

i s t ,  w o  d i e  g e w ö h n l i c h e  B e r n o u l l i ’ s c h e  F u n c t i o n  i s t ,

a l s o  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g

d e f i n i r t  w i r d ,  u n d  d a s s  f ü r  d i e s e  r a t i o n a l e n  Z a h l e n  d i e  R e c u r -  

s i o n s f o r m e l

A u f  d i e s e  Z a h l e n  l ä s s t  s i c h  e i n e  g r o s s e  A n z a h l  v o n  R e i h e n  

z u r ü c k f ü h r e n ,  v o n  d e n e n  e i n i g e  h i e r  a n g e g e b e n  w e r d e n  m ö g e n .  

D i e s e l b e n  s i n d  i n  d e m  f o l g e n d e n  T h e o r e m e  e n t h a l t e n .

I s t  | i x ( m )  g l e i c h  0  o d e r  1 ,  j e  n a c h d e m  d i e  g a n z e  Z a h l  n  

d u r c h  e i n e  % t e  P o t e n z  t h e i l b a r  i s t  o d e r  n i c h t ,

X * ( w )  g l e i c h  0 ,  w e n n  b e i  d e r  D a r s t e l l u n g  v o n  n  a l s  e i n  P r o ­

d u c t  v o n  P r i m z a h l p o t e n z e n  a u c h  n u r  e i n e r  d e r  E x p o n e n t e n  

n a c h  d e m  M o d u l  %  e i n e r  v o n  0  o d e r  1 v e r s c h i e d e n e n  Z a h l  c o n -  

g r u e n t  i s t ,  u n d  g l e i c h  ( — - 1 ) '  i n  a l l e n  a n d e r e n  F ä l l e n ,  w o  t  d i e  

A n z a h l  d e r  E x p o n e n t e n  v o n  d e r  F o r m  a x - f - l  v o r s t e l l t ,

Ij ,(n )  g l e i c h  0 ,  w e n n  n  d u r c h  e i n  Q u a d r a t  ( a u s s e r  1 )  t h e i l b a r  

i s t ,  s o n s t  a b e r  g l e i c h  + 1  o d e r  — 1 ,  j e  n a c h d e m  d i e  A n z a h l  d e r  

P r i m t h e i l e r  v o n  n  g e r a d e  o d e r  u n g e r a d e  i s t ,

b e z e i c h n e t  f e r n e r  c p * ( M )  d i e  A n z a h l  d e r  S y s t e m e  v o n  

■/, g a n z e n  Z a h l e n  d e r  I n t e r v a l l e s  1 . . . n,  d e r e n  g r ö s s t e r  g e m e i n ­

s a m e r  T h e i l e r  z u  n  t h e i l e r f r e m d  i s t ,

fp (it) d i e  A n z a h l  d e r  Z e r l e g u n g e n  d e r  g a n z e n  Z a h l  n i n  

f> F a c t o r e n ,

co (n)  d i e  A n z a h l  d e r  Z e r l e g u n g e n  v o n  n  i n  z w e i  t h e i l e r -  

f r e m d e  F a c t o r e n ,

p  t  (n)  d i e  S u m m e  d e r  x t e n  P o t e n z e n  d e r j e n i g e n  T h e i l e r  

v o n  n ,  w e l c h e  p t e  P o t e n z e n  s i n d ,

s o  b e s t e h e n  d i e  B e z i e h u n g e n

o

b e s t e h t .
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B e rn o u 11 i ’sche  Zahlen. 1063
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1064 L. G ege nb aue r,

I I  f { x i + y l) d x d y  

J  0 Jo

i s t  d e r  G r e n z v v e r t h  d e r  D o p p e l s u m m e

r  =  )i]ys =  / / *i

^yO'sfiXv +  y t )

r =  1, s =  1

b e i  u n b e g r e n z t e r ,  i m  Ü b r i g e n  b e l i e b i g e r  A b n a h m e  e i n e r  j e d e n  

d e r  Z a h l e n

o , .  -  x r+1 — - r r ; K  =  y s + , — y s , 

w o b e i  j e d o c h  s t e t s

7' =  7i | S =  t l 2^  o, -  —  a, y o's =  b

r~:= 1 .S- =  1

b l e i b t ,  u n d  e s  i s t  d a s  u n e i g e n t l i c h e  b e s t i m m t e  D o p p e l i n t e g r a l  

m i t  u n e n d l i c h e m  I n t e g r a t i o n s i n t e r v a l l e

J/°oo /'oo
|  f ( x z + y z) d x d y

0 «VO

d e r  G r e n z v v e r t h ,  w e l c h e m  s i c h  d a s  o b i g e  e i g e n t l i c h e  I n t e g r a l  

b e i  u n b e g r e n z t e r  Z u n a h m e  v o n  a  u n d  b  n ä h e r t .  T h e i l t  m a n  d a s  

I n t e g r a t i o n s g e b i e t  i n  l a u t e r  g l e i c h e  Q u a d r a t e  v o n  d e r  S e i t e  \ / z ,  

s o  h a n d e l t  e s  s i c h  d e m n a c h  b e i  d e r  E r m i t t l u n g  d e s  z u l e t z t  

g e n a n n t e n  u n e i g e n t l i c h e n  b e s t i m m t e n  I n t e g r a l e s  u m  d i e  B e ­

s t i m m u n g  d e s  W e r t h e s ,  w e l c h e m  s i c h  d i e  S u m m e

X =  s „  |i =  s,

y e / ( s ( X 24- [ j l 2) )

>-,7=o

b e i  u n b e g r e n z t e r  A b n a h m e  v o n  s  u n d  u n b e g r e n z t e r  Z u n a h m e  

v o n  S j  u n d  s 2 n ä h e r t .  E s  i s t  n u n  n i c h t  u n i n t e r e s s a n t ,  z u  u n t e r ­

s u c h e n ,  w e l c h e  Ä n d e r u n g  d i e s e r  G r e n z w e r t h  e r f ä h r t ,  w e n n  m a n  

d e n  g a n z e n  Z a h l e n  X  u n d  p.  n i c h t  a l l e ,  s o n d e r n  n u r  g e w i s s e  

a u s g e w ä h l t e  g a n z z a h l i g e  W e r t h e  d e s  B e r e i c h e s  z u e r t h e i l t ,  a l s o

II. Das eigentliche bestimmte Doppelintegral
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I) c r n  o u 11 i ' s e h e  Zah len . 1065

g e w i s s e r m a s s e n  e i n e  R e i h e  v o n  P u n k t e n  d e s s e l b e n  d a d u r c h  

a u s s c h e i d e t ,  d a s s  m a n  i n  d e n s e l b e n  d i e  F u n c t i o n  f ( x , y )  N u l l  

s e i n  l ä s s t .  E i n  d e r a r t i g e r ,  u n t e r  B e n ü t z u n g  e i n e s  z a h l e n t h e o ­

r e t i s c h e n  S a t z e s  b e i  V o r a u s s e t z u n g  d e r  a b s o l u t e n  C o n v e r g e n z  

d e s  e r w ä h n t e n  I n t e g r a l e s  l e i c h t  z u  b e h a n d e l n d e r  F a l l  i s t  d e r ­

j e n i g e  i n  w e l c h e m  d e n  Z a h l e n  X  u n d  |j, n u r  j e n e  g a n z z a h l i g e n  

p o s i t i v e n  W e r t h e  b e i g e l e g t  w e r d e n ,  w e l c h e  z u  e i n a n d e r  t h e i l e r -  

f r e m d  s i n d .  D a  d i e  m i t t l e r e  F l ä c h e n d i c h t i g k e i t  d i e s e r  Z a h l e n -

6
p a a r e  n a c h  e i n e m  v o n  m i r  f r ü h e r  a b g e l e i t e t e n  S a t z e  —2 i s t ,  s o

TU

i s t  v o n  v o r n e h e r e i n  z u  e r w a r t e n ,  d a s s  d a d u r c h  d i e  S u m m e  e i n e  

Ä n d e r u n g  e r l e i d e n  w i r d .  U n t e r  d e r  e b e n  g e n a n n t e n  V o r a u s ­

s e t z u n g  f i n d e t  m a n  a u f  d e m s e l b e n  W e g e ,  w e l c h e n  i c h  i n  d e r  

v o r  K u r z e m  v e r ö f f e n t l i c h t e n  M i t t h e i l u n g : 1 » E i n e  A n w e n d u n g  

d e r  Z a h l e n t h e o r i e  a u f  d i e  I n t e g r a l r e c h n u n g «  e i n g e s c h l a g e n  h a b e  

d i e  B e z i e h u n g

=  ,V|, x, =  .s-..

l i m  n V  s / ( s ( X 2 +  a 2) )  s  ( -  ) =3-o,.v =oo,.s'..= co v v > n \[}s [j^/
X. jj. =  o

/■*oo

=  M  f ( y ) d y ,  ( | X , 0 1  =  X ;  | 0 , 0 |  >  1 )  

J o

w o  | X ,  | d e r  g r ö s s t e  g e m e i n s a m e  T h e i l e r  d e r  z w e i  g a n z e n  

Z a h l e n  X  u n d  [i i s t ,  d i e  z a h l e n t h e o r e t i s c h e  F u n c t i o n  s ( a )  d e n  

W e r t h  1 o d e r  0  h a t ,  j e  n a c h d e m  a  ^  1 i s t  o d e r  n i c h t  u n d  m i t  

4 M  d i e  m i t t l e r e  A n z a h l  d e r  e i g e n t l i c h e n  D a r s t e l l u n g e n  e i n e r  

g a n z e n  Z a h l  d u r c h  d i e  b i n ä r e  q u a d r a t i s c h e  F o r m  ( 1, 0 ,  1 )  

b e z e i c h n e t  w i r d .

D a  d i e  A n z a h l  d e r  e i g e n t l i c h e n  D a r s t e l l u n g e n  v o n  11 a l s  

S u m m e  z w e i e r  Q u a d r a t e  b e k a n n t l i c h  g l e i c h  d e r  ü b e r  a l l e  

u n g e r a d e n  T h e i l e r  d  d i e s e r  Z a h l  e r s t r e c k t e n  S u m m e

llzl
" r \ h ( d )

,/

i s t ,  s o  e r g i b t  s i c h  u n t e r  B e n ü t z u n g  d e r  e r s t e n  G l e i c h u n g  d e s  

i m  v o r i g e n  A b s c h n i t t e  a n g e g e b e n e n  T h e o r e m s  f ü r  d i e  G e s a m m t -

D iesc  S i t zu n gsb e r ich te ,  lk l .  102, A b th .  H .a .

Sitzb. d. lnathem.-natunv. Cl.; CII. Bd., Abth. Il.a.
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a n z a h l  A ( n )  d e r  g e n a n n t e n  D a r s t e l l u n g e n  a l l e r  Z a h l e n  v o n  1  b i s  n  n a c h  e i n e r  l e i c h t e n  R e c h n u n g  d i e  

R e l a t i o n

>1 / x 2 m ...
A ( n )  ■=.

w o  a { e i n e  f ü r  a l l e  W e r t h e  v o n  n  e n d l i c h e  G r ö s s e  b e z e i c h n e t ,  u n d  d a h e r  h a t  m a n  s c h l i e s s l i c h  d i e  R e l a t i o n e n

A =  5Jt =  6\»

M a n  h a t  a l s o  b e i s p i e l s w e i s e  d i e  B e z i e h u n g e n
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