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Uber Curvensysteme und die zugehdrigen
Differentialgleichungen

Prof. Emanuel Czuber.
Mit 1 Tafel)

(Vorgelegt in der Sitzung am 19. October 1893,

Der leitende Gedanke vorliegender Untersuchungen besteht
in Folgendem. Die Gleichung eines Systems von oo” Curven in
der Ebene enthalt neben den Coordinaten x, ¥ noch 7 von ein-
ander unabhidngige Parameter. In der von diesen Parametern
freien Differentialgleichung des Systems erscheinen dagegen
ausser ¥, ¥ im Allgemeinen die # Differentialquotienten von
in Bezug auf x von der ersten bis zur #ten Ordnung einschliess-
lich. Werden diese wieder als von einander unabhingige Para-
meter aufgefasst, so stellt die Differentialgleichung abermals ein
System von oo” Curven dar, das zu dem ersten in gewissen
Beziehungen stehen wird und welches wir als das abgeleitete
des urspriinglichen Systems bezeichnet haben. In den Fillen
y =1 und » = 2, auf die wir uns hier beschranken, nehmen
diese Beziehungen einen einfachen geometrischen Ausdruck
an; seine Feststellung bildet den ersten Gegenstand der Unter-
suchung.

Der Zusammenhang beider Systeme gestattet ferner bei
gewissen Formen des abgeleiteten Systems einen Riickschluss
auf das urspriingliche; in analytischer Formulirung lehrt dieser
Riickschluss fiir gewisse Formen von Differentialgleichungen
die Structur des allgemeinen Integrals kennen. Hierin liegt ein
Anknlpfungspunkt an die von Lie in die Theorie der Differen-
tialgleichungen eingefithrte geometrische Anschauungsweise.
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Eine Gruppe von Problemen, zu welchen jener Gedanke
leitet, 1dsst sich kurz so charakterisiren. Zwei Systeme von je
oo! Curven kénnen zu einander in Beziehung gesetzt werden,
indem man ihre Individuen mittels einer Relation zwischen den
Parametern einander in bestimmter Weise zuordnet; aus dieser
Zuordnung (Verwandtschaft) entspringt ein Erzeugniss: der
Systeme als Ort der Schnittpunkte entsprechender Individuen.
Diese Betrachtungsweise kann, allerdings mit einer Modification,
auch auf zwei Systeme von je co® Curven, sowie auf mehrfach
unendliche Systeme ausgedehnt werden. Zu Erzeugnissen in
einem ganz anderen Sinne wird man aber gefiihrt, wenn die
beiden Systeme durch Vermittlung ihrer abgeleiteten, analytisch
gesprochen durch Vermittlung ihrer Differentialgleichungen auf
einander bezogen werden. Bemerkenswerthe Beispiele solcher
Erzeugnisse in libertragenem Sinne des Wortes bilden den
weiteren Inhalt dieser Abhandlung.

L.

1. Ein System von oo' Curven wird durch eine Gleichung
zwischen den Coordinaten #, ¥ und einem verdnderlichen Para-
meter A dargestellt, deren allgemeine Form lautet

Sy, v, %) = 0. (1

Diese Gleichung und die durch Differentiation daraus

gebildete

of  of

A4 T p =0, 2

TR (2)
in welcher p den Differentialquotienten von y in Bezug auf »
bedeutet, kdnnen dazu dienen, fiir einen gegebenen Punkt (x, )
die Parameterwerthe und die Richtungscoéfficienten der Tan-
genten der durch ihn gehenden Curven des Systems zu be-
stimmen. Eliminirt man zwischen (1) und (2) den Parameter A
so ergibt sich eine Gleichung von der Form

’

P2, p) =0, ®)

welche fiir jeden Punkt der Ebene die Richtungen der Tangeinten
bestimmt, die an die durch ihn gehenden Curven des Systems
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gezogen werden kdnnen; man bezeichnet sie als die Differen-
tialgleichung des Curvensystems.

In der Gleichung (3) kann der Differentialquotient p wieder
als veranderlicher Parameter angesehen werden, und von diesem
Gesichtspunkte stellt sie ein neues System von oo! Curven dar,
welches zu dem urspriinglichen in einer bemerkenswerthen
Beziehung steht. Da namlich in allen Punkten einer Curve des
Systems (3) p den ndmlichen Werth hat, so geht diese Curve
durch Punkte gleicher Tangenten-, also auch gleicher Normalen-
richtung auf den Curven des Systems (1). Insbesondere wird
beispielsweise die Curve ¢(x, y,0) = O durch die extremenPunkte
der Curven (1) beztiglich der x-Axe, die Curve ¢(x, 5, 00) == 0
durch die extremen Punkte in Bezug auf die y-Axe gehen.

Um das Verhdltniss dieser beiden Curvensysteme kurz zu
bezeichnen, soll das System (3) dasabgeleitete des Systems (1),
dieses dagegen das urspriingliche oderdasIntegralsystem
von (3) heissen. Da der angedeutete Process auf (3) von Neuem
angewendet und dies im Allgemeinen beliebig oft wiederholt
werden kann, so gibt ein vorgelegtes System (1) Veranlassung
zur Entstehung einer unbeschrinkten Anzahl neuer Systeme,
welche als das erste, zweite,.  abgeleitete System von (1)
benannt werden sollen.

Daraus, dass

1
"F <5L’, _y> - ?/) :O

die Differentialgleichung der orthogonalen Trajectorien von (1)
ist, folgt die auch geometrisch einleuchtende Thatsache, dass
ein Curvensystem und das System seiner orthogonalen Trajec-
torien zu demselben abgeleiteten System fiihren. Die Bemerkung
hliebe Ubrigens auch fiir schiefe Trajectorien in Kraft.

2. Der Ubergang von einem Curvensystem (1) zu seinem
abgeleiteten (3) und die Umkehrung dieses Processes stellen
sich geometrisch wie folgt dar. Man verzeichne die zu einer
Reihe aufeinander folgender Werthe &, &, 4,,.. von i gehorigen
Curven des Systems (1) und fithre an sie die moglichen Tan-
genten einer beliebigen Richtung, deren Coéfficient p sei; die
Beriihrungspunkte dieser Tangenten in der durch die Para-



1144 E/Czuber,

meterwerthe bedingten Reihenfolge geben die Ecken eines Poly-
gons, dessen Grenze bei bestindig nidher zusammenriickenden
Aps My hyy . eine Curve des Systems (3) ist.

Ist umgekehrt das abgeleitete System durch die Gleichung
(3) gegeben, so stelle man eine Reihe aufeinander folgender
Werthe p,, Py, P»,- von p auf, verzeichne die zugehorigen
Curven, fithre durch einen beliebigen Punkt der Curve p,
eine Gerade vom Richtungscoéfficienten p, bis an die Curve p,,
durch diesen Punkt eine Gerade vom Richtungscoéfficienten p,
‘bis an die Curve p, u. s. f.; dadurch entsteht ein Polygon,
dessen Grenze, wenn die Intervalle zwischen den Werthen
Dos P1» Por-  der Null sich nahern, eine Curve des Systems (1)
sein wird.

3. Besitzt ein Curvensystem eine Enveloppe, so hiillt diese
auch das abgeleitete Curvensystem und somit auch die abge-
leiteten Systeme aller Ordnungen ein.

Es seien Ay, A, Ay, unendlich benachbarte Werthe des
Parameters &; C,, C,, G, ... die zugehoérigen Curven des Systems
(1); M,, M,, M,,... die ebenfalls unendlich benachbarten Grenz-
punkte, welche diese Curven mit der Enveloppe E gemein haben.
Dann ist die Gerade M, M|, deren Richtungscoéfficient p, heissen
moge, Tangente an E sowohl als an die Nachbarcurven C,, C,
des Systems, M, M, daher ein Element der zum Parameter-
werth p, gehdrigen Curve des abgeleiteten Systems (3); ebenso
erweist sich M, M, als Element der zu einem unendlich benach-
barten Parameterwerth p, gehdrigen Curve des abgeleiteten
Systems u. s. w. Daraus folgt in der That, dass die Curve E
auch das abgeleitete System einhdlit.

Dieses Theorem schliesst die bekannte Thatsache ein, dass
man eine singuldre Losung einer Differentialgleichung erster
Ordnung ebensowohl und auf demselben Wege aus der Differen-
tialgleichung wie -aus dem allgemeinen Integral finden kann.
Es zeigt ferner, dass und wie man aus einem Curvensystem
mit einer Einhiillenden im Allgemeinen unbeschrinkt viele
andere Curvensysteme mit derselben Einhiillenden abzuleiten
im Stande ist.

Aus der am Schlusse des Artikels 2 gemachten Bemerkung
folgt: Hat ein Curvensystem oder das System seiner Trajectorien
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oder haben beide Systeme Enveloppen, so hiillen diese zugleich
das gemeinsame abgeleitete System ein.

4. Zur Erlauterung des bisher Vorgefiihrten modgen die
folgenden Beispiele dienen.

o) Die von l.agrange! behandelte Gleichung

yE—ax*—

3 =0, 1

in welcher a einen verdnderlichen Parameter, 4, B constante
Grossen bedeuten, gehort einem System coaxialer Kegelschnitte
zu; bringt man sie auf die Form

Ll
e
wobei
S — B? gt — B*a
g —Ar Y T a4
so ist aus der Beziehung
A*o*+-p? = B*

leicht zu schliessen, dass sich die Halbaxen der Kegelschnitte
construiren lassen als Coordinaten der Punkte eines festen

. . B
Kegelschnittes mit den Halbaxen —, B. Das System besteht

aus Ellipsen (@ < 0) und Hypel‘beln (a > 0), letztere in ver-
schiedener Lage gegen das Axensystem angeordnet, je nach-
dem a < A* oder a > A?*; es bedeckt die Ebene doppelt und
hat zur Einhiillenden das Vierseit

y=+4dx + B. (2)

Durch Elimination von a ergibt sich aus (1) die Differential-
gleichung

A*prr—(A*+p¥ay+py*—B*p = 0; (3)

dieselbe stellt, wenn p als verdnderlicher Parameter aufgefasst
wird, ein System concentrischer Hyperbeln dar, welches die

1 Legons sur le calcul des fonctions, p. 223 (nation. édit.).
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Ebene ebenfalls zweifach, jedoch in eigenthiimlicher Weise,

bedeckt. Lost man namlich (3) in Bezug auf p auf und
2

bezeichnet die eine Wurzel mit p, so ist -—— die andere; wird
4

2
aber in der genannten Gleichung p durch ]—7 ersetzt, so geht

sie in sich selbst tliber: es fallen also die Kegelschnitte des
Systems (3) paarweise zusammen. Dies ist so zu deuten:
durch jeden Punkt einer Hyperbel des Systems (3) geht ein
Kegelschnitt aus dem System (1) mit bestimmter Tangenten-
richtung p und gleichzeitig ein zweiter Kegelschnitt dieses

/A2 2

Systems mit der Tangentenrichtung ‘;v—- p und » sind zu-

gleich die Asymptotenrichtungen der betreffenden Hyperbel (3).
Alle diese Hyperbeln gehen durch die Ecken des Vierseits (2)
und haben dieses Vierseit zur Einhiillenden in dem Sinne, dass
durch dasselbe die Ebene in Gebiete getrennt wird, welche
zweifach und nullfach durch das System (3) bedeckt sind.
(Fig. 1; die den Linien beigesetzten Nummern deuten auf die
Gleichungen hin.)

£) Wenn X einen verdnderlichen Parameter, ¢ eine Con-
stante bedeutet, so stellt die Gleichung

(V22 224 N29% = N2 (A2—c?) 1)

ein System confocaler Centralkegelschnitte dar; als Einhtillende
desselben ergeben sich die beiden Brennpunkte, die als Null-
kreise aufgefasst thatsdchlich mit jedem der Kegelschnitte in
ideeller Doppelberiihrung stehen.

Die Differentialgleichung des Systems lautet

xy[(y—px)(py+x)+c*p] =0

und zerfallt in die drei

und
pat-(pP—Dxy—py? = c¥p; (2)

die beiden ersten entsprechen nur im uneigentlichen Sinne
Ortern von Punkten gleicher Tangentenrichtung, insofern nidm-
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lich die doppelt gelegten Geraden x == 0, ¥ = O als degenerirte
Kegelschnitte dem System (1) angehoren; die dritte Gleichung,
die allein von Interesse ist, entspricht bei variablem p einem
System concentrischer gleichseitiger Hyperbeln, das die Ebene
doppelt, jedoch in solcher Weise bedeckt, dass die zu Werthe-

1 .
paaren des Parameters von der Form p, —; gehorigen

Hyperbeln in je eine zusammenfallen. Die geometrische Deutung
hiervon ist nach dem Vorangehenden leicht gegeben. Als Ein-
hiillende ergeben sich wieder die Brennpunkte des confocalen
Systems, durch welche alle Hyperbeln (2) hindurchgehen.
Bildet man fiir das System (2) abermals das abgeleitete,
indem man den Parameter p eliminirt, so ergibt sich als

. . iy . .
Gleichung desselben, wenn neuerdings %,i mit p bezeichnet

wird,
(**+%) (pr—y)—c*(pr+13) = 0. (3)

Das abgeleitete System zweiter Ordnung ist also ein
System circularer Curven dritter Ordnung, welche ebenfalls
durch die Brennpunkte und tiiberdies durch den Mittelpunkt
des confocalen Systems hindurchgehen; letzterer ist zugleich
Mittelpunkt aller der Curven, d. h. jener Punkt, in welchem sich
ihre Kreisasymptoten schneiden.

Flr das System confocaler Parabeln

2 = 2w+ AP 4)
ergibt sich die Differentialgleichung
2 (A—=p)y—2pr] = 0;

von dem Bestandtheil 3» == O gilt eine dhnliche Bemerkung wie
oben; der andere

(I—p*y—2px =0 (5)

stellt ein Strahlenbtischel dar mit dem Brennpunkt des Parabel-
systems als Trager, welches die Ebene doppelt bedeckt in der

. . I
Weise, dass zu Werthepaaren wie p, — — in einen zusammen-
r

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIL Bd., Abth. IL a. 76
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fallende Strahlen gehodren. Gemeinsame Einhillende beider
Systeme ist der Brennpunkt des ersten.
) Im Wesentlichen zu denselben Resultaten fiihrt das

Kreisbiischel
42 _;,.}/2_2 by——ﬁ =0, (1)

dessen Differentialgleichung, durch Elimination des variabeln &

gebildet,
prr—2xy—py* = wp (2)

lautet und ein die Ebene nur einfach bedeckendes Biischel
gleichseitiger Hyperbeln darstellt, dessen Basispunkte die
Grundpunkte des Blschels (1) und des zugehorigen Ortho-
gonalbiischels sind und das formell mit dem System (2), B)
{ibereinfallt. Daraus resultirt auch die Ubereinstimmung der
abgeleiteten Systeme zweiter Ordnung, fir welches hier die
Gleichung

(#*+y%) (pr—y)—=(pr+y) =0 3)

besteht (Fig. 2).

) Uber einem System paralleler Sehnen eines gegebenen
Kreises als Durchmessern werden Kreise beschrieben; ihr
System ist, wenn man den Mittelpunkt des gegebenen Kreises
(vom Radius #) als Ursprung und die Sehnrichtung als Ordi-
natenrichtung wihlt, dargestellt durch die Gleichung

(r—a)*+9* = r*—a* (1
mit dem verdnderlichen Parameter a. Die zugehorige Differen-
tialgleichung ist

P+2pry+(14-2 p?) y* = +* (2)

und gehort bei verdnderlichem p einem System concentrischer
Ellipsen zu, welche durch die festen Punkte (==, O) gehen und
zu denen der gegebene Kreis, entsprechend p = 0, mit gehort.

Das abgeleitete System zweiter Ordnung hat die Gleichung

(5 3) (pr—)—(@ P —4 pry+o7) 42 p = 0 (3)

und ist ein System circularer Curven vierter Ordnung. Jede
derselben ist, wie man unmittelbar aus der Gleichung erkennt,
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centralsymmetrisch in Bezug auf den Ursprung, geht durch die
vier festen Punkte (4=17,0), (&= 1/\/5, 0), durch das erste Paar
in der durch p charakterisirten Richtung, durch das zweite
normal zur x-Axe und besteht aus zwei Ovalen. Bringt man
namlich die Curve mit dem Strahl

=

in Verbindung, so ergibt sich zur Bestimmung der Abscissen
der Schnittpunkte die Gleichung

(1423 (p—N)2x*—(3 pr—4 ph+ 2B r2x2+ 2 p*r* = 0;

diese liefert fir x* zwei gleiche Werthe, sobald \ der Gleichung
genugt:

()‘_P)2|(1— 8}72))\2—6 ]])\_I_pZJ — O,
die stets reellen Losungen von
(1_8])2))\2—6])7\_{_])2 — 0

bestimmen zwei reelle Doppeltangenten, zwischen welchen die
Curve in ihrem reellen Verlaufe eingeschlossen ist; die doppelt
zdhlende Losung » == p dagegen fiihrt zu einer Doppeltangente
mit ideeller Doppelberiihrung im Unendlichen.

Die dem Parameterwerth p = O entsprechende Curve (3)
zerfillt in den gegebenen Kreis x*+ »* = #? und in die doppelt
zdhlende Gerade y — O. Hieraus folgt, dass der genannte Kreis
jede der Ellipsen (2) ausser in (2=, 0) in zwei weiteren Punkten
schneidet, in welchen die Tangenten parallel sind der Abscissen-
axe, mit andern Worten, dass die jenem Kreise und einer Ellipse
des Systems (2) gemeinsamen Durchmesser flir letztere das
Paar gleicher conjugirter Durchmesser bedeuten.

Alle drei Systeme, (1), (2) und (3), haben die Ellipse

P2 9% = 217 (4)

fur welche die Punkte (4= #,0) Brennpunkte und die Punkte
(2= 7 \/2,0) Hauptscheitel sind, zur Einhiillenden (Fig. 3).

5. Einen bemerkenswerthen Fall bietet ein von einem ver-
dnderlichen Parameter abhingiges System von Geraden dar.
Da die Gerade eine Linie ist, welche bei jeder Lage des

76%
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Beriihrungspunktes mit ihrer Tangente zusammenfallt, so sind
Orter von Punkten gleicher Tangentenrichtung die Geraden
des Systems selbst; demnach ist das abgeleitete System erster
Ordnung und folglich auch jedes abgeleitete System hoherer
Ordnung mit dem urspriinglichen identisch. Der Satz, dass die
Einhiillende des urspriinglichen Systems, falls eine solche vor-
handen, zugleich Einhtillende der abgeleiteten Systeme ist, wird
hier evident und gilt auch in der Umkehrung.

Dieses durch geometrische Erwagung gefundene Resultat
wird auch durch die Analyse bestatigt. Die Gleichung eines
Geradensystemes wie das besprochene kann immer auf die
Form

g =hr+f(N) (1)

gebracht werden, wo A den Parameter bedeutet und f das
Zeichen fiir eine beliebige Function ist. Durch Elimination von A
zwischen (1) und der daraus durch Differentiation abgeleiteten

p=h
entsteht die Differentialgleichung

Y =px+f(p), @)

welche ber veranderlichem p dasselbe Geradensystem dar-
stellt wie (1). Als Differentialgleichung fiihrt sie den Namen
Clairaut’s und ist fiir die Geschichte der Theorie der Differen-
tialgleichungen von hervorragender Bedeutung. Die eben an-
gestellte Betrachtung lasst deutlich den geometrischen Grund
erkennen, warum sie mit ihrem allgemeinen Integral formell
zusammenfallt.

Die Clairaut’sche Differentialgleichung ist der analytische
Ansatz fiir ein inverses Tangentenproblem, welches der Tan-
gente einer zu bestimmenden Curve eine Eigenschaft auferlegt,
die unabhéngig ist von der Lage des Berlihrungspunktes auf
der Tangente und daher von allen Punkten der letzteren gleich-
massig erftillt wird.

Um dies zu zeigen, werde die Gleichung der Tangente in
einem Punkte (x, ) der verlangten Curve in der Gestalt

= pi+3—px 3



Curvensysteme. 1151

geschrieben; der Abschnitt auf der Ordinatenaxe ist hier durch
y—px vertreten; anderseits ergibt sich fiir ihn vermdge der
Bedingung, welche der Tangente durch das Problem vor-
geschrieben ist, ein Ausdruck, der im Allgemeinen von =z, 3, p
abhdngen wird. Ist nun das Problem solcher Art, dass dieser
Ausdruck sich auf eine Function von p allein, etwa f(p), reducirt
so ist

y—rx = f(p) (4)

die dem Problem entsprechende Differentialgleichung. Halt man
sie neben die aus (3) durch die Substitution (4) hervorgehende
Form der Tangentengleichung

1= pE-+f(p),

so ist zu erkennen, dass alle Punkte der Tangente die Differen-
tialgleichung erfiillen, dass also die Tangente einen Theil des
allgemeinen Integrals, die Gesammtheit aller Tangenten das
Integralsystem selbst darstellt.

Zwei Beispiele mdgen zur Erlauterung dienen.

Stellt man die Frage nach einer Curve, bei welcher die
Tangente mit dem aus dem Ursprung nach dem Beriihrungs-
punkte gezogenen Strahl einen constanten Winkel arctg £ ein-
schliesst, so handelt es sich um eine Tangenteneigenschaft, bei
welcher die Lage des Bertthrungspunktes in der Tangente von
Einfluss ist; sind #, ¥ die Coordinaten des Beriihrungspunktes,
so liefert die Bedingung des Problems den Ansatz

E
- ;L/ p

5 =k
und daraus folgt

y—px = k(x+py),

d. h. der Abschnitt der Tangente auf der Ordinatenaxe ist von
x, ¥ und p abhingig.

Wird dagegen um eine Curve gefragt, deren Tangenten
vom Ursprung einen gegebenen Abstand @ haben, so ist dies
eine Tangenteneigenschaft, bei welcher es auf die Lage des
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Beriihrungspunktes in der Tangente nicht ankommt; mittels
der allgemeinen Gleichung der Tangente

N = p&+y—px
driickt sich die Bedingung des Problems durch

y—px

—_—— a

Vikpr

y—pr =a\/ 1+ p

aus und ergibt

d. h. fur den Abschnitt der Tangente auf der Ordinatenaxe einen
von p allein abhdngigen Ausdruck.

Von letzterer Art ist das geometrische Problem, an welchem
Clairaut zum erstenmale die Thatsache nachgewiesen hat,
dass eine Differentialgleichung ausser dem allgemeinen Integral
eine singuldre Lésung besitzen kann;! es wird um eine Curve
gefragt, auf welcher die Schenkel eines rechten Winkels gleiten,
wihrend sein Scheitel eine gegebene Curve beschreibt.? Auch
die geometrischen Aufgaben, welche Euler der Erlduterung
der beiden »Paradoxa der Integralrechnung« * unterlegt, wonach
es moglich ist, zu einer vorgelegten Differentialgleichung ein
Integral zu finden nicht durch Integration, sondern durch
Differentiation, und wonach eine Differentialgleichung neben
ihrem allgemeinen noch ein besonderes durch Integration nicht
auffindbares Integral besitzen kann, sind sdmmtlich von der
bezeichneten Art. Einige dieser Aufgaben hat Lagrange*
wieder aufgenommen, als er den von ihm erkannten inneren
Zusammenhang zwischen dem allgemeinen und dem singu-
laren Integral darlegte, der den beiden vorgenannten Geometern
noch verborgen geblieben war.

1 Histoire de I'Académie royale des Sciences; année 1734, p. 196—215.
Von diesem Problem leitet sich die Benennung der Gleichung (2) als
Clairaut’sche Differentialgleichung her.
3 Histoire de I’Académie royale des sciences et belles lettres, Berlin, 1756,
p. 300—321.
4 Théorie des fonctions, p. 207; Lecons sur le calcul des fonctions, p. 169,
260 (nation. édit.).
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6. Der in Artikel 3 bewiesene Satz, dass die Enveloppe eines
Curvensystems auch Einhiillende aller abgeleiteten Systeme ist,
ldasst sich im Allgemeinen nicht umkehren.

Esseig(x, 5, p) =0 das abgeleitete System von f(x, y,1) =0,
E seine Einhiillende; die Curven C,, C,, G,,..., zu benachbarten
Werthen p,, p,, p,,. . . des Parameters p gehdrig, moégen mit E
die Grenzpunkte M,, M, M,, gemein haben. Jede der
Curven C verbindet Punkte einer oder mehrerer bestimmten
Tangentenrichtungen im Integralsystem, so C, Punkte der
durch p, (oder die Werthgruppe p,) charakterisirten Richtung
u. s. w.; sind nun die Richtungen p,, p,, p,,... verschieden von
den Tangentenrichtungen der E in M, M,, M,, ..., so schneiden
die durch M, M, M,,... gehenden Curven des Integralsystems
die E unter endlichen Winkeln und somit ist E nicht auch
Einhtllende des letztgenannten Systems; nur wenn jene Rich-
tungen durchwegs Ubereinstimmen, hiillt E auch das System
f(x 9, %) =0 ein.

Hiermit hangt die Thatsache zusammen, dass der aus
einer Differentialgleichung erster Ordnung durch Elimination
des Differentialquotienten p gewonnene Ort, den Cayley!
»p-discriminant locus« nennt, nicht nothwendig eine singulére
Losung der Gleichung darzustellen braucht.

Einen sehr anschaulichen Beleg zu der oben aufgestellten
Behauptung bietet das System der Evolventen einer Curve oder
ein System von Parallelcurven und sein abgeleitetes. Weil ndm-
lich die Bertihrungspunkte paralleler Tangenten an ein solches
System auf Geraden liegen, so setzt sich das abgeleitete System
aus von einem Parameter abhangigen Geraden zusammen; es
hat eine Einhillende, ndmlich die Evolute, welche aber das
urspriingliche System, das der Evolventen, nicht einhiillt; sie
spielt flir dasselbe eine andere Rolle, indem sie den Ort seiner
Spitzen (»cuspidal locus« nach Cayley) bildet.

Die Bemerkung, welche soeben {iber ein Parallelcurven-
system und sein abgeleitetes gemacht worden ist, gestattet in
sehr einfacher Weise die Differentialgleichung der Evolventen
einer Curve aufzustellen. Punkte gleicher Tangentenrichtung p

The Messenger of Mathematics, vol. II (1873), p. 6 —12.
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liegen auf einer Geraden, welche zu dieser Richtung normal ist
und deren Axenabschnitt von den Coordinaten des Punktes #, y
der Evolvente, durch welchen sie geht, nicht abhdngt; mithin
hat die Gerade eine Gleichung von der Form

|
= — —x+o(p
3 » ®(p)

oder
vpy =1 (p), (1)

wobei %, ¢ Zeichen fiir willklirliche Functionen sind. Die

Bedeutung von ¢ (p) ergibt sich leicht; dieselbe Gerade (1) hat

namlich als Tangente an einen bestimmten Punkt X, ¥ der zu

Grunde liegenden Curve F(X, Y) = 0 die Gleichung

1 -1

1= ——x4+Y+ =X (2)
r r o

vergleicht man die Ausdriicke fiir den Axenabschnitt in den

Formen (1) und (2), so folgt

1 S .

und daraus
b(p) = X+4pY, (3)

in dem rechtsstehenden Ausdrucke sind schliesslich XX, Y durch
jene Werthe zu ersetzen, welches sich dafiir aus den Gleichungen

F(X,Y) =0
JBE_BF "
Pax ey T ®

ergeben, deren zweite ausdriickt, dass die Tangente der Evolute
Normale der Evolventen ist.

Jede Differentialgleichung von der Form (1) gehort einem
System von Evolventen an, dessen Evolute durch Bildung der
Discriminante in Bezug auf p erhalten wird; die Auffindung des
Systems der Evolventen selbst erfordert die Integration von (1).
Es sei beispielsweise 4 (p) = ap+b, dann lautet (1)

t—a—+p(y—0b)=20
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und stellt ein Strahlenbiischel dar, dessen Mittelpunkt (a, b)
zugleich als Einhtlillende anzusehen ist; das zugehorige Evol-
ventensystem besteht in allen Kreisen um (g, &) als Centrum.
Die Annahme ¢ (p) = ap? fihrt auf die Gleichung

r+py = ap?
welche das Tangentensystem der Parabel
3?4+4daxr =0
darstellt; die Evolventen dieser Parabel ergeben sich durch

Integration in der Form

¥= {C+al. (p+\/1+p
\/

1 _
y=ap— ——— {C+al.(]7+\/1+]72)}
1+ p*

-

7 Das Curvensystem sei, auf ein Polarcoordinatensystem
bezogen, dargestellt durch die Gleichung

flr,0,2) =0; (D

diese und die aus ihr durch Differentiation abgeleitete Gleichung
S f \

Py T =0 @)

. rde . . . .
in welcher p = 7;—) die trigonometrische Tangente des Winkels

bedeutet, den die Tangente der Curve mit dem Leitstrahl des
Beriihrungspunktes bildet, sind geeignet, fiir die durch einen
gegebenen Punkt (#, w) laufenden Curven des Systems Para-
meterwerthe und Tangentenrichtungen zu bestimmen.

Die letzteren allein berechnen sich aus der Gleichung

(?(1’) , p) - O) (3)

welche aus (1) und (2) durch Elimination von A hervorgeht und
als Differentialgleichung des Curvensystems bezeichnet wird.

Fasst man in ihr p als veranderlichen Parameter auf, so ist
sie der analytische Ausdruck fiir ein neues System von o'



1156 E/-Czuber,

Curven, welches zu dem urspriinglichen in solcher Beziehung
steht, dass jede Curve (3) solche Punkte auf den Curven (1)
verbindet, in welchen die Tangente gegen den Leitstrahl des
Beriihrungspunktes unter ein und demselben Winkel geneigt
ist. Dieses neue System soll wieder das abgeleitete von (1),
(1) hingegen das Integralsystem von (3) heissen.

Die Ausflihrungen der Artikel 3 und 6 gelten auch in dem
vorliegenden Falle.

8. Es gibt Fille, in welchen sich aus der Natur des abge-
leiteten Systems gewisse geometrische Eigenschaften des ur-
spriinglichen leicht erschliessen lassen; in analytischer Deutung
sind dies ebensoviele Félle von Differentialgleichungen, fiir
welche sich die allgemeine Form des Integrals angeben ldsst.
Hier mogen die einfachsten dieser Fialle kurz erortert werden.!

o) Die Gleichung des abgeleiteten Systems enthalte die
Variabeln x, y nicht, laute also

2(p) = 0. 1)

Dann kann jede wie immer in der Ebene gezogene Linie
als zum abgeleiteten System gehorig angesehen werden, ein
abgeleitetes System im eigentlichen Sinne gibt es also hier
nicht. Das urspriingliche System muss infolge dessen aus
einem oder mehreren Systemen paralleler Geraden bestehen,
deren Richtungscoéfficienten die Wurzeln von (1) sind; mit
anderen Worten: die Differentialgleichung (1) hat ein oder
mehrere Integrale der Form

y = ax—+h. (2)
5) Das abgeleitete System habe die Gleichung
v, p) =0, (1)

bestehe also in zur y-Axe parallelen Geraden. Das urspriing-
liche System kann dann aus einem seiner Individuen durch Ver-
schiebung parallel zur 3-Axe erzeugt werden oder es gestattet

1 Vergl. Sophus Lie, Vorlesungen iiber Differentialgleichungen mit
bekannten infinitesimalen Transformationen, S. 140 —147, wo zu gegebenen
eingliedrigen Gruppen die zugehorigen Differentialgleichungen gesucht werden.
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die eingliedrige Gruppe der Translationen dieser Richtung, hat
also eine Gleichung von der allgemeinen Form

fxy+1) =0. (2)

1) Durch ganz analoge Betrachtungen ergibt sich, dass zu
einem abgeleiteten System von der Form

¢(1p) =0 (1
ein Urspriingliches der allgemeinen Gleichung
SE+h ) =0 @)
gehort.
) Allgemeiner: Zu einem abgeleiteten System von der Form
©(ax+By, p) =0 (1)

gehort ein Urspriingliches, welches die Gruppe der Translationen
parallel zur Geraden ax+f3y = O gestattet, dessen allgemeine
Gleichung daher lautet

Fx—BN y+an) = 0. (2)

e) In Polarcoordinaten habe das abgeleitete System die
Gleichung
?(r, p) =0,

sei also ein System von Kreisen um den Pol als Mittelpunkt.
Das urspriingliche System kann dann aus einem seiner Indi-
viduen durch Rotation um den Pol erzeugt werden, hat also
eine Gleichung von der Form

fr,o+%) =0. (2)

Der Fall ist dquivalent jenem a) in rechtwinkligen Coordi-
naten. Geht man auch hier zu solchen iiber, so ist # zu ersetzen

1
durch (x2+y2)7» o durch arctg % und p als Tangens des

Winkels der Tangente mit dem Leitstrahl des Berlihrungs-
punktes durch

dy y
dx v . px—y
2 T
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d; .
wenn man fir d—i;/ neuerdings den Buchstaben p verwendet;
hat also, in rechtwinkligen Coordinaten, das abgeleitete System

eine Gleichung von der Form
e an
q><x2+y2’ p’t 4)20) (l*)

so kommt dem urspriinglichen System eine Gleichung der
Gestalt
J"

F(xz—l—yz, arctg - + K =0 (2%
Zu.

2) Die Gleichung des abgeleiteten Systems laute
#(o, p) = 0; (1)

es ist ein Strahlenbiischel aus dem Pol; da jeder seiner Strahlen
Punkte gleicher Tangentenrichtung auf den Integralcurven ver-
bindet, so ist das urspriingliche System aus einem seiner Indi-
viduen ableitbar durch die Gruppe der Ahnlichkeitstransforma-
tionen aus dem Pol, hat infolge dessen eine Gleichung der Form

SO, ) = 0. 2)

Vollzieht man den Ubergang zu rechtwinkligen Coordi-
naten, so ergibt sich, dass einem abgeleiteten System von der
Gleichungsform

oder
ps — x
(2, pj=0 (1)

ein urspriingliches System entspricht, welches sich darstellen

\

lasst durch f ()\(x2+ y2)? | arctg J—x’) =0 oder
\ ]

. Y
¥, =] =0, 2%
I'<M, x> 0 (2%)
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Zu allen vorangefiihrten Fillen sei bemerkt, dass die
jeweilen mit (1) bezeichnete Gleichung das System der Bahn-
curven jener Gruppe von Transformationen darstellt, bei welcher
das zugehorige urspriingliche System (2) invariant bleibt, Im
Falle ¢) gilt zwischen (1%*) und (2¥) dieselbe Beziehung, nicht
so im Falle ¢).

Zu der zuletzt behandelten homogenen Differentialgleichung

(1*) mdge noch folgende Bemerkung gemacht werden. Nach %
aufgeldst laute sie

Y ui.
= =4

fiir solche Werthe von p, welche der Gleichung

$(p) =p
geniigen, ist der Strahl des abgeleiteten Systems Tangente an
die Curven des Integralsystems in den Punkten, welche er mit-
einander verbindet; jeder solche Strahl hiillt also die Integral-
curven ein und bildet daher einen Theil der singularen Losung
der betreffenden Differentialgleichung, sofern er nicht zu einem

particuldren Integral derselben gehort.
Die Differentialgleichung

pr—2py+x+2y =0

gibt beispielsweise bei obiger Behandlung

y 1+ p
x 2(01—p)’
und aus der Gleichung
R A
2(—p)

findet man die beiden Werthe p =1 &= \/5, welche zu den
beiden ausgezeichneten, zu einander senkrechten Geraden des
abgeleiteten Systems gehoren

212
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Dieselben bilden im vorliegenden Falle die singulare Losung
der Differentialgleichung; denn sie hiillen das Integralsystem

(QV—*—)\)Z = 2)\3/—)\2,

ein System von Parabeln, deren Brennpunkte die Gerade x+y =0

erfiillen, wahrend die Gerade 3 = O ihre gemeinsame Directrix

ist, ein, ohne in dem allgemeinen Integral enthalten zu sein.
Die Differentialgleichung

r4piy =0
" .‘ Yy 1 , ,
dagegen fluhrt zundchst auf o :—? und die Gleichung

— iz — p ergibt p>+1 = 0; hiedurch ergibt sich in
p
¥4y =0

eine Gruppe von drei ausgezeichneten Geraden des abgeleiteten
Systems, eine davon reell, die beiden andern conjugirt imaginar:
diese Geraden bilden aber einen particularen Fall des all-
gemeinen Integrals

3
2

(92 —C)*+2* =0,

entsprechend dem Werthe C = 0 der willkirlichen Constanten
9. Zwei Systeme von je oo! Curven

f(""’),j’) )‘) =0 (1)
g1 =0 2)

koénnen zu einander in Beziehung gesetzt werden, indem man
solche Curven aus beiden Systemen einander zuordnet, deren
Parameterwerthe eine gegebene Relation

7O ) =0 3)

erfiillen. Der Ort der Schnittpunkte zugeordneter Curven wird
als das aus der Verwandtschaft (3) hervorgehende Erzeug-
niss der beiden Curvensysteme bezeichnet; man erhilt seine
Gleichung durch Elimination von A, . zwischen den Gleichungen
(1), (2) und (3).
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Die einfachste Relation

h=

ordnet Curven mit gleichen Parameterwerthen einander zu: man
kann diesem Fall folgende raumgeometrische Deutung unter-
legen. Wird in den Gleichungen f(x, 3, ) =0 und g(x, ¥, %) =0
A =z als dritte Ordinate eines Punktes im Raume aufgefasst,
dessen zwei erste Ordinaten v, ¥ sind, so stellt jede dieser
Gleichungen eine Flache dar; die beiden Curvensysteme sind
die Projectionen der Niveaulinien dieser Fldchen in der zy-Ebene
und derart aufeinander bezogen, dass derselben Ebene ange-
horende Niveaulinien zugeordnete Curven ergeben; das Erzeug-
niss der Curvensysteme ist dann die Projection des Durch-
schnittes der beiden Flachen.

Jeder andere FFall kann auf diesen einfachsten zurick-
gefiihrt werden; man braucht nur mittels (3) p aus (2) zu elimi-
niren.

10. Die beiden Curvensysteme (1) und (2) kénnen aber auch
in anderer Weise zu einander in Beziehung gebracht werden,
namlich durch Vermittlung ihrer Differentialgleichungen; diese
seien

0, p) =0 (1)
¢, 3, P) = 0; 2%

p und P haben analytisch dieselbe Bedeutung, beide stellen
den Differentialquotienten von y in Bezug auf » vor. Fiigt man
zu (1*) und (2%) eine Beziehung zwischen p, P und x, ¥, etwa

1@, 0, P) =0 (3%)

und eliminirt nun zwischen den drei Gleichungen p und P, so
ergibt sich der geometrische Ort solcher Punkte der Ebene, fiir
welche die Richtungscoéfficienten der Tangenten an die Curve
des Systems (1) einer- und des Systems (2) anderseits im Verein
mit den Coordinaten die Bedingung (3*) erfiillen. Die Beziehung
der Tangentenrichtungen ist von der Lage des Punktes unab-
hédngig und fiir alle Punkte dieselbe, wenn die Relation (3%) die
Grossen «#, ¥ nicht enthdlt, also von der Form ist

/(v P) = 0. (3™)
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Handelt es sich beispielsweise um den Ort solcher Punkte,
in welchen die Tangenten an zwei durchlaufende Curven aus (1)
und (2) auf der Ordinatenaxe Abschnitte von constanter Summe
— ¢ bilden, so heisst die Bedingung

2y—(p+Px=c¢

und ist von der Lage des Punktes beeinflusst; verlangt man
dagegen den Ort von Punkten, in welchen die beiderseitigen
Subtangenten ein constantes Verhaltniss — 7 bilden, so ist die
zugehorige Relation

p {
von der Lage des Punktes unabhédngig.

Jeder auf solche Weise gewonnene Ort kann als Erzeug-
niss der Curvensysteme (1) und (2) in erweitertem Sinne
des Wortes angesehen werden.

In den folgenden Beispielen beschrianken wir uns auf eine
specielle Beziehung von der Form (3*%).

11. Es sei der gleichwinklige Durchschnitt der
beiden Curvensysteme f(x,, %) =0 und g(x,y,p) =0, d. h.
der Ort solcher Punkte der Ebene zu bestimmen, in welchen
sich die durchlaufenden Curven je aus dem ersten und zweiten
System unter einem constanten Winkel — arctg £ schneiden.

Die Bedingung, welcher p und P zu genligen haben, lautet

P—y
iy A k;
1+ pP
. . k+p e owy
bestimmt man hieraus P — Ty und setzt dies in (2%) ein, so

16st das Eliminationsresultat von p zwischen

oy, p) =0

k+p >_
¢ <%J’> W =0

und

die gestellte Aufgabe.
Das % = O entsprechende Erzeugniss moge als Beriih-
rungsort bezeichnet werden; es verbindet Punkte, in welchen
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sich Curven der Systeme (1) und (2) gegenseitig beriihren; das
k = oo entsprechende Erzeugniss ist der orthogonale Durch-
schnitt dieser Systeme.

Nachstehend sollen einige bemerkenswerthe Beispiele
dieser Art durchgefiihrt werden.

2) Es sei der gleichwinklige Durchschnitt des Kreis-
hiischels

P4yt —20y—z =0 (4

mit dem Strahlenbiischel aus dem Punkte M (a, b) zu bestimme n
Die Differentialgleichungen der beiden Systeme

(*—y*—a)p—2xy =0 (1)
y—b = P(x—a) @)

in der erorterten Weise mit einander combinirt liefern das
Resultat:

(V24 3B (y+kx) —(ak—Db) (¥*— y*)—2 (a+DR)xy +
+w(y—ky)+z(ak—b) = 0. (B)

Der gleichwinklige Durchschnitt eines Kreisbiischels mit
einem Strahlenblischel ist also eine circulare Curve dritter Ord-
nung, welche durch die Grundpunkte ¥, G des Kreisbiischels
und den Mittelpunkt A/ des Strahlenbilischels hindurchgeht; es
ist eine Curve von derjenigen Species, bei welcher die imagi-
naren Kreispunkte conjugirte Punkte sind in dem Sinne, dass
die Tangenten in denselben auf der Curve sich schneiden; denn
die imagindren Asymptoten haben die Gleichungen

Yy = +ix+b0Fai

und ihr Schnittpunkt ist der Punkt 3/ (a, b). Die reelle Asym-
ptote hat die Gleichung

Yy = -—k.v—(a/c+ l?),

liegt also zu der durch M parallel zu ihr gezogenen Geraden
symmetrisch beziiglich des Ursprunges.

Ist das Kreisbiischel ein Berilihrungsbiischel (z = 0), so
hat die Curve im Beriihrungspunkte einen Doppelpunkt mit zu
einander senkrechten Tangenten.

Sitzb. d. mathem.-naturw. CL; CII. Bd., Abth. IL a. w7
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Von besonderem Interesse sind die beiden Curven, welche
den Werthen £ = O und 2 = oo entsprechen; ihre Gleichungen
lauten

2+ ) y+0 (@ —Y) —2ary+5y—=b =0 (C)
P+ r—a(@*—yY) —2bxy—rx4+za =0 (D)

Die erste verbindet die Beriihrungspunkte der Tangenten,
die zweite die Fusspunkte der Normalen, welche aus dem
Punkte M nach den Kreisen des Biischels (4) gezogen werden
konnen. Gerade die umgekehrte Rolle spielen diese Curven in
Bezug auf das zu (4) conjugirte Kreisbiischel

¥4yt —2pxr+7 = 0. (Ah

Man kann die Curve (C) in zweifacher Weise als Erzeugniss
eines Kreisbiischels und eines dazu projectivischen Strahlen-
biischels auffassen, und zwar des Kreisbilischels (4) mit dem
zu Al gehdrigen Polarenblischel, dessen Trédger der Punkt
b4 % A .

R ( o -b) auf der reellen Asymptote y — —& von (C) ist;
und des Kreisbiischels (A’) mit dem Durchmesserbiischel aus A/
In gleicher Weise ergibt sich (D) einerseits aus dem Kreis-
biischel (4) und dem Durchmesserbiischel aus 7, anderseits aus
dem Kreisbiischel (4’) und dem Polarenbiischel zu M, dessen

at—m .
b ) auf der reellen Asymptote » = —a

Scheitel S (—a,

dieser Curve liegt.

Wie leicht zu zeigen ist, aus geometrischen Griinden
{ibrigens unmittelbar einleuchtet, schneiden sich die Curven (C)
und (D) in den Punkten F, G, M unter rechtem Winkel. Bemerkt
sei noch, dass (C) fiir & = 0 in die Gerade ¥ = 0 und einen
Kreis des Biischels (4"), (D) dagegen fiir @ = 0 in die Gerade
# =0 und einen Kreis des Biischels (4) zerfallt; die geometrische
Bedeutung hievon ist leicht zu erkennen (Fig. 4).

B) Es soll der gleichwinklige Durchschnitt des Systems
confocaler Centralkegelschnitte

2
0

2
32
T e
1T —C

=1 ()

®

~



Curvensysteme, 1165

mit dem Strahlenbilischel aus dem Punkte AM(a, b) bestimmt
werden.
Mit Hilfe der Differentialgleichungen (vergl. Artikel 4, 3))

P =)+ (p*—hm—cp =0 (O
y—b = P(x—a) (2)

der beiden Liniensysteme erhdlt man als Gleichung des ver-
langten Durchschnittes

k(43— {[2ak—b(1—R*)]x+|2bk+a (1 —2Y |3} (¥*+2%) —
— P —a)k+ab(1 — ) (P —H) +

+ {4abk+(a®+ A=) (1—k)}xvy +
+c*{[2ak—b(1—R¥)|x—[20k+a(1—k¥] 1| —

— {(@* =0 k—ab(1—k¥}c* =0. (B)

Der isogonale Durchschnitt eines Systems confocaler Cen-
tralkegelschnitte mit einem Strahlenbtischel ist also eine bicir-
culare Curve vierter Ordnung, welche durch die Brennpunkte
F, G des Systems und den Scheitel 4/ des Blischels hindurch-
geht; letzterer Punkt ist Doppelpunkt mit zu einander recht-
winkligen Tangenten. Die Gleichung (B) dndert sich nicht, wenn

1 .
man £ ersetzt durch — 5 von den acht Punkten, in welchen

die Curve (B) einen Kegelschnitt des Systems (4) schneidet,

entsprechen also vier dem Schnitt unter dem Winkel arctg &,

_— . . I
die vier andern dem Schnitt unter dem Winkel arctg (— A_’)

-/

1 Die Aufgabe: aus dem Punkte M (a, b) nach dem Kegelschnitt
Byt—+.lv? = AB (s

Strahlen zu ziehen, welche mit letzterem einen gegebenen Winkel arctg % bilden,
findet ihre Losung in der Hyperbel

(A—B) kxv+B(a+-bk)x+A(b—ak) v = AB: (€]
die vier Schnittpunkte beider Linien sind die Fusspunkte der gesuchten Strahlen.

1
Die dem Winkel arctg (— 7) entsprechende Hyperbel

(A—BYxv—Bak—bxv—A(bk+a)y = —ABL €4



1164 E.Czuber,

Von besonderem Interesse sind die beiden Curven, welche
den Werthen 2 = 0 und 2 = oo entsprechen; ihre Gleichungen
lauten

() y+b (P — ) —2arvy+my—zb = 0 (C)
(1) r—a(x* —yH) —2bry—nx+5a =0 (D)

Die erste verbindet die Beriihrungspunkte der Tangenten,
die zweite die FFusspunkte der Normalen, welche aus dem
Punkte M nach den Kreisen des Biischels (4) gezogen werden
konnen. Gerade die umgekehrte Rolle spielen diese Curven in
Bezug auf das zu (4) conjugirte Kreisbiischel

P42 pr 47 = 0. (4"

Man kann die Curve (C) in zweifacher Weise als Erzeugniss
eines Kreisblischels und eines dazu projectivischen Strahlen-
blischels auffassen, und zwar des Kreisbiischels (4) mit dem
zu M gehorigen Polarenbiischel, dessen Tridger der Punkt

(’bz—i— = \

R —b) auf der reellen Asymptote ¥ = —& von (C) ist;

und des Kreisbiischels (A’) mit dem Durchmesserbiischel aus /.
In gleicher Weise ergibt sich (D) einerseits aus dem Kreis-
biischel (4) und dem Durchmesserbiischel aus 17, anderseits aus
dem Kreisbiischel (4’) und dem Polarenbiischel zu M, dessen
a’—mx

T) auf der reellen Asymptote »r = —a

Scheitel S <—a,

dieser Curve liegt.

WVie leicht zu zeigen ist, aus geometrischen Griinden
ibrigens unmittelbar einleuchtet, schneiden sich die Curven (C)
und (D) in den Punkten F, G, M unter rechtem Winkel. Bemerkt
sei noch, dass (C) fir & = 0 in die Gerade y = 0 und einen
Kreis des Biischels (4'), (D) dagegen fiir @ = 0 in die Gerade
£ =0 und einen Kreis des Biischels (4) zerfillt; die geometrische
Bedeutung hievon ist leicht zu erkennen (Fig. 4).

f) Es soll der gleichwinklige Durchschnitt des Systems
confocaler Centralkegelschnitte

i =l (<
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mit dem Strahlenblischel aus dem Punkte A (a, s) bestimmt
werden.
Mit Hilfe der Differentialgleichungen (vergl. Artikel 4, 3))

PP — 3"+ (p—1)ay—clp = 0 (1)
Jy—b = P(x—a) (2

der beiden Liniensysteme erhdlt man als Gleichung des ver-
langten Durchschnittes

k(93— i{[2ak—b(1 —k))x+|20k+a (1 —EY) |y} (¢®+ 1% —
— O+ —ak+ab(1— kY (x*—yH+

+ {dabk—+(a®+c*—b*) (1—kH} vy +

+ct{[2ak—b(1— kY x—[20k4+a(1—F*)]y] —

— (@) h—ab(1— k)]t = 0.  (B)

Der isogonale Durchschnitt eines Systems confocaler Cen-
tralkegelschnitte mit einem Strahlenbiischel ist also eine bicir-
culare Curve vierter Ordnung, welche durch die Brennpunkte
F, G des Systems und den Scheitel A des Biischels hindurch-
geht; letzterer Punkt ist Doppelpunkt mit zu einander recht-
winkligen Tangenten. Die Gleichung (B) andert sich nicht, wenn

1 .
man £ ersetzt durch — ?; von den acht Punkten, in welchen

die Curve (B) einen Kegelschnitt des Systems (4) schneidet,
entsprechen also vier dem Schnitt unter dem Winkel arctg &,

N . . 1Y
die vier andern dem Schnitt unter dem Winkel arctg (— K—)
1 Die Aufgabe: aus dem Punkte A(a, b) nach dem Kegelschnitt
Byl = AB (2

Strahlen zu ziehen, welche mit letzterem einen gegebenen Winkel arctg % bilden,
findet thre Losung in der Hyperbel

(A—DB)kaxv+B(a+bk) x+A(b—ak) v = AB: (€
die vier Schnittpunkte beider Linien sind die Fusspunkte der gesuchten Strahlen.

1
Die dem Winkel arctg (— 7c_> entsprechende Hyperbel

(A—B)xv—B(ak—b)v—A(Dh+a) v = —ABk )
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Dies hat weiter zur Folge, dass den Werthen 2=0 und £ = o
eine und dieselbe Curve, namlich

(2% %) (bx—ay)—ab (x*—y%) +
+(at+A—0)xy—(bx+ay)c*+abc* =0 (C)

entspricht; diese circulare Curve dritter Ordnung verbindet also
die Beriihrungspunkte der Tangenten, sowie die Fusspunkte
der Normalen, welche aus dem Punkte M an die Kegelschnitte
des confocalen Systems zu fiihren sind; ihre reelle Asymptote
ist dem durch M laufenden Durchmesser parallel und hat die

Gleichung

b bc?
y=-—-x-+

ot

Kommt A{ in eine der Axen zu liegen, so zerfillt die Curve
in die betreffende Axe und einen Kreis, der diese rechtwinklig
schneidet und die in ihr gelegenen (reellen oder imagindren)
Brennpunkte der Kegelschnitte harmonisch von einander trennt.

Fallt der Punkt A/ mit dem Centrum des Kegelschnitt-
systems zusammen, ist also a = 0 — &, so vereinfacht sich die
Gleichung (B) zu

k(¥ )= (P — )+t (1—rH)ay = 0 (D)

und geht fiir 2 =1 insbesondere {iber in
(8 e (52— ) = O, (E)
d.h. die Endpunkte jener Durchmesser eines confocalen Systems
von Centralkegelschnitten, welche die Kegelschnitte unter den

) T 3= . . - .
Winkeln T und 4 schneiden, liegen auf einer Lemniscate,
deren Scheitel die Brennpunkte des Systems sind.

bestimmt vier weitere Punkte auf (2), und jede acht Punkte solcher Art liegen
auf ein und derselben Curve vierter Ordnung (B).
Fir & = 0 geht die Gleichung () in

Bax—+ by = .15,

d. in die Gleichung dcr Polare des Punktes M beziiglich des Kegelschnittes (z)

iber.
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1) Es sei der isogonale Durchschnitt des Systems con-

focaler Parabeln
2= 2)x+ )2 (4

mit dem Strahlenbiischel aus dem Punkte M(a, &) zu bestimmen.
Die Differentialgleichungen (vergl. Artikel 4, 3))

(1—p*y*—2pry =0 (1)
4y—b = P(x—a) (2)

ergeben, wenn man sie in der oben angegebenen Weise mit-
einander combinirt, als Durchschnitt eine circulare Curve vierter
Ordnung, von welcher sich jedoch die Axe

y=0

als uneigentlicher Ort ablost; der eigentliche Durchschnitt ist
eine circulare Curve dritter Ordnung, deren Gleichung lautet:

(2 30| 2hr—(1— k) 3] —2| 2ak—b (1— D)) (x®+ 31 +
+2[(a*—bY)k—ab(1—k*)]x+[(a®*—b*) (1 — k¥ +4abk] y =0.
Die Curve geht durch den Brennpunkt der Parabeln und

hat den Punkt A7 zum Knotenpunkt mit zu einander recht-
winkligen Tangenten. Die reelle Asymptote

2k 4ak—20(—1)
Y= [y

hat eine von der Lage des Punktes A unabhéngige Richtung, die
imagindren Asymptoten ¥ — =4=iv schneiden sich im Ursprung,
also auf der Curve, so dass fiir diese die imaginédren Kreispunkte

N . . |
conjugirte Punkte sind. Ersetzt man in (B) & durch — 7 SO
b

erleidet die Gleichung dadurch keine Anderung; von den sechs
Punkten, welche die Curve mit einer Parabel des Systems
bestimmt, entsprechen drei dem Schnittwinkel arctg £, die

. o 1
andern drei dem Schnittwinkel arctg <—- _Ie_> ! Dieses Verhalten

Die Fusspunkte der Strahlen, welche aus dem Punlkte A (a, b) nach der
Parabel
12e= 2 0x+02 ()
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der Gleichung hat auch zur Folge, dass die den Werthen O
und oo von % entsprechenden Curven in eine zusammenfallen,
welche analytisch charakterisirt ist durch die Gleichung

(* 41D y—2b(*+ 98 +2aby—(a*—b%y = 0; (C)

dieselbe geht durch die Beriihrungspunkte der Tangenten und
durch die Fusspunkte der Normalen aus 3 an die Parabeln (4);
die reelle Asymptote dieser Curve ist y = 2b.

Fillt der Punkt A7 in die Axe des Parabelsystems (b = 0),
so zerfillt (C) in die Axe ¥ = 0 und den Kreis #*+ % = a?;
kommt M auf den Brennpunkt des Parabelsystems zu liegen
(@ =0 =10), so zerfallt (C) wie auch (B) in drei durch ihn
gehende Geraden, wovon zwei die absoluten Richtungen an-
zeigen.

II.

12. Ein System von oo? Curven ist dargestellt durch eine
Gleichung zwischen den Coordinaten x, ¥ und zwei verdnder-
lichen Parametern A, u, also durch eine Gleichung von der Form

Sy u) = 0. )

Flr stehende Werthe von #, ¥ gibt diese die Beziehung an,
welche zwischen den Parameterwerthen aller durch den Punkt
(7, 1 laufenden Curven stattfindet.

so gezogen werden, dass sie mit ihr den gegebencn Winkel arctg Z bilden,
ergeben sich als Schnittpunkte von () mit der gleichseitigen Hyperbel

fxy — Ov+-[b—(a— O k| v—0O(a+Q+bk) = 0; ®
da eine der Asymptoten dieser Hyperbel der Parabelaxe parallel ist, so fillt
einer der vier Schnittpunkte mit dem unendlich fernen Parabelpunkt zusammen

und ist als Losung nur insofern anzusehen, als der unendlich fernen Parabel-
tangente jede beliebige Richtung zugeschrieben werden kann. Die dem Schnitt-

[ 1
winkel arctg '\— —,.'—) entsprechende Hyperbel
xv—+ Qky— (bh~+a— Q) y+Q [k (a+Q)—D] =0 )

liefert ausser dem unendlich fernen drei weitere Punkte auf (z), und die sechs
Punkte liegen auf ein und derselben Curve dritter Ordnung (B). Fiir & = 0 ver-
wandelt sich, wie es sein muss, () in die Gleichung der Polare des Punktes M
in Bezug auf (), ndmlich

by = O (a-+x)- 2.
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Figt man zu der Gleichung (1) die beiden neuen

5 5
,f—f— ;fp:O (2)
ox KL

sif BB, o
w2 Lyt =0 3
ot Btdv‘p 0y 2! +8)'q )
. . dy Iy . N
hinzu, in welchen 17:;‘4 und ¢ :L—2 ist, und eliminirt
dy dx

zwischen allen drei Gleichungen 4 und p., so kommt eine
Gleichung von der Form

v, 9, p,q) =0 (4)

zu Stande, welche bei festen Werthen von x, 3 die Beziehung
ausdriickt, welche fiir alle durch den Punkt (t, ¥) laufenden
Curven zwischen dem ersten und zweiten Differentialquotienten
der Ordinate nach der Abscisse in jenem Punkte besteht. Einen
andern, anschaulicheren Ausdruck erhalt man hiefiir, wenn
man mit Hilfe der Beziehung

o
D

(1+p*)*
q

f,
‘J_

¢ aus (4) entfernt; die neue Gleichung
P,y pp) =0 ()

bedeutet die Relation zwischen Tangentenrichtung und Kriim-
mungsradius aller Curven durch den Punkt (x, ).

Man kann nun in (5) p, p als verdnderliche Parameter
ansehen; dann stellt diese Gleichung wieder ein System von
oo? Curven dar, welches zu dem urspriinglichen (1) in solcher
Beziehung steht, dass jede Curve des Systems (5) Punkte
gleicher Tangentenrichtung und gleicher (und gleichartiger)
Krimmung auf Curven des Systems (1) verbindet. Beispiels-
weise wird ®(x, 9, p = 0,p) = O ein System von oo! Curven
reprisentiren, welche durch extreme Punkte gleicher Krim-
mung rl— beztiglich der #-Axe gehen; ®(x, 9, p, p = o0) = 0 cin

‘l

System von oo! Curven, dessen Individuen durch Wende- (oder
Undulations-) Punkte gleicher Tangentenrichtung p laufen.
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Friiher eingefiihrten Benennungen entsprechend soll das
System (4) oder das d#quivalente (5) als abgeleitetes in
Bezug auf (1), dieses hinwiederum als Integralsystem in
Bezug auf (4) oder () bezeichnet werden.

13. Zur Erldauterung mogen die folgenden Beispiele dienen.

2) Ein Kreisnetz mit dem Radicalcentrum C(a, b) und der
Potenz = ist dargestellt durch die Gleichung

P20 (v—a)—23(y—b)—al—b+z — 0, (1)

in welcher 2, 3 unabhingig veranderlich sind. Durch ihre Elimi-
nation ergibt sich die Gleichung

[ —a)+ (3—b)*—=] g—2p (1 +p*) (r—a) +
+2(1+p8)(—by =0 (2

des abgeleiteten Systems. Dieses ist wieder ein System von
oo? Kreisen, und zwar wieder ein Kreisnetz mit dem Radical-
centrum C; setzt man ndmlich in dem Polynom der linken
Seite von (2) a, b an die Stelle von x, 5, so reducirt es sich auf
—m=gq, und da ¢ der Coéfficient von x*-+ #? ist, so kommt dem
Punkte C in Bezug auf alle Kreise des Systems (2) die Potenz
—a zu. Hiernach ist das abgeleitete System eines Kreisnetzes
wieder ein Kreisnetz mit demselben Radicalcentrum: im Ubrigen
sind beide Netze so geartet, dass der Orthogonalkreis des einen
Diametralkreis des andern ist.

Mit ¢ =0 reducirt sich die Gleichung (2) auf die Gleichung
des Strahlenbiischels

3—b = p(x—a)

aus C als Ort der Punkte in (1), welchen ein unendlicher
Krimmungsradius zukommt; es sind die zu Geraden degene-
rirten Kreise von (1).

Mit p = O geht Gleichung (2) {iber in

|(x—a)*+(r—b)*

i

g+2(y—b) =0

und stellt, wie man leicht erkennt, ein Kreisbiischel mit der
Potenzaxe 3 = b und der Centrale ¥ = a dar als Ort der
extremen Punkte in (1) beziiglich der x-Axe. Man iiberzeugt
sich leicht, dass die extremen Punkte in Bezug auf die y-Axe
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auf einem Kreisbiischel mit der Potenzaxe ¥ — a und der Cen-
3

trale ¥ = b liegen, indem man (2) durch (14 p¥? dividirt und

hierauf lim p = oo setzt, beachtend, dass

q—:;v dabei

20
einer endlichen Grenze sich nihert. (1+7p%)
Als Ort der Punkte im System (1), fiir welche der Kriim-

mungsradius Null ist, ergibt sich aus (2) mit ¢ = oo
(@*—a)*+(y—b) = =,

d. i. der Hauptkreis des Netzes als Ort seiner Nullkreise.
#) Die Gleichung
Ax*+ Byt =1 )

stellt bei veranderlichen 4 und B ein System coaxialer Central-
kegelschnitte dar; durch Elimination der Parameter ergibt sich

gxy+ptr—py =0 (2)
oder in anderer Form
3
(I+p*)? xy+p*px—ppy =0 3)

als Gleichung des abgeleiteten Systems. Hiernach hat das
System coaxialer Centralkegelschnitte zum abgeleiteten ein
System von oo? gleichseitigen Hyperbeln, welche durch das
gemeinsame Centrum der Kegelschnitte gehen und deren ge-
meinsame Axen zu Asymptotenrichtungen haben.
Die Mittelpunktscoordinaten der Hyperbel (3) ergeben sich
aus den Gleichungen
NN g Y, —
(1+P)3J+]’P—O, @)
(14 p») 2 x—pp = O;

eliminirt man zwischen diesen einmal 5, das anderemal p, so
kommen die Gleichungen zu Stande:

y+pr =0, ®)

(xz_i_),2>:3_(‘2x23,2 — O (6)

Ihr Inhalt ist folgender: Die Mittelpunkte aller Hyperbeln,

welche Punkte gleicher Tangentenrichtung p in (1) verbinden,
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liegen auf einem Strahl von der Gleichung (3); die Mittelpunkte
aller Hyperbeln, welche durch Punkte gleicher Krimmung

gehen, auf einer tricircularen Curve sechster Ordnung von der
Gleichung (6), die im Centrum der Kegelschnitte einen vier-
fachen Punkt besitzt und aus vier gleichen die Axen berlihrenden
Blattern besteht. Die beiden Liniensysteme (3) und (6) bedecken
die Ebene derart, dass durch jeden Punkt je eine dieser Linien
geht, und es ist der Schnittpunkt der Linien p, s Mittelpunkt
jener Hyperbel (3), welche in dem System (1) Punkte der Tan-
gentenrichtung p und der Kriimmung ! vereinigt.

f,
IJ

Den Werthen O und oo von p entsprechen die Orter

x =0, 3y = 0; respective ¥+ = 0;
den Werthen O und oo von g die Orter
x = 0, v = 0: respective ¥ = px;

die Deutung dieser Resultate beteitet keine Schiierigkeit.
14. Zwei Systeme von je oo? Curven

j] (’V: ¥ 7‘I>P‘l) =0 (1)
.fz (1’, J”: ;‘2v :J’2> = O (2)

koénnen zu einander in Beziehung gesetzt werden dadurch, dass
man die veranderlichen Parameter 4, u;, ), 1, einer Bedingung
unterwirft

S By Iy, ) = O (3)

vermoge einer solchen sind einem Individum des einen Systems
oo ! Curven aus dem andern in bestimmter Weise zugeordnet.
Der Ort der Schnittpunkte einander entsprechender Curven ist
wieder ein System von oo? Curven, analytisch dargestellt durch
das Resultat der Elimination zweier von den vier Parametern
zwischen den Gleichungen (1) bis (3). Da aber diese Elimination
im Allgemeinen auf vier verschiedene Parameterpaare sich
beziehen kann -— von den Combinationen A, u,; Ay, b, ist abzu-
sehen — so gibt es auch vier verschiedene Erzeugnisse.
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Sind die Parameter noch an eine zweite Bedingung
Gy hy 1) = 0 4)

gebunden, so ist die Beziehung beider Systeme zu einander
derart geregelt, dass jedem Individuum des einen ein oder
mehrere Individuen des andern zugeordnet sind, und weil nun
drei der Parameter, und zwar im Allgemeinen in vier ver-
schiedenen Combinationen eliminirt werden koénnen, so ent-
springen hieraus vier verschiedene Erzeugnisse, jedes ein
System von oo! Curven darstellend.
Kommt endlich noch eine dritte Bedingung

Ga(hpy gy hgy 129) = O ()

hinzu, so ist unter den einander zugeordneten Individuen beider
Systeme eine Auswahl getroffen, und das Erzeugniss ist eine
Einzelcurve, deren Gleichung sich durch Elimination aller vier
Parameter aus den Gleichungen (1) bis (5) ergibt.

Ein einfaches Beispiel wird dies erlautern.

2) Die beiden Systeme von je oco? Geraden

¥ =Ny, (1"
¥ = ha+, )

seien zundchst nur an die eine Bedingung
ahp+Dbh, 4o +du, = ¢ (CW)

gekniipft. Eliminirt man A}, A,, so entsteht, nach Ablésung von
v = 0, die Gleichung

g—ocu,—du, b Gt by,

a+b a+b ()

Y=
welche oo? Gerade vorstellt; die zu einem festen p., gehdrigen
ordnen sich zu Strahlenbiischeln mit Tragern auf der Geraden

x die einem stehenden p, entsprechenden zu Strahlen-

=
. . a . . .
biischeln mit Trdgern auf v = e Das Ergebniss ist synthetisch
leicht einzusehen. Bei stehenden ., u, stellen (1*), (2%) zwei
Strahlenbilischel dar, deren Tridger auf der y-Axe liegen und
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die vermoge (3*) projectivisch auf einander bezogen sind; da
ferner vermoge (3%) X, &, gleichzeitig unendlich werden, so
fallen zwei homologe Strahlen mit der y-Axe zusammen und
das tlibrige Erzeugniss ist die Gerade (4).

Die Elimination von ., p, fithrt auf

chy +d g—ak —Dbi,
) — x4+ f 2
c-d c+d

(B)

das entsprechende Erzeugniss .ist wieder ein System von
co? Geraden, die sich in Strahlenbiischel mit Tragern auf den

b a . s
Geraden v — 5 und ¥ = — ordnen, je nachdem man ), oder ),
c c

als fest betrachtet. Geometrisch geht dies aus der Wahrnehmung
hervor, dass (1%*) und (2*) bei festen A, und A, zwei Parallel-
strahlenbiischel reprisentiren, die vermoge (3*) perspectivisch
auf einander bezogen sind derart, dass das selbstentsprechende
Element die unendlich ferne Gerade der Ebene ist; das librige
Erzeugniss ist die Gerade (B).

Aus der Elimination von A, p, entspringt die Gleichung

d a2 —dyy+(§—bh,—cn,) v—ay+an, = O, (C)
welche oo? Hyperbeln darstellt; ihre Mittelpunkte liegen auf der
a .. .
festen Geraden ¥ — — i eine ihrer Asymptoten ist der y-Axe
[2

parallel. Synthetisch wird dies sofort klar, wenn man beachtet,
dass (1*) bei stehendem A, ein Parallelstrahlenbiischel, (2%) bei
festem ., ein Centralstrahlenbiischel darstellt, welche vermoge
(3) projectivisch auf einander bezogen sind derart, dass dem
unendlich fernen Strahl im ersten die y-Axe im zweiten zuge-
ordnet ist.

Eliminirt man schliesslich X, ., so kommt die Gleichung

oh v —cxy+(g§—ak — du, ) r—by+bp, =0 (D

zu Stande; ihr geometrisches Aquivalent ist wieder ein System
b
von oo? Hyperbeln, deren Centra auf der Geraden » — — —
¢
liegen, wihrend eine ihrer Asymptoten der y-Axe parallel ist.

Die synthetischen Griinde hiefiir sind den vorigen analog.
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%) Dieselben Geradensysteme

V= hrty (1)
Y=y, (29

sind durch die Relationen

akh+bk, = c¢ (3*%)
du 4 fu, = 8. (4**)

zwischen ihren Parametern derart eindeutig auf einander be-

zogen, dass parallelen Geraden des einen auch parallele Gerade

des andern Systems entsprechen und dass einem Strahlen-

bilischel aus einem Punkte der y-Axe im ersten System ein eben-

solches Strahlenbiischel im zweiten System zugeordnet ist.
Die Elimination von y,, h,, 1, ergibt

f=h(af—=bd) & &)

y=2 T -

d.i. ein Strahlenbtischel aus dem Punkte (O, _& ) Es handelt
d+f)

sich bei stehendem A, um das Erzeugniss zweier projectivischen
Parallelstrahlenbiischel, welche die unendlich ferne Gerade ihrer
Ebene als selbstentsprechendes Element gemein haben. Aus
dieser Bemerkung folgt zugleich, dass die Elimination von
A, s by zU demselben Erzeugniss fiihren misse; sie liefert die
Gleichung

_ad4(af—bd) g

aldrry T ady o (E7)

welche in der That vermoge (3**) mit (E) zusammenfallt.
Aus der Elimination von A, %,, 1, geht, nach Ablésung von
v = Q, die Gleichung

y=- . by+ P (af—bd) )

a+b fla+Db)
hervor,welcher ein Parallelstrahlenbiischel entspricht. Bei festem
u, hat man es mit zwei Strahlenbtlischeln zu thun, welche die
y-Axe als selbstentsprechendes Element gemein haben. Zu
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demselben Resultate fiithrt nothwendig die Elimination von
Ay Wy, hy; sie gibt, wieder nach Ablésung von x =0, die
Gleichung
¢ ag—py(af—0bd)
= ak d(a+Db)

) (F7)

welche vermdoge (4**) mit (F) ibereinstimmt.

In dem vorliegenden besonderen Falle liefern also die
beiden Systeme (1*) uhd (2%) nur zwei von einander ver-
schiedene Erzeugnisse.

1) Die Parameter der beiden Geradensysteme

= hr4, (1%
=R T (2%

seien endlich an die drei Bedingungen

ak +bh, =c¢ (3%
du, +fu, — & (C3)
I +kp, =1 (5™

gebunden; durch Elimination erhilt man die Gleichung

cdry*—(a+b)dkxy+
+(bdl—afl+agk+cfh)v—(d+f)bhy+bgh = 0, (G)

welche eine Hyperbel mit den Asymptotenrichtungen x = O

und —“1,, :a—:_—l; darstellt. Greift man auf £) zurlick, so kommt
diese Hyperbel als Erzeugniss der beiden Strahlenbiischel (E)
und (F*) zu Stande, welche durch die neu hinzugetretene
Bedingung (5**) in perspectivische Verwandtschaft gesetzt
sind; dem unendlich fernen Element von (F*) entspricht in (E)
die y-Axe und ein Element von (E) ist den Strahlen von (F¥)
parallel, wodurch die gefundenen Asymptotenrichtungen syn-
thetisch begriindet sind.

15. Man kann die beiden Curvensysteme

Sk, p) =0 (1
Sl 3k, m,) =0 (2)
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auch in anderer Weise, ndmlich durch Vermittlung ihrer Differen-
tialgleichungen oder der abgeleiteten Systeme

'.Ll(’lvﬂ,jly 1717 Pj):O (3)
(¥, 2y Py ) = 0 )

zu einander in Beziehung bringen; in diesen letzteren Gleichun-
gen haben p,, p, einer- und p,, s, anderseits dieselbe geo-
metrische Bedeutung.

Tritt zu den Gleichungen (3) und (4) eine weitere Gleichung
von der Form

0 05 Puy Py 01y 02) = 0, ®)

so kdénnen zwischen den drei Gleichungen (3), (4) und (d) zwei
von den vier neuen Parametern p,, p,, p,, &, eliminirt werden,
und nachdem sich diese Elimination — von p,, 5, und p,,
abgesehen — auf vier verschiedene Combinationen beziehen
kann, so erhalt man auf solche Weise im Allgemeinen vier
verschiedene Erzeugnisse, jedes derselben ein System von
oo? Curven darstellend. Die Bedeutung dieser Systeme ist eine
verschiedene, je nach den eliminirten Grossen; hat man bei-
spielsweise p,, p, ausgeschieden, so ist das Erzeugniss ein
System F(x, y, p|, 5,) = 0, dessen Individuen solche Punkte der
Ebene vereinigen, in welchen eine Curve des Systems (1) von
der Krimmung —i einer Curve des Systems (2) von der Kriim-
1

mung {712 begegnet, jedoch so, dass zwischen den Coordinaten
dieses Punktes, den Tangentenrichtungen und den genannten
Kriimmungen die Relation (5) platzgreift.

Wird neben (3) noch eine weitere Bedingung derselben
Form

"1’2 (’1” s Py Pas Py {‘2\) =0 (6)

aufgestellt, so lassen sich drei Parameter, und zwar in vier
verschiedenen Combinationen eliminiren; dementsprechend er-
geben sich im Allgemeinen vier verschiedene Erzeugnisse,
jedes aus oo! Curven zusammengesetzt. Hat man beispiels-
weise p,, p,, p, eliminirt, so wird das Ergebniss ein System
F(v, v, p) = 0 sein, dessen Individuen Punkte der Ebene ver-
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binden, in welchen eine Curve des Systems (1) von bestimmter
- .
Kriimmung — einer Curve des Systems (2) begegnet derart,
“

dass die Coordinaten dieses Punktes, die Tangentenrichtungen
und die Kriimmungen beider Curven die Bedingungen (5) und (6)
erfiillen.

Kommt zu (3) und (6) noch eine dritte gleichartige Be-
dingung

Do (¥, 3% Py Lo 01 13) = 0, (7)

dann koénnen zwischen den fiinf Gleichungen (3) bis (7) alle
vier Parameter und nur auf eine Art eliminirt werden; das
Resultat ist eine einzelne Curve F(x, ¥) = O, welche Punkte der
Ebene verbindet, in denen sich Curven beider Systeme den
durch (5), (6) und (7) vorgezeichneten Bedingungen geméss
begegnen.

16. Als Beispiel mogen verschiedene Erzeugnisse zweier
Kreisnetze in Betracht gezogen werden. Zur Vereinfachung der
Rechnungen und Resultate beschranken wir uns auf zwei Netze
mit der Potenz Null und den Radicalcentren (& a, 0).

Ihre Gleichungen lauten

Pyt 2k (x—a)—2u, y—a®* =0 (1)
P20, (v+a)—2p, y—a* =0 (2)

und die Gleichungen der abgeleiteten Systeme
| (x—a)*+ »?] \/1 +pt—2pp(x—a)+2p,y =0 (3)
| (@ + 32 )N/ T 1 =2 pypy (6+-@) +20, 3y = 0. (4)
z) Zuvoérderst handle es sich um die Schnittpunkte gleich
grosser (und gleichartig gekriimmter) Kreise beider Netze. Die
entsprechende Bedingung lautet
p= (= p); )
flihrt man sie in (3) und (4) ein, so ist zwischen beiden Glei-
chungen nur die Elimination von p moglich und ihr Resultat ist
(248 (Ar—DBy)—aC(y*—y*)+2aDyy—a* (Av+ By) +
+a*’C=0, N
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wobei zur Abkirzung gesetzt worden ist:

\//1+p‘f—-\/1+p§:B
N1+ +p\1+pi=C
\Vi+p+ \/1+p:=D.

Die Punkte, in welchen sich gleich grosse und gleichartig
gekriimmte Kreise beider Netze begegnen, derart, dass sie dort
bestimmte Tangentenrichtungen p,, p, aufweisen, liegen dem-
nach auf einer circularen Curve dritter Ordnung, welche durch
die Radicalcentra der beiden Netze geht.

B) An zweiter Stelle sollen die Punkte gegenseitiger Be-
rithrung der Kreise beider Netze in Betracht gezogen werden.
Die hiefiir massgebende Bedingung

PL=py(=p) (6)

in die Gleichungen (3) und (4) eingeflihrt gestattet die Elimi-
nation von p allein, deren Resultat lautet:

K&+ 923 4+ 2aLlx (x4 y%) 24 a? M (2% + 3*) — 4 a*Ka? (v* + y*) —
—dalLy (¥ —yH)+a*N (¥ 4+ v*)—4a*Py*—16a*Qy*+
+2aLx+a’P =0, (D)

wobel abkiirzungsweise gesetzt ist:

(Pl_.r’z)z =K

(o +3py = M
3pt42p,0, 4305 = N
(4 o) =P

2,2
-"192—,@'

Die Punkte also, in welchen sich Kreise des ersten Netzes
von der Kriimmung %' mit Kreisen des zweiten Netzes von der
)
Kriitmmung pL beriihren, liegen auf einer tricircularen Curve
Sitzb. d. mathefn.—natur\\'. Cl.; CIL Bd., Abth. Il a. 78
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sechster Ordnung, welche durch die Radicalcentra der beiden
Netze hindurchgeht.

1) An dritter Stelle handle es sich um Punkte, in welchen
sich Kreise aus beiden Netzen von gleicher (und gleichartiger)
Kriimmung beriihren. Die entsprechenden Bedingungen

P =p(=p)

(7)
Py = (= p)

in die Gleichungen (3) und (4) eingefiihrt gestatten die Elimi-
nation von p oder p. Scheidet man p aus, so kommt die Glei-
chung

Py FN PP —at) =0 ©)

zu Stande; dieselbe stellt ein Kreisbiischel, und zwar das den
beiden Netzen gemeinsame Biischel dar. In der That fasst jeder
Kreis dieses Biischels und nur dieser Punkte der Ebene zu-
sammen, durch welche Kreise gleicher Kriimmung und gleicher
Tangentenrichtung aus beiden Netzen laufen.

Eliminirt man hingegen p, so ergibt sich als Resultat

p(y*—2®)+2xy+pa* =0, (D)

d. i. ein System gleichseitiger Hyperbeln durch die Punkte
(== a, 0) mit dem Centrum (0, 0); nach Artikel 4, v) ist dies das
abgeleitete System des Kreisbiischels (§). Thatsdchlich sind die
Punkte, in welchen Kreise gleicher Krimmung bei bestimmter
Tangentenrichtung p einander berilihren, identisch mit den
Punkten der Tangentenrichtung p in dem System (€).

Man hitte die Resultate (€) und (D) selbstverstindlich
auch aus jenen (V) und (A) ableiten kdnnen, wenn man dort
p, = p, = p, hier p, = p, = p gesetzt hitte.

8) Es sei endlich der Ort solcher Punkte der Ebene zu
untersuchen, in welchen sich Kreise der Netze (1) und (2) von
entgegengesetzt gleicher Kriimmung (also gleiche Kreise dusser-
lich) beriihren. Wenn man die hiefiir geltenden Bedingungen

P =D (=p)

8
b= (=0 ®
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in (3) und (4) eintrdgt, so gelangt man zu dem Gleichungspaar

[(+—a)*+ "]\ 1+ p* —2pp(r—a)+2py =0 (3%
[(F4+a)+ 15\ 1+p* +2pp(x+a)—2py =0, (4%

aus welchem einmal p, ein zweitesmal p eliminirt werden kann.
Durch Elimination von p ergibt sich die Gleichung

@+ —2a* () +at (P +yf)—datp?y* = 0; (€)

man hitte sie auch aus () durch die Substitution g, = —p, = p
ableiten konnen. Wenn also aus den beiden Netzen (1) und (2)
solche Paare von Kreisen des Halbmessers p ausgew#hlt werden,
welche in dusserer Berithrung stehen, so ist der Ort der Be-
rithrungspunkte eine tricirculare Curve sechster Ordnung und
(€) seine Gleichung. Wegen ihrer leichten Construction und
ihrer charakteristischen Formen soll diese Curve als Beispiel
der genannten Curvengattung etwas naher erdrtert werden.

Behufs Construction beschreibe man aus den Radicalcen-
tren 4, A’ (wobei AA’ = 2a) der Netze Kreise K, K/ mit dem
Halbmesser p und trage eine Strecke von der Lange 2p so ein,
dass der eine Endpunkt P auf K, der andere P’ auf K’ liegt.
Der Mittelpunkt M von PP’ ist ein Punkt der Curve; denn die
aus P und P’ mit dem Radius p beschriebenen Kreise & und #'
gehen durch 4 und A’ beziehungsweise und beriihren einander
in M von aussen (Fig. d).

Die Curve, welche symmetrisch ist in Bezug auf die Co-
ordinatenaxen, hat die Punkte 4, A’ und den Mittelpunkt O von
AA’ zu Doppelpunkten. Zur Bestimmung ihrer Tangenten in O
fiihrt die Gleichung

a*(xt+ v —4p2yt = 0,

aus welcher zu entnehmen ist, dass jene Tangenten reell und
verschieden, reell und vereinigt oder imaginar sind, je nachdem

p grosser, gleich oder Kkleiner ist als - — im mittleren dieser

4

drei Félle reducirt sich der reelle Theil der Curve auf die drei
Doppelpunkte. Die Tangenten in 4, 4’ (& @, 0) sind der Rich-
tung nach bestimmt durch die Gleichung

a** +(a*—p% % = 0
78*%
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und daher reell und getrennt, reell und vereinigt oder imaginir,
je nachdem p grosser, gleich oder kleiner ist als a. In dem
mittieren dieser drei Félle zerfallt die Curve in einen Kreis und
eine bicirculare Curve vierter Ordnung; fiir p = g lédsst sich
niamlich die Gleichung (&) unter Zuhilfenahme der Identitit

(2 y*—a?)? = (5 9P Bat (1) Bt (1 4 )—ab
umformen in
(x®+ y*—a?) [(x2+_j,2>z_a2(x2_3},2” = 0.

Die sechs Tangenten in den imagindren Kreispunkten
ordnen sich zu den drei Paaren conjugirter imaginarer Geraden

y=oeir,  y=ilr—a), v=i(r+a),

deren Schnittpunkte (0, 0), (a, 0) und (—a, 0) sind; die drei
Doppelpunkte der Curve spielen also auch die Rolle ihrer
Doppelbrennpunkte. In die eben genannten drei Paare imagi-
ndrer Geraden zerfillt die ganze Curve (€) fiir p = 0; denn
es ist
(xz—i—J'?):’——Zaz(x'*—j'“)+ab‘(xz+y2) —

= (P2 r—a)* + || (v4+a) + 22 .

In dem Falle p << a, wo die Punkte 4, A’ conjugirte Punkte
der Curve sind, gehen an sie aus dem Mittelpunkte O zwei
reelle Doppeltangenten; die Gleichungen derselben ergeben sich,
wenn man (€) in Polarcoordinaten r, » umsetzt, in eben diesen
Coordinaten als

d
0 —= —4=arc cos —;
a
in diesem Falle besitzt die Curve sechs Wendepunkte, davon
zwei im Mittelpunkte O vereinigt, welcher dadurch als Inflexions-
knoten charakterisirt ist; in den Féllen 5 = a bleiben nur diese

zwei Inflexionen reell.
In den Figuren 6 bis 8 sind drei charakteristische Formen

a
der Curve, entsprechend o > a, p = a, 5 <=pr<a, dargestellt.

Eliminirt man weiter zwischen den Gleichungen (3*) und
(4*) den Parameter p, so ergibt sich als Resultat

¥+ %) (pr—y) —a*(pr+21) = 0. (&)
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Waihlt man also aus den Netzen (1) und (2) Paare einander
beriihrender gleicher Kreise derart, dass die gemeinsame Tan-
gente eine bestimmte durch p charakterisirte Richtung hat, so
liegen die Berlihrungspunkte auf einer circularen Curve dritter
Ordnung, deren Gleichung (§) ist; sie geht durch die Radical-
centra 4, A’ der Netze und durch den Mittelpunkt O von AA’.
Ubrigens ist das Curvensystem () bereits aufgetreten, und
zwar als abgeleitetes System zweiter Ordnung bei einem System
confocaler Centralkegelschnitte (Artikel 4, §)) und bei einem
Kreisbiischel (Artikel 4, 7)).

17 Die Betrachtungen des vorigen Artikels, welche im
Wesentlichen darauf hinausgehen, in der Ebene zweier Systeme
von je oo? Curven solche Orter aufzusuchen, deren Punkte in
Bezug auf Tangentenrichtung und Kriimmung der in ihnen
zusammentreffenden Curven beider Systeme gewisse Bedin-
gungen erfiillen, kdnnen auch auf mehr als zwei Systeme aus-
gedehnt werden. Statt allgemeiner Erorterungen, die sich den
obigen #hnlich gestalten wirden, soll ein charakteristisches
Beispiel vorgefiihrt werden.

In der Ebene dreier Kreisnetze einen Ort zu bestimmen,
in dessen Punkten Kreise gleicher Krimmung aus allen drei
Netzen einander beriihren.

Sind (a,, b,), (a,, b,), (a,, b;) die Potenzcentra, n,, 7,, 7, die
Potenzen der drei Netze, so lauten ihre Gleichungen

P 220 (v—a) —2 p (y—b)—at—bi+x; =0, (1)
(i =1,2,3).

Durch Elimination der Parameter A;, p; folgen daraus die
Gleichungen der abgeleiteten Systeme

| (x—a)?+( y—b)*—m;| \/1 +pi—2 pioi(v—a)+
+2pi(y—0) =0 (i=1,2,3). 2)

Den Bedingungen des Problems zufolge soll

pr=py = P3(=p) 3)

Oy = py = p3(=p)
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sein; flihrt man dies in die Gleichungen (2) ein und eliminirt
hierauf p und p, so ergibt sich flir den gesuchten Ort die
Gleichung

(r—a,)*+(y—b)*—x, r—a, y—b

(¥—ay)* +{(y—by)*—=x, x—a, y—b, |=0. “)

(r—ag) 4+ (y—by)*—my v—ay y—by |

Setzt man zur Abkiirzung

a, b 1
a, b, 1|=A,
a, by 1
ad+b—=w, b, 1\ a, add+b—= 1
ay+b—m, b, 1]=20, |a, a,+b—=x, 1|=2§
ai+bi—m, b, 1 a, ai+bi—=, 1
a, b, at+bl—=,
a, b, ai+bi—=, |=1]
l a, b, a:+bi—m,

so heisst die Gleichung (4) in entwickelter Form
A*+9%)—202—2py—ll =0 4
und ldasst nun erkennen, dass der gesuchte Ort ein Kreis ist.

Werden in dem linksseitigen Polynom in (4*) an Stelle von %, y
die Coordinaten a, b, eingefiihrt, so nimmt dasselbe, wenn

man mit
A B, C
A2 B2 CZ
A3 B3 6‘3

das System der Adjuncten der Determinante A bezeichnet, den
Werth
A(a%+bY)—(a+ bt —=,) (@, A, +b,B,+ C)
—(a}+b—m,) (a4, + 0, B, + ()
— (@2 +bl—my) (a, 43+ b, B+ Cy)
= A(al+5)—A (“%+b?_“1) = Arx,
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Am,
A
auf den Kreis (4%), dieser Kreis gehort also dem ersten der drei
Netze an. In gleicher Weise zeigt sich, dass er auch dem
zweiten und dritten angehort. Es ergibt sich also das geo-
metrisch unmittelbar einleuchtende Resultat, dass der gesuchte
Ort identisch ist mit dem den drei Netzen gemeinsamen Kreise.

18. Bei einigen besonderen Formen der Gleichung des
abgeleiteten Systems ist es leicht, einen Schiluss auf die Natur
des urspriinglichen Systems zu ziehen; dem entsprechen ebenso
viele Falle, in welchen sich aus dem Bau einer Differential-
gleichung zweiter Ordnung die Structur ihres allgemeinen
Integrals vorausbestimmen ldsst. Die einfachsten Falle dieser
Art sind im Folgenden entwickelt.

«) Enthdlt die Gleichung des abgeleiteten Systems die
Variabeln x, ¥ nicht, so hat sie eine der Formen

v(q) =0, ©(p,q9) =0 (1)

oder auch, wenn man an Stelle von ¢ den Kriimmungsradius
einfihrt,

an; somit ist = =, die Potenz des Punktes (a,, &,) in Bezug

P@p) =0, P(p,p =0 (17

Jede wie immer in der Ebene verzeichnete Linie kann in
diesem Falle als zum abgeleiteten System gehorig angesehen
werden, ein abgeleitetes System im eigentlichen Sinne gibt es
also nicht; mit andern Worten, durch jeden Punkt der Ebene
geht eine Curve des urspriinglichen Systems so, dass sie dort
eine bestimmte Richtung und eine bestimmte (durch (1%) vor-
gezeichnete) Kriitmmung hat. Daraus folgt, dass das urspring-
liche System aus congruenten Curven &dhnlicher Lage besteht,
so dass es sich jeder Translation gegeniiber invariant verhilt;
seine Gleichung muss daher die Form haben

S+, y4p) =0, (2)

wobei A, p willkiirliche Constanten sind.
Beispielsweise fiihrt die Gleichung ©(g) = O auf ein oder
mehrere Systeme congruenter Parabeln von dhnlicher Lage wie

= ax*+ Cr+C/,
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wenn 2a eine Wurzel von ¢(g) == O ist; dieses Resultat aber
. c_.c . .
nimmt, wenn man -— =, - —C’ =y setzt, die unter (2)
2a 4qa ' :
fallende Form

y+u=alx+L)?

an. Der Gleichung ® () = O entsprechen ein oder mehrere
Systeme gleicher Kreise in der Ebene, je nachdem sie eine oder
mehrere Wurzeln besitzt; ist a? eine derselben, so hat das
betreffende Kreissystem die Gleichung (v +1)*+(y+p)? = a*

\V1+p®

Die Gleichung “———— —a =0 ergibt ein System congruenter
dhnlich liegender Kettenlinien y+p. = - (e “4e )

E/2EAN ;

B) Fehlt in der Gleichung des abgeleiteten Systems die
Variable y, lautet sie also

o, ) =0,  #(r,pq =0 (1
oder in der andern Gestalt
Q,p) =0, Pk pp =0 (1)

so besteht jenes System entgegen dem allgemeinen Falle nur
aus oo! Linien, und zwar ist es das System der Parallelen zur
y-Axe; da in jedem Punkte einer solchen Parallelen zwischen
Tangentenrichtung und Kriimmung der durch ihn gehenden
Curven des urspriinglichen Systems dieselbe durch (1*) aus-
gedriickte Beziehung besteht, so verhalt sich dieses System
einer Translation parallel zur y-Axe gegentiber invariant und
hat demnach eine Gleichung von der Structur

S, y+p, 0 = 0. @

1) Erscheint die Variable x nicht explicit in der Gleichung
des abgeleiteten Systems, welche dann eine der Formen

(5,9 =0 ey, 9 =0 (1)

hat, so fithren dhnliche Betrachtungen zu dem Schlusse, dass
das urspriingliche System bei jeder Translation parallel zur
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x-Axe unverdndert bleibt, dass ihm also eine Gleichung der
allgemeinen Gestalt
SE+hy,p) =0 ()

zukommt.

So gibt beispielsweise Lagrange?! das Integral der Diffe-
rentialgleichung

g*—2A%qy+A*p* =0

in der Form

2 Azbz
a4 —0

a
p— — by —

I3 2 4%
an, indem er die willkiirlichen Constanten mit a, b bezeichnet;
fiilhrt man an ihre Stelle neue ein mittels der Substitution
b a . . e o
= A, o =W so kann diesem Integral ohne Miihe die mit (2)

iibereinstimmende Gestalt

y—% = n@E+21*

verliehen werden.

1 Legons sur le calcul des fonctions, p. 227.

Iy




