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Uber eine Relation des Herrn Nasimof

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

In einer in den Schriften der mathematischen Gesellschaft
in Moskau enthaltenen, in russischer Sprache verfassten Ab-
handlung ! hat Herr Nasimof vor zehn Jahren fiir die Summe
der Werthe, welche eine willklirliche Function f(x) annimmt,
wenn ihr Argument alle dem Intervalle 1 . angehOrigen
ganzen Zahlen durchlduft, welche zu einer gegebenen Zahl n
theilerfremd sind, folgenden Ausdruck angegeben

nm
=
x=1m d

\ 72\ A B \)

Y (L rw=Ye@| Y san),
x=1 N d x=1

wo die Summation beziiglich 4 iiber alle Theiler von 7 zu

erstrecken ist, und aus demselben durch Specialisirung die
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»Von der Summe der Zahlen, welche relative Primzahlen gegen eine
szegebene Zahl N sind und eine andere gegebene Zahl P nicht liberschreiten.«
Matematiczki Swornik, 11. Bd., p. 603—610.
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abgeleitet, wo R, den Rest der Division von  durch # vorstellt
und mit ©® (1, n) die Summe der zten Potenzen der zu 2 theiler-
fremden ganzen Zahlen des Intervalles 1...m ausgedriickt
wird. Die erste von diesen Formeln ist {ibrigens wiederholt
angegeben worden, sie findet sich beispielsweise schon in
I.egendre’s »Théorie des nombres«, in einer Arbeit des Herrn
Minine' und in verschiedenen Mittheilungen von den Herren
Meissel, Cesaro, Rogel und mir. Eine interessante Erweite-
rung der Nasimof’'schen Relation stellte vor Kurzem Herr
K. Zsigmondy in seiner im letzten Bande des von L. Fuchs
herausgegebenen Journals flir die reine und angewandte Mathe-
matik enthaltenen Note: »Zur Verallgemeinerung der Function
w(n) in der Zahlentheorie«? auf, indem er eine der obigen vollig
analoge Darstellung fiir die Summe der Werthe angab, welche
eine willkiirliche Function f(x) erhdlt, wenn ihr Argument alle
durch » gegebene, zu cinander theilerfremde ganze Zahlen
nicht theilbaren ganzzahligen Individuen eines vorgeschriebenen
Intervalles annimmt. Es mag bei dieser Gelegenheit nur darauf
hingewiesen werden, dass die Zsigmondy'sche Verallgemeine-
rung der Euler-Gauss’schen Function « (12) ein Glied aus einer
Kette von wesentlichen Erweiterungen bekannter zahlentheo-
retischer Theoreme bildet, auf welche man durch folgende ein-
fache Uberlegung gefiihrt wird.

In der Theorie der Theilung der ganzen Zahlen wird
gezeigt, dass man zur multiplicativen Bildung aller ganzen
Zahlen unendlich viele Elemente, die Primzahlen, nothig hat
und dass unter Beniitzung dieser Elemente jede ganze Zahl
nur auf eine einzige Weise multiplicativ erzeugt werden kann.
Da eine wesentliche Eigenschaft des Systems aller Primzahlen
darin besteht, dass je zwei Elemente desselben zu einander
theilerfremd sind, so kann man eine grosse Anzahl derjenigen
in diesem Capitel der Zahlentheorie zur Erorterung gelangenden
Fragen, welche in letzter Linie auf der Darstellung der ganzen
Zahlen als Producte von Primzahlpotenzen basiren, in der Weise
verallgemeinern, dass man dieselben nicht fiir alle ganzen

»Nouveaux théorémes de la théorie des nombres«.
AL 0. Bd. 111, S. 344—347,
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Zahlen, sondern nur flr diejenigen behandelt, welche als Pro-
ducte von Potenzen mit ganzzahligen, nicht negativen Expo-
nenten der verschiedenen Elemente eines Systems von » ganzen,
unter einander theilerfremden Zahlen ,, 1,,. ., 1, darstellbar
sind. Indem ich mir vorbehalte, auf diese Erweiterungen dem-
nédchst ausfiihrlich einzugehen, will ich in den folgenden Zeilen
nur einige wenige specielle Falle derselben hervorheben, die zu
besonders interessanten Beispielen einer zunédchst im ersten
Paragraphen aufzustellenden allgemeinen Formel fiihren, in
welcher die Relationen der Herren Nasimof und Zsigmondy
als specielle Fille enthalten sind.
§. 1. In der Summe
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welche uber alle Theiler d,, der ganzen Zahl # zu erstrecken
ist, die eine bestimmte (durch den Index gy charakterisirte)

arithmetische Eigenschaft besitzen, hat f(za{?, 2., . za(")
den Factor
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wo die Summation beziiglich dj , Uber diejenigen unter den
Theilern d,, ausgedehnt wird, welche zugleich Theiler von
¥, 2, #0 sind, d.i. also liber alle mit der durch den Index p
charakterisirten Eigenschaft begabten Theiler dpl|,,’_1,l(o>,x§0),....,-aO)‘
des grossten gemeinsamen Theilers [, #{%, . 2+ von
1, 20, 20, ., ¥ Man hat daher die Relation
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welche, falls die Function f(x,,%,,. ., %) fir alle in Betracht
kommenden ganzzahligen Werthepaare x|, 3,; 2, ¥,;. .5 %5, ¥s
der Gleichung

SOy 3, % by ¥ Ds) = S Yy o X) S Ve )

genligt, in die folgende ibergeht
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ist, und, wenn f(¥, %,. .,%;) homogen von der Dimension %,
ist, die Gestalt
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annimmt.
Setzt man in der abgeleiteten allgemeinen Gleichung bei-

spielsweise
n=1 flv,%,. . x) =apap.  xs; Mrr,. cxgapay. xls

so erhilt man die speciellen Beziehungen



Eine Relation des Herrn' ' Nasimof. 1269

e XNg= "
\! .
s AN A A
Hxg=1
/ . n
' 3 1o, i, 0y 20) Yt <d }
\ — o,[711,,1.. -]
\dPy (1,20, Xy, 206 )
Sttt m | ( m
__\ /(dpu)dr,'u 5. ( ) ( w\| 7
I p n p 7 X
Lon . -
m |
S \Lbo,n
L Xg=
Al
L hxx, . x)xpxe. A
.,A’SZI

3 / o
) ( A/\__, Z(de [, 0, 2. ) /l( d ’*‘ >> =
[

: 0, [1, 20, X5, -, N6 ]
o, (1,2, X0, g )

\ LI S SR (:14, < m )) <[
’ (dp u) /\ (flo u) dn, " Ly dp‘ n) \ d,) - d

4197 B
WO
S, () = 2-'1 Pt
L=r
A= v A ()t

=1

ist.
Ist

) ={A(log "'+ Bjr" +C, (t=0,1),
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ist, so verwandeln sich die zwei letzten Gleichungen in die
folgenden
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lim e — =0

ist.

Es sollen nun einige besonders bemerkenswerthe specielle
Fille dieser allgemeinen Formeln angegeben werden.

§. 2. Es bezeichne 4, , einen Theiler der ganzen Zahl »,
welcher eine pte Potenz ist, und es werden

1

1@ = (N0 0 =1,2=

gesetzt, wo die zahlentheoretische Function w(x) gleich O ist,
wenn x nicht von der Form #nfing>...n% ist, oder wenn, falls es
diese Form besitzt, auch nur einer der ganzzahligen, nicht nega-
tiven Exponenten 2, (x =1,2,...,7) grosser als 1 ist, und in
allen anderen Fallen den Werth (—1)®® hat, wenn &, () die
Anzahl der verschiedenen unter einander theilerfremden Zahlen
1, (.=1, 2,...,r) vorstellt, welche zur angegebenen Darstellung
von x nothwendig sind. Da aus dieser Definition die Gleichung

PNz ) = (N ) pe) )

folgt, in welcher IV eine durch keine der Zahlen n,n,,. ., 1,
theilbare ganze Zahl vorstellt, so hat die {iber alle Theiler d, ,
der ganzen Zahl

’ - ’ = ! =
apts wipts R S

1= Nu, 1, o1y ©
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3, <p h=1,2.. . 1),

welche pte Potenzen sind, ausgedehnte Summe

N — 173 —
N () =, (1)

‘Iq, n

den Werth

|- 114wy,

1

wo die Marke am Productzeichen anzeigt, dass nur jene Werthe
des angegebenen Intervalles zu nehmen sind, fiir welche o >0
ist, und ist demnach gleich Null, wenn auch nur einer der
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Exponenten o/ p+2, (% = 1,2,...,7) grosser als p—1 ist, d. h.
wenn # durch die pte Potenz einer der Zahlen n,, n,,. ., u,
theilbar ist, wihrend sie in allen anderen Fallen den Werth
+1 hat.

Auf Grund des eben ermittelten Werthes von Ep(m) ergibt
sich aus der im §. 1 aufgestellten allgemeinen Relation, dass
der Ausdruck

m
XXy oo oy Vg =
dp, n

FP (e, 1) = Z (I(\P/E) E Sy uxydynicg, oy, 4 ¥s) ),

d XXy ey Xy =1

0,0
in welchem die Summation beziiglich 4, ., tber alle Theiler
der ganzen Zahl » auszudehnen ist, welche pte Potenzen sind,
die Summe derjenigen Werthe vorstellt, welche die Function
S, %,,. ., %) annimmt, wenn ihr Argumentensystem alle
Systeme von s (gleichen oder verschiedenen) beliebig dem
Intervalle 1. .m entnommenen ganzen Zahlen durchlauft,
deren grosster gemeinsamer Theiler mit # keine der Zahlen
n, \ =1,2,. .,r) als Factor enthilt, so dass also spetiell

R R y—
o, 5 (112, 1) = Z Li | (V1)
poi-

d

Py 1

die Anzahl der eben genannten Argumentensysteme ist.
Als specieller Fall der letzteren Summe ergibt sich sofort,
dass der Ausdruck

—

o -
r=|\n |

o .\ n’ ]
Q8 (n) = 2, [FJ . (¥)

1 In einer im 13. Bande der Schriften der mathematischen Gesellschaft in
Moslkau (S. 535—543) enthaltenen, in russischer Sprache abgefassten Abhand-
lung stellt Hetr Minine folgendes Theorem auf: Ist

xr=1un

x
g(n,m) = S—‘ [_]
Lo Lbm
x=1
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die Anzahl derjenigen Systeme von s (gleichen oder ver-
schiedenen) ganzen Zahlen des Intervalles 1 un vorstellt,

deren grosster gemeinsamer Theiler keine der pten Potenzen

n®,ul,. ., uf als Factor enthilt, aus welcher sofort die Relation

,

S sT T/ I
D' (n)y=mn H (1 o \ +.d,n
1 1.

S—1+

folgt, in der A4, eine fir alle Werthe von » endliche Grosse ist,
dieselbe liefert das Theorem:
Ist
0
T =00 g

lim
1

hm,[‘." —oo Ty =0,
]

so betragt die Wahrscheinlichkeit, dass eine aus dem Intervalle
n—ia—+1 n 41 willklirlich herausgegriffene Zahl nicht durch

so besteht die Beziehung
xr=1n
g D— Y gl )
n2=g(n,1)— (i, ) n(x).
L ‘

r=2

Diese Formel ldsst sich unmittelbar aus der Relation

x=1n
2 [_,}] n(x) =1,
x=1

welche ein specieller Fall der im Texte aufgestellten Gleichung ist, ableiten,
wie man sofort erkennt, wenn man dieselbe in der Gestalt

r=a, y=x

= 2g(n, 1) — Z [=] e

a =1

n(in—+-1)
T2

schreibt und beachtet, dass g(u, 1) = ist,
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die ste Potenz einer der + unter einander theilerfremden ganzen
Zahlen n, 1,,. .., 1, theilbar ist, im Mittel

7 ] .
AT
1 )
Setzt man in der eben aufgestellten aligemeinen Gleichung

— — /3 U -
p=1, n=mnpng nr,

so entsteht die Zsigmondy'sche Beziehung, nimmt man sodann
noch tberdies fiir 7, 1,,. - ., 12, die Primtheiler von 7, so erhilt
man die Relation des Herrn Nasimof.

Von anderen speciellen Theoremen, welche in dieser Formel
enthalten sind, moégen noch die folgenden leicht zu ermittelnden
hier besonders hervorgehoben werden:

Die Summe der zten Potenzen derjenigen unter den ganzen
Zahlen des Intervalles 1. 1, deren grosster gemeinsamer
Theiler mit » keinen Divisor von der Form (njug: — nr)
(1, und n, theilerfremd fiir = = ) ausser 1 besitzt und welche
aus einer geraden Anzahl von (gleichen oder verschiedenen)
Primzahlen zusammengesetzt sind, ist gleich

il
dy i) ’

L= S fm
72 0. (N d, ) 3 S,_([d— > dnd [
wihrend die Summe der zten Potenzen derjenigen unter ihnen,

d Tl )
deren grosster gemeinsamer Theiler mit 7 keinen Divisor der
angegebenen Form besitzt und welche aus einer ungeraden An-
zahl von (gleichen oder verschiedenen) Primzahlen zusammen-
gesetzt sind, den Werth

o

1 © . oV [
TZ- Z 1 (\//dp, u)‘l.’h" 3 62 (!

d

By 1

) Ay ) A, (‘ ;;:i l) %

o

hat, wo die Summationen bezuglich d, , Uber alle Theiler von 1
zu erstrecken sind, welche ste Potenzen sind.

Die Summe der zten Potenzen derjenigen unter den ganzen
Zahlen des Intervalles 1. 1, deren grosster gemeinsamer
Theiler mit » keinen Divisor von der Form (ngng — u*r)
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(12, und n, fiir «x = ) theilerfremd) ausser 1 besitzt, verhalt sich
fiir sehr grosse m zu m*+t1 nahezu wie die {iber alle Theiler don
von #, welche pte Potenzen sind, ausgedehnte Summe

$ 0 (V20

:[:;L dp,u
zu %+ 1.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grdosste gemeinsame
Theiler einer aus dem Intervalle 1 .. beliebig heraus-
gegriffenen ganzen Zah! und der ganzen Zahl » keinen Theiler
von der Form (nf1ng: . . 1¢;f1‘)P (12, und n, fiir x == A theilerfremd
ausser 1 besitzt, ist flr sehr grosse m im Mittel gleich

~ P/5
(N )
Ve

)

wo die Summation bezliglich 4, , {iber alle Theiler von # zu
erstrecken ist, welche pte Potenzen sind.

§. 3. Es bezeichne ferner d,, irgend einen Theiler der
ganzen Zahl # und es werde

7@ =1@), (@) =1, =1

gesetzt, wo mit A (¥) eine zahlentheoretische Function dar-
gestellt wird, welche den Werth O hat, wenn der Quotient aus x
und der grossten in dieser ganzen Zahl enthaltenen aten Potenz
einer ganzen Zahl von der Form #nfing. n% (n, und =, fiir
% == X theilerfremd) einen quadratischen Theiler ausser 1 besitzt
gleich +1 ist, wenn dieser Quotient das Product einer geraden
Anzahl von nur verschiedenen Primfactoren ist, und endlich den
Werth —1 hat, wenn die eben genannte Anzahl ungerade ist
Da aus dieser Definition unmittelbar die Gleichung

=00 _
N\ A () 1
FATEE

- ]| )

s
I

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIL. Bd.,, Abth. L. a. 84
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folgt, so ist die Uuber alle Theiler d einer ganzen Zahl
erstreckte Summe
Ny
a(d)

72

gleich 1 oder 0, je nachdem m, die ste Potenz einer ganzen
Zahl von der Form nfinj: . % ist oder nicht, und daher stellt
der Ausdruck

L ’ n
(A Xy ey Xy = | 7

(3,0) A —N\N'T \" s ’ j
FP9 (m, m_Zx,(d)(\ > | fx,, dx,... ., dx)),
d Xpy Xy v oy X =

in welchem die auf d bezligliche Summation sich {iber alle
Theiler der ganzen Zahl # erstreckt, die Summe der Werthe
vor, welche die willklrliche Function f(x,%,,. ., %) annimmt,
wenn ihr Argumentensystem alle Systeme von s ganzen Zahlen
des Intervalles 1.. m durchlauft, deren grosster gemeinsamer
Theiler mit # die ste Potenz einer ganzen Zahl von der Form
nang . .u% (n, und n, fiir x =X theilerfremd) ist, so dass also
speciell

—

¢

die Anzahl der eben genannten Argumentensysteme und

r=1n

-

S| mem =0

rx=1

=

die Anzahl derjenigen s-gliederigen Systeme von ganzen
(gleichen oder verschiedenen) Zahlen des Intervalles 1 .x
ist, deren grosster gemeinsamer Theiler eine Zahl von der
Form nfing:. .ngrist.

Von den speciellen Féllen, welche in diesem allgemeinen
Theoreme enthalten sind, mogen die folgenden besonders an-
gefiihrt werden:

Die Summe der »'*" Potenzen derjenigen ganzen Zahlen
des Intervalles 1...m, deren grosster gemeinsamer Theiler mit »
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die ote Potenz einer ganzen Zahl von der Form %2 nr
(2, und #, fiir » < X theilerfremd) ist und welche aus einer
geraden Anzahl von (gleichen oder verschiedenen) Primzahlen
zusammengesetzt sind, ist gleich
)
‘)

wihrend die Summe der =ten Potenzen derjenigen unter ihnen,
deren grosster gemeinsamer Theiler mit 7 die ote Potenz einer
ganzen Zahl von der Form n{ing. .n% ist und welche aus
einer ungeraden Anzahl von (gleichen oder verschiedenen)
Primzahlen gebildet sind, den Werth

i

hat, wo die Summationen bezliglich d {iber alle Theiler der

| m

z)\,(d)d’ S, MJ +)\(d)\(

d

lo‘ —

“m

1?)(d)d’). ( i)—)(d)\([

ganzen Zahl 2 zu erstrecken sind.

Die Summe der xten Potenzen derjenigen ganzen Zahlen
des Intervalles 1 ... m, deren grosster gemeinsamer Theiler mit
die ote Potenz einer ganzen Zahl von der Form n{ing:. nu%
(n, und n, fir ==\ theilerfremd) ist, verhdlt sich bei sehr
grossem m zu m*t! ungefdhr, wie die liber alle Theiler d der
ganzen Zahl # ausgedehnte Summe

N A (@)
Lo d
zu 4+ 1.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grdsste gemeinsame
Theiler einer aus dem Intervalle I m beliebig heraus-
gegriffenen ganzen Zahl und der Zahl # die ote Potenz einer
ganzen Zahl von der Form n{ing:  n%r ist, ist flir sehr grosse
im Mittel gleich der Uber alle Theiler d von # ausgedehnten
Summe

WA (d)

/
i
da

84
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§. 4. Es werde ferner wieder flir d,, , irgend ein Theiler der
ganzen Zahl » genommen und

£ = ;(:L), @) =1, =1

gesetzt, wo die zahlentheoretische Function «(x) den Werth O
hat, wenn x durch keine der Zahlen #,#,,. .,n, theilbar ist,
oder wenn es auch nur eine derjenigen Zahlen #, A =1.2,...,7),
welche durch kein Quadrat ausser 1 theilbar sind, in einer
hoheren Potenz als der zweiten oder mindestens zwei in einer
hoheren als der ersten Potenz enthdlt, oder wenn dasselbe
durch das Quadrat einer der librigen Zahlen 7, oder durch ein
Product von solchen theilbar ist, oder endlich, wenn eine Prim-
zahl in x in einer um mehr als eine Einheit hdheren Potenz als
einer der Grossen m, enthalten ist, wahrend dieselbe gleich
_ x
(—I)w ("‘*)f,(n,l) ist, wenn x durch das Quadrat der nur ver-
schiedene Primfactoren enthaltenden Zahl 7, oder durch eine
der Zahlen n,(n,) mit quadratischen Divisoren theilbar ist und
endlich die Relation

— }L\=‘\$ 0] (L)
a@= ) (—1) " fm)

p=1

besteht, wenn x das Product von nur verschiedenen Primzahlen
und den Zahlen #, #,,. ., 1, die keinen quadratischen Theiler
ausser 1 besitzen, ist.
Da fiir diese Function, wie man leicht zeigt, die {iber alle
Theiler d einer ganzen Zahl # erstreckte Summe
i
Z 2.(d)
d
den Werth f,(n2) oder O hat, je nachdem 7 mit einer der Zahlen #,
(A =1,2,. .,r) tibereinstimmt oder nicht, so erkennt man auf
Grund der Entwicklungen des Paragraphes1), dass der Ausdruck
gy Xy -,-\’S:[%] \

V- \ |
Fy(m,n) = /. a(d) 2 fldx,, dx,, . .., dx) ’),

d .t‘,,,l‘.:,...,,\,'s-_—.l
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in welchem die Summation nach 4 liber alle Theiler der ganzen
Zahln zu erstrecken ist, die Summe der Producte vorstellt, welche
entstehen, wenn man den Werth der Function f(x, #,,..., x,) fur
ein dem Intervalle 1. m angehdriges Argumentensystem,
dessen grosster gemeinsamer Theiler mit # eine der Zahlen
1, iy,. ., 1, (n, und 7, flir » =k theilerfremd) ist, mit dem
Werthe multiplicirt, welchen die Function fj(x) flr diesen
gemeinsamen Theiler erhélt. Speciell wird die Summe der
Werthe, welche die Function f(x,%,,...,%;) annimmt, wenn
ihr Argumentensystem die eben genannten Zahlen des Inter-
valles 1. me durchlauft, durch die {iber alle Theiler d von #
ausgedehnte Summe

m
(‘n BN [d]
" 0

> )| Y dr,. . dx)| = EO )

d Ay Xaye oo g =1
gegeben, wenn mit ;.O(x) diejenige Specialisirung der Function a(x)
bezeichnet wird, fiir welche die obigen allgemeinen Gleichungen
libergehen in

2y (1) =0

o)
g @) = (—1) "

rat (7){ij
B = Y (—1)

n=1

Von den speciellen Theoremen, welche in dieser allge-
meinen Formel enthalten sind, mdgen die folgenden besonders
erwdhnt werden:

Die Summe der Producte aus den xten Potenzen derjenigen
im Intervalle 1. e liegenden ganzen Zahlen, deren grosster
gemeinsamer Theiler mit 7 einer der unter einander theiler-
fremden ganzen Zahlen 7, n,,...,n, ist und welche aus einer
geraden Anzahl von beliebigen (gleichen oder verschiedenen)
ganzen Zahlen zusammengesetzt sind, und dem Werthe,
‘welchen die Function f,(x) fur diesen gemeinsamen Theiler
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erhilt, ist gleich der Uber alle Theiler d der ganzen Zahl »# aus-
gedehnten Summe

S s (2] o (2]t

gb/d—-‘ \d \d

wihrend die Summe der Producte aus den =ten Potenzen der-
jenigen unter den Zahlen des genannten Bereiches, deren
grosster gemeinsamer Theiler mit # eine der Zahlen »,#,,..., 7,
ist und welche aus einer ungeraden Anzahl von beliebigen
(gleichen oder verschiedenen) Primzahlen zusammengesetzt
sind, und dem Werthe, welchen die Function f,(x) fiir diesen
gemeinsamen Divisor anninunt, den Werth

/ ‘

)= ([3])

Die Summe der Producte aus den «ten Potenzen derjenigen
dem Intervalle 1 m angehorigen ganzen Zahlen, deren
grosster gemeinsamer Theiler mit # eine der unter einander
theilerfremden ganzen Zahlen n,, n,,. ., 1, ist, und dem Werthe,
welchen die Function f(x) fiir diesen Theiler annimmt, verhalt
sich fiir sehr grosse m zu m**t! nahezu wie die Uber alle
Theiler d der ganzen Zahl # ausgedehnte Summe

1
2 L

o

N o) ; S,

hat.

U 2(d)
L4

o
zu 4+ 1.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinsame
Theiler einer aus dem Intervalle 1 1 beliebig heraus-
gegriffenen ganzen Zahl und der Zahl » eine der » unter
einander theilerfremden ganzen Zahlen #n,, 1,,..., n, ist, betragt
fir sehr grosse # im Mittel

V% (@)
LI—. d

wo die Summation {iiber alle Theiler d von # zu erstrecken ist.
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§. 5. Jeder der drei in den vorigen Paragraphen beniitzten
zahlentheoretischen Functionen p, (%), X, (%), o.(x) lasst sich eine
neue an die Seite stellen, welche durch die {iber alle Theiler 4
der ganzen Zahl x, beziehungsweise uber diejenigen d, , unter
ihnen, welche pte Potenzen sind, ausgedehnte Summe

"‘ _;) y, \/d( \‘) == l)o<1)

I -
o,

( %) o (d) = 1 (%)
16

definirt wird, wo () den Werth 1 oder O hat, je nachdem x von
der Form n{iny:. . n%r ist oder nicht.

Dieser Definitionsgleichung nach hat

vp (%) den Werth O, wenn # nicht von der Form n%nu% ... ner
ist, oder wenn, falls es diese Gestalt besitzt, auch nur einer der
Exponenten a, (# =1,2,. #) grosser als p—1 ist, wahrend
diese Function in allen anderen Fallen gleich 1 ist;

X (¥) den Werth O, wenn # nicht von der Form nfing: ... 2%
ist, oder wenn, falls es diese Form besitzt, auch nur einer der
Exponenten o, (+ = 1, 2,. .,7) nach dem Modul p einer von O
oder 1 verschiedenen Zahl congruent ist, wahrend diese Func-
tion in allen anderen Fallen gleich (—1)° ist, wo t die Anzahl
derjenigen Exponenten 2, (x = 1,2,. ., r) vorstellt, welche die
Form «p +1 haben;

o/(x) den Werth O, wenn x nicht von der Form n#ng ... ni
ist, oder wenn, falls es diese Form besitzt, einer der Exponenten
2, (v =1,2,. .,7) grosser als 2, oder mindestens zwei von
ihnen grosser als 1 sind, den Werth (—1)®® f, (n,), wenn o, = 2
ist und die ibrigen Exponenten unterhalb 2 liegen, endlich den
Werth

a(d) = o (x)

S \

N
i
N5
e
o

p=t

(— 1)+t :i Si(1)

n=1

wenn 7. %,,. %, gleich 1, « ., %, aber Null sind.

1 ' 4o
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Von den zahlreichen Relationen, welche fiir die ange-
gebenen zahlentheoretischen Functionen bestehen, mogen die
folgenden hier Platz finden:

)‘p @ = L_, B(\/d ) (T)

d

M) = N ﬁ(\/dw)”( ¢>

i

Sifsua=’
a
‘1 yany (d)@o<f) = (g \{l/;’)

Zl’ (d)vp\d>—(u (V)

je nachdem x die pte Potenz einer Zahl von der Form nfinge ... 12%r

ist oder nicht,
HECRICS
d 0

je nachdem # eine der Zahlen n, (\ = 1, 2,. ., 7) ist oder nicht,

ANV I I x=1)
Zd_)\p(d)\"ao<g>— 0 > 1
Z)T“(d);%<g>:§1 (x=1)
d 0 (x>1

Die letzten zwei Gleichungen zeigen, dass die Functionen
X, (¥) und A (%), beziehungsweise Ep(x) und pg(¥) conjugirt sind.
Auf Grund der eben abgeleiteten Relationen folgt aus dem
allgemeinen Theoreme des Paragraphes 1, dass der Ausdruck

m
2, Xy "’x3=|:¢_i,l ”] \

) O ‘
\ [3( > ", (\/alr ) ( L S lpuxy,doniy, ..o, dyuxs),

do n
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in welchem die Summation nach 4, , tiber alle Theiler von
zu erstrecken ist, welche pte Potenzen sind, die Summe der
Werthe vorstellt, welche die Function f(x, 4,,. .., %) annimmt,
wenn ihr Argument alle s-gliederigen Systeme von ganzen
(gleichen oder verschiedenen) Zahlen des Intervalles 1. .m
durchlauft, deren grosster gemeinsamer Theiler mit # eine Zahl
von der Form nfing: . .n% (n, und n, fir » =\ theilerfremd)
ist, in welcher keiner der Exponenten o, (x =1, 2,...,7) die
Zahl p—1 Ubersteigt, ferner die Uber alle Theiler von 7 aus-
gedehnten Summen

v =[] \
‘1 — [\ v 1 D)
PR (-) ), Sf@xydy, L dr) | =FF7 (mu)

d
d Ny Kooy g =1
N — 7 o,
/\/T u(d) <7>( Z Sfldx,, dx,, ., dt)) = F®% (1, u)
Xy Xaye ey Xe=1

das Aggregat vorstellen, welches entsteht, wenn jeder der
Werthe, den die Function f(v,%,,. .,#%,) annimmt, wenn fir
ihr Argumentensystem irgend eines der s-gliederigen Systeme
von beliebigen (gleichen oder verschiedenen) ganzen Zahlen
des Bereiches 1. .m gesetzt wird, deren grdsster gemein-
samer Theiler mit # die pte Potenz einer ganzen Zahl von der
Form nyng. .uir (5, <2 (A =1,2,. .,7); n,und n, firx =X
theilerfremd) ist, mit

h=r

2 s

(_1)7:1

multiplicirt wird, weiters die liber alle Theiler 4 von 7 aus-
gedehnte Summe

7

L ('.T,,,\'._... . .,xs=[%]
}_ B (%, J# @)\ Z Fldr,, dx,,. . ., dxy)
_ , ,

Ay, Xg=1

die Summe der Producte angibt, welche dadurch entstehen,
dass man den Werth, welchen die Function f(x, 7,. ., %)
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erhélt, wenn flir ihr Argumentensystem irgend eines der s-gliede-
rigen Systeme von beliebigen (gleichen oder verschiedenen)
ganzen Zahlen des Intervalles 1. m gesetzt wird, deren
grosster gemeinsamer Theiler mit # eine der unter einander
theilerfremden ganzen Zahlen n, A\ =1, 2,. ., #) ist, mit f,(n,)
multiplicirt, sodann die iber alle Theiler d von # erstreckte

Summe
hi
Xy Xy e =\ \
“, 7/L\-/ “ [1] . ) )
B (\F) no(d) s Sfldx,, doy, ..., dxs)/ = F,"7 (m, n)
d cevg=1

die Summe der Werthe ist, welche die willkiirliche Function
f(x, %,,. .., x) annimmt, wenn flr ihr Argumentensystem alle
dem Intervalle 1. = entnommenen s-gliederigen Systeme be-
liebiger ganzer Zahlen gesetzt werden, deren grdsster gemein-
samer Theiler mit n die pte Potenz einer ganzen Zahl von der
Form n§ing: .u% (n, und n, flir 2 = A theilerfremd) ist, end-
lich die iiber alle Theiler 4 von #, beziehungsweise iiber die-
jenigen d, , unter ihnen, welche pte Potenzen sind, ausgedehnte
Summe

C

Xy Nape o oy Yo = —
[ ERaicd K d] Y

Y [\ — hl
L i, ('_;,) M(d) ( i fldx,, dx,,. ., dxg) | = FE (m, )

o axg=1

T\
} Sl w2y, dg %y, ., dp xs)/

=1

O —[L]
( e de, n \

NN
LB drp ) "

das Aggregat der mit dem Zeichen

=7

(1

versehenen Werthe, welche die Function f(x,, ,,. .,x,) erhilt,
wenn fiir ihr Argumentensystem alle s-gliederigen Systeme von
beliebig dem Intervalle 1. m entnommenen ganzen Zahlen
gesetzt werden, deren grosster gemeinsamer Theiler mit # eine

v



ganze Zahl von der Form wnfiotspZets nrPtei (n, und u, fir x = A theilerfremd; 0 =2 = p,
A=12,. ., %) ist

Auf die zahlreichen speciellen Theoreme, welche sich aus diesen Formeln ergeben, soll hier nicht weiter
eingegangen werden.

§. 6. Den bisherigen Erorterungen mégen in diesem Paragraphe noch folgende Bemerkungen ange-
schlossen werden. Es ist

j‘=l\?/1—L_] ( . ,1',})=[\P/F]
\1 ) ”J\ . [ n JS
R Rl P —— ()
=i T /) ,«;}Zﬂ ()’
.v:[\Z?J )
n [S—
N e
r=1 ’

6
v=[Va L n3n. . ys=n

=) e

P g
X, Yy Yy oy Vg =1 ¥ yl Vs

Ny Yooy Vg =1

_ \‘\ . (M \) . (ﬂ) . ( 11) ( >\ " (\p/mTA);)

— ) s|— -
—_— Y/ A\ s —
ylvyﬁv"':,"s=1 ! 2 d(’)[)vhyﬂv""ysl
Xy, Koy oy Xy =10
- __
— \ ! P - — U'(s> 7
e '1)“.{, (l’ll?l‘za' ',"l-\‘D —_ [().p(/l>’
Uyy X, vo=1

‘Jowise N WM sop uone[ay aulg

ag8el
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wenn mit qjx,(,(x) die Summe der xten Potenzen derjenigen Theiler
von # bezeichnet wird, welche pte Potenzen von ganzen Zahlen
sind, die keine der unter einander theilerfremden ganzen Zahlen
11, 10,,. . ., 1, als Factor enthalten.

Aus dieser Gleichung folgt sofort die Relation

1
s—1+4 —

'(S)(n)_nsc(ps)]—l {1——E+B,,1z Plogn (p>1),

s

wo B, eine flir alle Werthe von # endliche Grosse ist; dieselbe
liefert u. A. folgende Theoreme:

Ist
llmm_oo " 0
L
lim 1" logn
f, 11 =00 ” =0,

so hat jede dem Intervalle —n+1. n+7 angehodrige ganze

Zahl im Mittel
1
e | ﬂ _r%

Theiler, welche pte Potenzen von ganzen Zahlen sind, die keine
der unter einander theilerfremden ganzen Zahlen 1, 1,,. ., 7,
als FFactor enthalten.

Ist

lim S LY

1,1t =00 1

so hat jede dem Bereiche n—1n+1 n++n angehorige ganze
Zahl im Mittel

2xPr B, T 3'1 1 %
20 @2p) 1THL T 52
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Theiler, welche (2p)te Potenzen von ganzen Zahlen sind, die keine
der unter einander theilerfremden ganzen Zahlen #,n,,. ., 1,
als Factor enthalten.

Ist

lim B —)

T, =00 4y

lim,  _ \/M log —0,
7,7 =00 1

so hat jede im Intervalle n—n+1  74-1 befindliche ganze
Zahl im Mittel

Sl
61 n’

quadratische Theiler, deren Quadratwurzeln durch keine der
unter einander theilerfremden ganzen Zahlen #,,#,,. . ., , theil-
bar sind.

Aus der Definition der Function p.(x) folgt leicht, dass

o l,(n) = B (1) logn
1;1 it (S)I—H ”A$ 12‘1 ow

ist, wenn die {iber alle Theiler d, , von n, welche pte Potenzen
sind, ausgedehnte Summe

N b (/) 10g dyy = 1, ()

dp, n

gesetzt wird. Da nach dieser Formel

Bayr Brgr o1 Brg =1

.
l,(1) = Z {B., log 1, + P, lOg 12y, + 43, log i}
Bur Bayre s Brg=0

PRy Py

N T M )

ist, falls nur flir A = %, %,,. . ., %, [?J =1 wird, so hat (1) den

Werth —p log 1, oder O, je nachdem # die mit einem p—1 Uber-
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steigenden Exponenten versehene Potenz einer der Zahlen 1,
(»=1,2,. ., ) ist oder nicht.

Die angegebene Gleichung verwandelt sich daher sofort in
die folgende

1
r ———
o8 (p—1)s

=y
log | n,

1
co S(n r

log I—lm‘ ﬂ(1~7—\-

aus welcher sich bei geradem s =2t flir die tte Bernoulli’sche
Zahl der folgende bemerkenswerthe Ausdruck ergibt

MOES

1
.

”),,-_ 2(e—1):
log H " !
20 (2t
B=21CY ,.
(2=)* o 1&‘2, !
os Tl 11— |
1, /

der, falls § = I, 7 = oo gesetzt und fiir », n,, alle Prim-

zahlen genommen werden, in die bekannte von Herrn Bugajef
herriihrende Relation

1 1 1 1
_2ll2%)  log <222‘ 3 48 550 )

T (2,”)2: 1 1 1 1 \,
log (\2221—1 3821 5p?—1 77271 ()
ubergeht.
Man hat ferner
w=[Vial o= Vil y=u (
W [”],— Tloexr = Y ”>—, >
) — | w(x)logx = el—)u() logx
xX=1n
1
:72 ><Zu (/4,2 log d, )
—1 gy
xX=1ia
1
= . Z I, (x)
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Beachtet man, dass in dem Intervalle I ... # entweder keine
logn

oder {_—D—H—
log n,
vorkommen, je nachdem log# = p log», ist, so erkennt man,
dass sich die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende

Summe auch in folgender Weise darstellen 14sst

—p 41 die (p —1)te libersteigende Potenzen von #,

=
_\ (“’i ‘ ﬂlogﬁ_]_ ;
£ *\oTog ) 18 " Aliog ] T !

und daher hat man die Beziehung

7
(V'] i logn \ yrlogn
), _,]_ o+1

.1\.\‘,
? log #1; log 7
! ;\'I ; = r[ ", P * *

1

welche, falls das Product derjenigen unter den Grossen
1, M,,. ., 1, welche nicht grosser als a sind, mit P(a) be-
zeichnet wird, die folgende Form annimmt

log n
[\P/ﬁ] -,-(ﬂ[l‘l] [logn,]
: ,,”, a5 N
| x Mo PN/ ) =1,

1 P

wo mit #, die kleinste der Zahlen #, (A = 1, 2,..., ¥) bezeichnet
wird.
Ist 9, , der zu d,, complementire Theiler von #, so
hat man
B Py p— —
Z " (\‘/dp,") {logd, »+logd, ,} = p (1) logu
d

0, N

und daher ergeben sich die Relationen

A‘j D(l)([ ]) logx = :\_':[1 ‘u (x) logx—:iz %1 Lo(x)

il

P, _
r=[Vu] x=n x=n

\;1 :T(K) log< %]l): Z Ep(x) log ¥ —
A /

/ 1
x=1 x =1 X

L (x),

P

8%
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welche unmittelbar zu folgenden Beziehungen fithren

3 -

N !
ﬁy (]) >:Hxﬂ?(‘o[%] ]’_I 'zlz{[:::‘] [nP'H [ p+2 T

1 1
logn
=[\P/n] ) logfu,]

N\ Iy l ] } AT
log n! = ;/:1 1! (J,J)B(J’) + log H ,)B(J)
o)

M) = Z w(v) log x
x=1
ist.

§. 7. Beachtet man, dass
{ 1 ] [ 7 —1]
X ¥

den Werth 1 oder O hat, je nachdem x ein Theiler von 7 ist
oder nicht, so erkennt man, dass der Ausdruck

‘an PP (M/I’? ll) — Z -f;)l (d(ﬂ) Z —fF‘ (d.g-:) Z f.;.; (dPa) °

n

d, 1
Py d _— d —
r)zl 27
dPl Ps dPJ dp:
\"
/_, j:%—l (ch—1> .
n
d y—
Ps—1 dr,l1 dpl2 dF‘c—Z

s ( m 1
) ’
Qoo o, \dy dp - dp_ Ay Ay dy_

in welchem die Summation nach g, (r=12,...,6—1,0) Uber
alle mit der durch den Index p, charakterisirten arithmetischen
Eigenschaft behafteten Theiler der an das betreffende Summen-
zeichen angefligten zweiten ganzen Zahl zu erstrecken ist und

zur Abklrzung



eI WIqY Cpg 1D 1D tavnjvu- weyjew p "qzis

N i ( ”n
Lu -fps( ‘Pc)'{ dPl’ dP::""7
dp:, d;"u dP: s dP:—l

gesetzt wurde, gleich der Summe

2y, % x —[ ld ]
¥y Vg = m
- g

* \
; ) > Py ooy i, Byl dy gy iy 2 | =
Pq Ay Aaye ooy 2g =1
__ fe ( m_ n m)
dp‘ dp dp5_1 dP1 df‘~: o d(’s—l d(‘l dP:: : d”s -1’
n—I1

D e
Yoo D, |

Yo Yot Y,

ist, in welcher die Summation nach y, (A =1, 2,.

y(‘l y(’-z . yP

XNy Xg = [}'
-

- [SAERIACR AT <T}l7) |

m ]
S

Pu
S (Yo, Ve, - Yo X Vo Voo Yo Ko 5 Ve Ve Vo ¥s)

yeeyXg=1

.,0) Uber alle dem Intervalle 1 .# angehdrigen ganzen

Zahlen auszudehnen ist, welche eine bestimmte durch den Index p, charakterisirte arithmetische Eigenschaft

besitzen. Es ist demnach die Function ®, ,, .

o (m, m), welche, wie man leicht erkennt, auch gleich

e X _[7_]
s DPhP"» :Pu.
) ) A
Z Z f(DP‘hP'b Py i Dp,,p,, 0 Koye v oy .Dp“p.:, oty /’L’s) X <'D——) Z f;1<dP1)
b Sxg=1 L) IR O d
PupPy Py s F"P"""’p:
1 Q
PaP;:x--'rP
D D D o ¢ Ps—1
Popa ; 1Py 0g / Pif el
o dp, Yo dg dp, -y Yos—1 ¢ dg g, g,

Jowise N UMOH sap uonulay auly

1621
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ist, wo die Summation nach Dy ,, ..., tber alle Theiler der
ganzen Zahl n zu erstrecken ist, welche ein Product von der
Gestalt %, %, . .%, sind, eine symmetrische Function von
Profosr- -5 05 1st

Nimmt man speciell s = 2 und setzt voraus, dass unter
den Theilern D, ,, ..., von 7 auch die Zahl 1 enthalten ist, so

hat man, falls f;, () und £,,(y) die Gleichung

‘ PP} — ; 1 (DPHP: — 1)
f,(do,)fo2 =
DIRCEAVS ot I

erflillen, die Relation

Xyy Naye oy Xg =10
N
2 D f ) =
Xpy Xy vy Xg =1

) (ons) (110 J¢> V' oo (11 ﬁ)
= D fuld)Ef (d(n’dm = 2 Suld) Y ( I

/
L dp.,
do, oy, n

Auf Grund der in den vorigen Paragraphen angegebenen
Entwicklungen ergeben sich aus dieser Gleichung die Be-
ziehungen

o Feo (1 L)
Z J@, %, s ¥s) = Z p( do " ) o (dp,u, dp,u

g = p 13 Yo, n

(12 und d, , pte Potenzen)

NN ()
Sl g )=

welche Relation fiir p == s = I in eine von Herrn Zsigmondy
a. a. O. bewiesene Gleichung tibergeht,
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Xy Xaye ooy Xg =100
v 4 ) — (9,5) 11 1
te (112) / JACTTE N D) —Z F4 \7 7
XNy e -,,\'S=1 a F

Xy Xy e, Mg =N

. (1m) Z f(tt, Kpyo v oy Xs) ::Z F(P'S) <1:; , %> N (d)

Ay Xaye v oy X d
— s [Mm
} P(\/d,n)F <(l ,d—
(23 (3L
o, y 1
KNy Xy ooy Ng =110

g (12) Z: NG e N _Z B(fl)F(" <m 7;)
o 1

\* o m 1
)\?, (112) \L: S, x,. - x) :Z [J«fa (d) FG(‘.LSL) (_ _>

d’ d
A Xy -y X =1 d "
Xy Xaye o .,;\fszm
\' y 0 m n
b e m) =3 MV E I ()
] ) £ip M dP .
Fo e g =1 Ao, dg,

(m und n pte Potenzen)

Xy Agyer sy Ng=100
0. _ @[ 1M 1
y (112) 2 NICHE NN Lp,,,(d)F”( dj
R
Xy Xage oy Xg =1
x . =Ny a5 /M N
) DL flng. m)=)h UFH%dWJ
x,,At:,...,,vs=1 qa

in denen d irgend einen Theiler von #, d,, aber einen solchen
bedeutet, der eine pte Potenz ist und durch die Anfiigung des

2 . . . . .
Index VR beziehungsweise an ein Functionszeichen an-

7
Do,
gezeigt wird, dass in den flir die betreffende Function ange-

1 - . 7
gebenen Summen x, durch B beziehungsweise d—x)‘ unter
Bl

Beibehaltung der urspriinglichen Grenzen zu ersetzen ist.




ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der
Wissenschaften mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1893

Band/Volume: 102_2a

Autor(en)/Author(s): Gegenbauer Leopold

Artikel/Article: Uber eine Relation des Herrn Nasimof. 1265-1294


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=35711
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=185021

