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Uber Flichen constanter Krimmung

Emil Waelsch,

Privatdocent an der k. k. dentschen technischen Hochschule in Prag.

(Vorgelegt in der Sitzung am 13. Juli 1893.)

In einer soeben erschienenen Note! ergaben sich die
Flachen constanter Kriimmung als die einzigen Fldchen, deren
geoddtische Linien eine Gruppirung von einer gewissen Eigen-
schaft zulassen. Im Folgenden mochte ich die zugehorigen
Entwicklungen vorfithren, welche sich anschliessen an die der
hohen Akademie in der letzten Sitzung vorgelegte Arbeit.”
Hierbei wird ein Pfaff’sches Problem auftreten, von dessen
Integrabilitdtsbedingung noch eine geometrische Deutung
gegeben werden soll.

1. Gruppirung der geoditischen Linien. Ein Fldchen-
element ist gegeben durch die Coordinaten «, 3, 2, p, ¢; man kann
Gleichungen zwischen mehreren Flichenelementen mit den
Coordinaten x, ¥, z, p, q; &', 4/, 2", P, ¢';. . . betrachten, wie dies
Herr Backlund gethan hat® Speciell kann man zwei Fldchen-
elemente M, M, so annehmen, dass die Ebenen der Elemente
ihre Punkte enthalten. Ein solches Doppelelement bilden die
Brennpunkte und Brennebenen eines Strahles einer Strahlen-
congruenz.

Dann kann man Mannigfaltigkeiten solcher Doppelele-
mente, deren es oo® gibt, betrachten, und hier ist es zunidchst-
liegend, das eine Element M, eine gegebene Fldche F be-

1 Siehe Sur les surfaces a élément de Liouville et les surfaces a courbure
constante. Comptes rendus, t. 116, p. 1435.
Uber Tangentencongruenzen einer Fliche. Sitzungsber. vom 6. Juli.
Siehe Math. Annalen, Bd. 19.
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schreiben zu lassen, wihrend das andere A4, durch mehrere
Gleichungen an dieses Element gebunden ist.

Nehmen wir an, dass eine dieser Gleichungen die Ebenen
des Doppelelements zu einander senkrecht macht. Besteht
dann M, aus dem Punkte @ der Fliche F'und seiner Tangential-
ebene 7T,, so besteht das andere Element A, aus einem
Punkte @’ der Tangentialebene 7, und einer zu 7, senkrechten
Ebene T, welche a enthilt. Eine weitere Gleichung zwischen
denFliachenelementen wird den Punkt &’ auf einer Curve ¥ leiten.
Man erhélt so flir jeden Punkt derFldche eine Curve ;
alle diese Curven bilden eine Congruenz (%). Man
erhélt oo® Doppelelemente, und das zweite Element M, be-
stimmt dann ein Pfaff’sches Problem; man kann fragen: » Wie
muss man die Curven der Congruenz (%) annehmen, damit das
Pfaff'sche Problem integrabel wird, dass sich also die oo?
zweiten Elemente A, zu oo ! Flachen F/ anordnen?«

Jede Flache F] der oo! Fliche F', welche sich auf diese
Weise ergeben, ist mit F/ zusammen Brennflache einer Strahlen-
congruenz, welche die gemeinsamen Tangenten aa’ der Flichen
F, F) enthilt, und diese Congruenz ist eine Normalencon-
gruenz N, weil die Brennebenen T, T, aufeinander senkrecht
sind.

Die Strahlen der Congruenz N, ordnen sich zu Develop-
pablen, welche ihre Riickkehrcurve auf der Flidche / haben und
diese Curven sind geodétische Linien der Flache F. Man erhilt
s0 oo ! geoditische Linien der Fliche entsprechend F); fiir alle
Flichen F’ und die zugehorigen Normalcongruenzen N oo'!
Schaaren von oo! geoditischen Linien oder eine Gruppirung
der geodédtischen Linien der Flache £

Wenn demnach die Curven () so bestimmt sind, dass das
zugehorige Pfaff’sche Problem integrabel wird, so ergeben sich
zunichst die Integralflichen /' durch Integration einer gewdhn-
lichen Differentialgleichung erster Ordnung. Sind diese bekannt,
so ergeben sich durch Integration einer weiteren Differential-
gleichung erster Ordnung die developpablen Flachen der Con-
caruenz N und damit die geodétischen Linien der Flache F.

In den oben angefiihrten Arbeiten ergab sich, dass
Curven () fiir Flachen, deren Bogenelement die Liouville’'sche
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Form hat, allgemeine Strophoiden sind, fiir Fliachen mit
Lie'schem Bogenelement gewdhnliche Strophoiden und fiir auf
Rotationsflachen abwickelbare Flachen Kreise, die durch die
Punkte @ gehen. In den beiden letzten Fillen lassen sich also
die Curven 2 durch Rotation und Streckung in einander {iber-
flihren.

Man kann nun allgemeiner fragen »Wann sind die
Curven der Congruenz (), welche ein integrables
Pfaff’sches Problem liefern, von besonderer Art, z. B.
algebraisch?« Dies letztere ist immer der Fall, wenn die
Differentialgleichung der geodétischen Linien ein intermedidres
erstes Integral besitzt, welches algebraisch von der willkiir-
lichen Constanten abhédngt, wie dies z. B. bei den Flachen mit
Liouville’schem Bogenelement der Fall ist.

Ferner kann man fragen: »Wann gehen die Curven
der Congruenz (W) durch dieselbe Transformation
oder die Transformationen einer Gruppe aus ein-
ander hervor? Speciellst: »Wann sind die Figuren,
welche aus dem Punkte ¢ und der Curve 9 bestehen,
zu einander congruent? Es wird sich zeigen, dass dann
die Fldche F constante Krimmung haben, dass aber zu jeder
dieser Fliachen oo? Congruenzen (%) gehdren, so dass die geo-
détischen Linien einer solchen Flidche auf oo? Arten so gruppirt
werden konnen, dass die entsprechenden Curven % aus ein-
ander durch Rotation um den Punkt @ hervorgehen.

2. Das Pfaff’sche Problem bei Congruenz der Fi-
guren (a, A). Wir nehmen also an, dass in den Tangential-
ebenen 7, der Fldche zu einander congruente Curven % gegeben
seien, und zwar sollen auch die Figuren, welche aus 2 und dem
Punkte a bestehen, zu einander congruent sein. Zeichnen wir
in der Tangentialebene 7, einen rechten Winkel, dessen
Scheitel @ ist, und der zu dieser Figur congruent liegt; wir
konnen dann die Schenkel dieses Winkels als Axen eines
Cartesischen Coordinatensystems wéihlen. Die Gleichung der
Curve U beziiglich dieses Systems wire dann y = f (x). Gleich-
zeitig konnen wir die Schenkel dieses Winkels als Tangenten
der Coordinatencurven 7z = consl, v = const. auf der Fldche
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wiahlen. Dann ist die Gleichung eines Punktes der Tangential-

ebene!
c

b
a+x e —+ Y — = O,
B i
wobei p=\E, 1 = VG gesetzt wurde.?
Demnach ist

a’:a+x ; +f(x )
ein Punkt der Curve 9. Haben hierin #, v, ¥ bestimmte Werthe,
so erhdlt man einen Punkt des Raumes 4’. Durch diesen Punkt o’
und die Normale 7, des Punktes a geht die Ebene T, Sie ent-
spricht dem Punkte @’ in dem Pfaff’schen Problem, von
welchem oben die Rede war.

Um die Differentialgleichung dieses Pfaff'schen Problems
zu bestimmen, miissen wir #, v, # solche Zuwichse ertheilen,
dass der Nachbarpunkt

o =a +da
in die Ebene 7, fillt. Es miissen also die Richtungen der Nor-
male #u,, der Geraden aa’ und a'a’ in einer Ebene liegen, d. h.
es muss das Matricenproduct

b
blla'—a - b FX'*‘ {;—J’ .
; — 5 p—
c|‘ da c ad

— O gy (c;) (bda)y = Bx(cda’)—y(bda) =0 (1)

sein.
1 Vergl. die oben angefithrte Arbeit, Art. 5.
2 Der Punkt a habe die Entwicklung

1
a—+(bdu—~+cdv)+ > (edu2+ 2 fdudv—+gdv?)+. . .

Wird der aus 1y, 11y, 1113; 1y, 19, 723 gebildete Ausdruck
1y 1y~ Titg 1ly—+1ity T0g
mit (sm) bezeichnet, so ist das Bogenelement der Fldche

ds? = (bb) du? + 2 (bc) dudv—+(cc) dv?,
also
E=(b), F=(bc), G = (cc).
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Nun ist
di dg d dy
da’ = bdu+cdv+ (—»07 — O—Zb) x4+ (76 — ‘,; c)y+
lJ

NP i i

b c
-+ _f'_ dx -+ - dj’,
3 f

und

(da (bdb) = — d(bb) =

5 dp* = §.d3 und (cdc) = v.dy ist)

U
l\D'»—-

(bda') = B*du~+ <b—f(ic) 3+ fdy

(cda’) = y*dv + <Cgb)

x-4-dy

Daher wird Gleichung (1):

(rdv + G db)1+dj) —y (Bdu—+ (ba; )j+d1)

B
oder, da wegen (bc) = O auch (bdc)+(cdb) = O ist,
( 2
wydv—ypdu+ ( ! (cdb)+1dy—J dy =
i
Diese Gleichung wird (Da (cdb) = (ce)dn +(cf)dv und
ferner 8;(3—3,0) = 0, also (ce)+(bf) = 0 ist, so ist
. . 1oy ., 1 (o)
(Cﬂ) — —(bf) - —7 v — PP ((‘:f) - ?"W = Tiu;
also (cdb) = —pB,du—+7,dv)

’ i / o\
((5)'—1—(,1'2—*-3»2) (—(”) du— ((t + (4% (T:’) dv—(xdy—ydx) = 0.
\ °

Fdhrt man hier statt x,  Polarcoordinaten 7, ein, so
geht diese Gleichung tiiber in

, . p
(H sinw+7 Ll )du—( cos T+71 )(lu—m";
T \ B

= Pdu+Qdv—rde = 0. ) 2)
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Dies ist also die zur Congruenz (A) zugehorige
Pfaff’sche Gleichung in den Coordinaten #, v, ». Ihre Inte-
grabilitatsbedingung ist

PQ}— QP?—T' (PU'—‘ Qu) —

( vl i ]” .
= B %(—F,-"— )| %) }— U sin 52, cos w) = 0. (3)
1

T v \ P (]'..'7

..\‘5/
Il

Nun ist nach einer Formel von Codazzi!

S ONCIEE

]
i N

das Krimmungsmass der Flache im Punkte @, und ferner sind

[l

= Tr

o1

i

, W= —

O
>

e
-

die respectiven geoddtischen Krimmungen der Coordinaten-
linien 7 — const., v = const. im Punkte @, so dass die Inte-
grabilitdtsbedingung (3) wird

, 1+ A7?
i . .
hsin t4u cos o

()

Nur Fldachen constanter Krimmung. Es konnen
nun zwei Fille eintreten. Entweder verschwindet in der letzten
Gleichung #/ fiir alle Werthe von » oder nicht. Im ersten Falle
muss 1+ Kr*=0sein, also r*—= — —

K
dass die Gleichung der Curve % in allen Tangentialebenen 7,
der Fliche dieselbe y = f(x) sei, dass also 7 nicht von =, v ab-
hidngt; es muss demnach vermoge der letzten Gleichung K von
1, v unabhingig sein. Die Flache hat daher constante Kriim-
mung und die Curve ¥ ist ein Kreis R, mit dem Mittelpunkt a

. Nun war vorausgesetzt,

/ 1 . . . .
und dem Radius \//71? Dies gibt die bekannte Lie’sche

unendlichdeutige Transformation der Fldchen con-

Siche Stahl und Kommerell, Die Grundformeln der Flidchentheorie,
S. 32.

§ -
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stanter Kriimmung. Denn die Integralflichen F’ des Pfaff’-
schen Problems sind hier wieder Flachen constanter Krimmung
und die Lie’sche Transformation besteht eben darin, dass man
von dem Flichenelement M, der Flachen F zu dem Element A,
der Fliche F’ ibergeht.

Wire im zweiten Falle # ein Werth, welcher von Null
verschieden ist, so ist

[+ K? . . -
—1’,&— —(hcos g4+psing) = 0; )

diese Gleichung soll bestehen fiir alle Werthe von #, v; es muss
demnach

2

1 X .
K, oy —(hy cOS o+, sinp) = 0O,

7% .
K. e —(hn cos o+, sing) =0

sein. Dies gibt, dass die Functionaldeterminanten von K, X, . ver-
schwinden, dass also A und p. Functionen von K sind.

In Gleichung (4) sind demnach A und p. Functionen von A"
Werden in diese Gleichung die Werthe von o, #, #' eines
Punktes der Curve U eingesetzt, so muss diese Gleichung auch
bestehen fiir den congruenten Punkt in den anderen Tangential-
ebenen. Man hat demnach fiir alle Punkte der Flédche dieselbe
Gleichung fiir K; daher ist K constant, also auch & und p.

Die Curvenschaaren 7 = const., v = const. haben demnach
die constanten geodétischen Kriimmungen

A=c¢, p=2c;
die Curven dieser Schaaren schneiden sich zudem orthogonal.
Diese Schaaren miissen folglich nach einem bekannten Satze
isometrische Schaaren sein. Daher kann man in dem Bogen-
elemente der Fliche £ = G oder B = ¢ setzen. Es wird dem-
nach
&3
I [;ll J— J— —
A= g = ¢ und p= — =5 == ¢

Sitzb. d. mathem.-naturw. CL; CII. Bd,, Abth. IL. a. 87
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Dies gibt
LTy
By Cy
oder
3 = fleuu+cyv).
4
Da aber ‘ei; = ¢, ist, folgt
i
S 1
‘o =1 oder f= .
f* —(ciu+cv)+¢

Es ergibt sich demnach

L
E=6G= ———F
(et 4+ cu+c)
Wir kénnen hier ¢ = O setzen und haben dann das Bogen-
element

du?+ dv?
dst = AV 6)
(e u+c,v)
und daher
K —= —(c'f—l—cg

4. Die Curven 2. Die Differentialgleichung (4) geht nun
iber in ‘
W i it
¢, sing+c, cos

oder wenn

— P c C .
\/—Ix = \/cf+c§ =3, ! =cos¥, X =sind
3

)
gesetzt wird, in

sdr deo _d@¥ )
1—s%2 7 sin(V+w) — sin($+v)

Fihren wir neue Verdnderliche ein
5 =0, V4 =219,
so wird diese Gleichung

dp  dy

2 —

et
1—p sing
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Diese Gleichung gibt integrirt

l—p b

- — 2
l+p

Ctg o>

c+1 . .
und, wenn ) als neue Constante C eingefiihrt wird

1+ Ccos
(.A = “—‘—
C+ cos ¢
oder
1+ Ccosd
5 = ——————
C+ cos ¥

Fihrt man wieder Cartesische Coordinaten ein, so wird
diese Gleichung

C*(5(x*+ Y —1)2 = (F*+5)(1—51)% (7)
Fiir C* = wird diese Gleichung
ottt —1ip* = 0;
hierin ist s*(x*+ 3% —1 die Gleichung des Kreises R, (siehe
Art. 3), da \/ — % = 1 ist. Daher kann (6) auch geschrieben

werden in der Form
R, y*—)\R"* = 0, (8)

worin R = s(¥*+ 3*)—x = 0 die Gleichung des Kreises R/
ist, welcher durch a geht und den Kreis R, im Punkte &' be-
rithrt, und A ein Parameter ist.

Wir erhalten somit in Gleichung (7) oder (8) als Gleichungen
der Curven % ein Biischel von Curven vierter Ordnung. Da aber
eine Fliache constanter Krimmung in oo! Weisen das Bogen-
element (6) erhalten kann, so kann dieses Biischel noch um «
gedreht werden. Dann tritt in Gleichung (8) an Stelle von y* ein
%, wobei # = 0 die Gleichung einer beliebigen Tangente des
Punktes « ist, so dass die Gleichung einer Curve ¥ wird

R,A4R" = 0. (9)

Es gibt demnach fiir jede Fldche constanter
Krimmung oo? Curven 2, fiir welche das zugehorige
g7
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hier eine Losung der folgenden Aufgabe vorliegt: »Auf der
Normale der einen Schale der Centrafliche einer Flache nehme
man einen Punkt an als Punkt eines Flachenelements und die
Ebene dieses Elements lasse man durch die entsprechende
Normale der anderen Schale der Centrafliche gehen. Man er-
hilt so fiir sammtliche Normalen der ersten Schale oo® Fliachen-
elemente und es fragt sich nun, wann ist das zugehdrige
Pfaff’sche Problem integrabel?« Nach dem Obigen ergibt sich,
dass dies jedenfalls flir die beiden Schalen einer Fliache ®
stattfindet, deren Hauptkrimmungsradien fiir alle Punkte eine
constante Differenz haben.

6. Congruenz ebener Curven. Es mdgen nun noch
einige Resultate {iber Congruenzen ebener Curven und eine
geometrische Deutung der Integrabilitidtsbedingung eines hier-
bei auftretenden Pfaff’schen Problems, sowie des Pfaff’schen
Problems, mit dem wir uns bisher beschaftigt haben, hier ihren
Platz finden.

Die Tangenten einer 1-Schaar von Curven (einer Schaar
von oo! Curven) auf einer Flidche F bilden eine Strahlencon-
gruenz. Fiir die Tangente £,, welche im Punkte a bertihrt, ist a
der eine Brennpunkt, der andere sei @’; die eine Brennebene ist
die Tangentialebene T, des Punktes a, die andere heisse T,..
Ist eine 1-1-Schaar (d. h. eo! Schaaren von oo! Curven) S, ge-
geben, so entspricht jeder S, derselben eine Strahlencongruenz.
Die Punkte a’ dieser Congruenzen bilden in der Ebene 7, eine
Curve C,. Diese Curven C, fiir alle Punkte der Flache bilden
eine Curvencongruenz (C,), welche »als zu S, zugehorig« be-
zeichnet werden soll.

Es gibt also soviel Congruenzen (C,), als es S;, auf der
Fldche F gibt. Liegt umgekehrt eine Congruenz (C) ebener
Curven vor, so umhiillen die Ebenen dieser Curven eine
Flache F und es ldsst sich zeigen, dass die Congruenz (C)
zu soviel Schaaren S;; gehort, als sich o? Curven
zu 1-1-Schaaren anordnen lassen.

Jeder S,, entspricht zunéchst eine 2-Schaar (C) von Raum-
curven oder ein System von totalen Differentialgleichungen im
Raume. Denn durch jeden Punkt @’ des Raumes geht eine
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(eine in einem gehOrig begrenzten Gebiete) Curve C, der
zu S|, zugehorigen Congruenz (C,).

Die Gerade a’a gibt demnach fiir den Punkt a’ ein Linien-
element; diese Linienelemente bestimmen das gesuchte System,
dessen Integralcurven die Curven (€) sind. Die Tangenten
dieser Integralcurven sind auch Tangenten der Fliache F; daher
wird jede Integralfliche F’/ des Systems als von solchen
Curven € erzeugt, mit ¥ zusammen Brennfldche einer Strahlen-
congruenz sein. Die Strahlen dieser Congruenz sind Tangenten
an eine 1-Schaar von Curven der Fliache F; der zweite Brenn-
punkt des Strahles, welcher in a bertihrt, liegt auf C,. Nimmt
man demnach ein Integral des Systems, also oo! Integral-
flichen F’, so bewegt sich dieser Brennpunkt auf C, und man
hat demnach (C,) als zugehorig zu einer S, construirt. (C,) ge-
hort also zu soviel S;,, als es Integrale des gefundenen Systems
gibt.

Die zu einer l-Schaar conjugirten Curven bilden eine
1-Schaar, welche ihre »conjugirte 1-Schaar« heissen moge. Die
conjugirten 1-Schaaren der 1-Schaaren einer ), bilden »die
conjugirte Schaar X, der gegebenen S, «. Die oo? Curven
dieser X,, sind Integralcurven einer Differentialgleichung
zweiter Ordnung und so gehort zu jeder S, eine conjugirte X,
oder eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Man kann
nun leicht zeigen, dass die Congruenz (C,) fir die-
jenigen S|, dieselbe ist, welche dieselbe X, haben.
Hierzu beachte man, dass einer der obigen Curven (€) eine
Developpable umschrieben ist, welche die Flache F langs einer
Curve ¢ beriihrt. Allen oo? Curven (@) entsprechen oo? Cur-
ven (c), welche die gesuchte Schaar X, bilden. Denn nimmt
man aus dieser 2-Schaar eine 1-Schaar X, und von dieser die
conjugirte Schaar S,, so liegt der Brennpunkt a’ der Tangenten-
congruenz der Curvenschaar S, auf der Curve C,.

Wenn also eine S, gegeben ist, und alle an-
deren 1-1-Schaaren zu finden sind, welchen die-
selbe (C,) zugehdrt, suche man die zu S;, gehdrige
Schaar Y,; jeder 1-1-Schaar dieser X, ist eine
1-1-Schaar conjugirt, welche dieselbe Congruenz (C,)
liefert.
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Nehmen wir z. B. eine Flache mit der constanten Kriim-

1 N . «
mung — — ; sie lasst sich als Brennflache von oo' Normalen-
p

congruenzen auffassen, fur welche die Brennpunkte einer Nor-
male den constanten Abstand g haben. Daher kann man auch
sagen, dass sich die geoddtischen Linien dieser Flachen zu
einer 1-1-Schaar anordnen lassen, deren zugehorige Congruenz
(C,) aus Kreisen mit dem Radius p und dem Mittelpunkt «
besteht. Hier bilden die Flachen F° die zweiten Mantel der
Centraflichen dieser Normalensysteme, Integralflichen des
obigen Systems totaler Differentialgleichungen; die Integral-
curven dieses Systems sind geoddtische Linien auf diesen
Flichen. Die Fliachen F’ entsprechen der Flache F in der
LLie’schen unendlichdeutigen Transformation der Flichen con-
stanter Kriimmung. Man findet nach Obigem alle Tangenten-
congruenzen der Fldchen constanter Krimmung, fir
welche die Brennpunkte eines Strahles den con-
stanten Abstand haben.

Es sei nun in den Tangentialebenen der Flache F die
Curvencongruenz (C,) gegeben. Ferner sei ein Gesetz gegeben,
vermoge dessen jedem Punkte ¢/ von C, eine Ebene 7, zuge-
ordnet ist, welche den Punkt a enthdlt. Dann ist also jedem
Punkte a’ des Raumes (als auf einer C, liegend) eine durch ihn
gehende Ebene zugeordnet; es ist demnach ein Pfaff’sches
Problem gegeben. Wir wollen nun einen geometrischen Aus-
druck fiir dessen Integrabilititsbedingung suchen. Hiezu
miissen wir Einiges vorausschicken.

Es sei auf der Flache F die Curvenschaar S, mit ihrer
Tangentencongruenz (f) gegeben. Weist man dann dem Brenn-
punkt @ die Brennebene T, des anderen Brennpunktes a’ als
entsprechend zu, so geschieht dieses Entsprechen in der Nach-
barschaft des Punktes a in einem linearen Complex (dem Be-
gleitcomplex des Strahles #,);! in diesem Complex entspricht
dem Punkt &’ die Ebene T,. Es gilt ferner:

Ist t, die conjugirte Tangente der Tangente £, flir die
Fldache F und ¢, die conjugirte Tangente der Brennfliche £, so

1 Siehe hierfir und das Folgende: »Zur Infinitesimalgeometrie der
Strahlencongruenzen und Flichen. Diese Sitzungsber., 1891, S. 164.
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entsprechen sich diese Geraden t, und 1, als conjugirte Polaren
dieses Begleitcomplexes. Schreitet man mit a’ auf t,. weiter, so
dreht sich T,» um #,, mit @ auf ¢,, so bewegt sich a’ auf t,.

Wenn nun das obige Pfaff’sche Problem integrabel ist,
dann sei F’ eine Integralfliche. Dann muss nach dem soeben
Gesagten, wenn a auf £, in den Nachbarpunkt ;1 geht, der ent-
sprechende Punkt &/ auf r, nach a/ gehen, d. h. es muss die
Curve C, die Gerade 1, schneiden. Diese Bedingung ist daher
nothwendig zur Integrabilitdt, sie ist aber auch hinreichend.

Nach Voss ldsst sich ndmlich die Integrabilitdtsbedingung
fir ein Pfaff'sches Problem folgendermassen ausdriicken:
Jedem Nachbarpunkt a’ von @’ auf der Fliche F/ entspricht eine
Ebene Ty, welche T, in einer Geraden schneidet, die der Ver-
bindungslinie a'a’ involutorisch entsprechen muss. Da nun
nach Voraussetzung der Punkt Zz’, auf s liegt, so muss die
Ebene T;i, die ja die Gerade Elc_z’l enthalt, die Ebene T, in der
Geraden aa’ schneiden. Soll die Beziehung involutorisch sein,
so muss dann noch dem Punkte E;, welcher auf aa’ zu a’ be-
nachbart liegt, wieder die Gerade t, entsprechen. Denn dem
Punkte Zi’z entspricht der Punkt a,, welcher auf 7, liegt und die
Ebene T;,v‘ entspricht nach Obigem dem Punkte Zz im Begleit-
complex; sie muss daher die conjugirte Polare t,» von t, ent-
halten.

Wir haben demnach folgende nothwendige und hin-
reichende Bedingung flr die Integrabilitit des Pfaff’schen
Problems:

Jedem Punkta von I weise man die Ebene T, zu
in der Ndhe von a entspricht dann der Punkt a der
Ebene 7z in einem linearen Complex. Der conju-
girten Tangentet, der Tangente £, ist bezliglich des
linearen Complexes eine Gerade t,» conjugirt. Wenn
man mit a auf ¢, fortschreitet, so muss die zuge-
h'c’>1“ige Curve C, diese Gerade t, schneiden.

Ist die Strahlencongruenz (f) eine Normalencongruenz,
so kann man diese Bedingung in anderer Weise aus-
driicken. In diesem Falle enthilt die Ebene T, die Nor-
male 7, des Punktes a flir die Fldache F, und der Begleit-
complex des Punktes a enthdlt daher die Normale 1, und
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die zu ihr benachbarten Normalen der Fliche F. Er ent-
hilt daher auch' die Centrallinien der Normale in ihren Haupt-
kriimmungsmittelpunkten ¢,, ¢,. Die Geraden t,, 7, sind dann
die Kriimmungsaxen der Krimmungslinien der Flichen &,
deren Normalencongruenz (f) ist. Da sie bezliglich des Begleit-
complexes conjugirt sind, so ist der Nullpunkt » der Ebene,
welche 7, und ¢, verbindet, derjenige Punkt, in welchem 72, von
geschnitten wird.

Durch den Begleitcomplex entsprechen demnach projectiv:

Den Hauptkriimmungsmittelpunkten ¢,, ¢, die Tangential-
ebenen C,, C, der Centraflaiche von ® und

den Punkten a, o, respective die Ebenen, welche 7, mit @’
und 7, verbinden. Diese Projectivitit ist dadurch, dass ¢,, ¢,, a
den Ebenen CZ, C,, (n4t,) entsprechen, bestimmt und o ist dann
der entsprechende Punkt zur Ebene (1,t,). Da nun die Ge-
raden £, und t, einander in der Dupin’schen Tangenteninvo-
lution entsprechen, so folgt, dass die Beziehung zwischen
und ¢, eine (1, 2)-deutige ist. Man findet fiir diese Beziehung
leicht: Fallt o mit ¢,, respective ¢, zusammen, so liegt die bei
den entsprechenden Tangenten 4, in C,, respective C,; fallt o
nach a, so sind die Tangenten £, identisch mit den Inflexions-
tangenten der Flache ®.

Dieselben Paare sind aber entsprechend in der Beziehung,
welche besteht zwischen £, und dem Kreuzungspunkt der
Normale 72, mit der Normale 7; des Nachbarpunktes c;, welcher
auf 7, liegt. Zunéchst gilt demnach der Satz:

Sind ¢, ;1 die Nachbarpunkte, in welchen die
Hauptbrennlinie des Punktes ¢, die Centrafldche
schneidet, 7, ﬁl die Normalen der Centrafldche fir
diese Punkte und z der Kreuzungspunkt der Geraden
n, und #, (Schnittpunkt von 7, mit der kiirzesten Transversale
zu 1), dann ist die Gerade, welche = mit¢, verbindet,
Krimmungsaxe des Punktes a der Krimmungslinie
der Fldache ®.

Es sei nun eine Curvencongruenz (C,) gegeben und die
Brennebenen 7, T, seien aufeinander senkrecht. Dann ist die

1 Siehe »Zur Inlinitesimalgeometrie etc.«, S. 168.
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Gerade 1., welche zu ¢, auf F’ conjugirt ist, Kriimmungsaxe.
Nach dem letzten Satze liegt der Kreuzungspunkt der Normale
des Punktes a und ihrer Nachbarnormale, die t, schneidet, auf
dieser Kriimmungsaxe. Wir erhalten demnach den Satz:

Damit die Curvencongruenz (C,) ein integrables
Pfaff’'sches Problem liefere, dessen Integralflachen
mit F zusammen Centraflachen sind, ist Folgendes
nothwendig und hinreichend. Ist » der Kreuzungs-
punktderNormalen der Nachbarpunkte a, a von F, wo-
bei a auf der conjugirten Tangente 2 von £, liegt, so
muss die Curve C; die Gerade schneiden, welche 7
mit dem Schnittpunkte a’ von #, mit C, verbindet.
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