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Über Flächen constanter Krümmung

Emil W aelsch,
Priva td o ce n t an der k. k. deutschen technischen Hochschule in  P rag .

(Vorgelegt in der Sitzung am 13. Juli 1893.)

In einer soeben erschienenen N o t e 1 ergaben sich die 
Flächen constanter Krümmung als die einzigen Flächen, deren 
geodätische Linien eine Gruppirung von einer gewissen Eigen­

schaft zulassen. Im Folgenden möchte ich die zugehörigen 
Entwicklungen vorführen, welche sich anschliessen an die der 

hohen Akademie in der letzten Sitzung vorgelegte Arbeit.2 
Hierbei wird ein P f a f f ’sches Problem auftreten, von dessen 
Integrabilitätsbedingung noch eine geometrische Deutung- 

gegeben werden soll.

1. G r u p p i r u n g  der  g e o d ä t i s c h e n  L i n i en .  Ein Flächen­
element ist gegeben durch die Coordinaten x,y, z,p, q ; man kann 
Gleichungen zwischen mehreren Flächenelementen mit den 

Coordinaten x, y, z, p, q\ x' ,y' ,  z', p', q '\ . . .  betrachten, wie dies 
Herr B ä c k l u n d  gethan hat.3 Speciell kann man zwei Flächen­

elemente M v M z so annehmen, dass die Ebenen der Elemente 
ihre Punkte enthalten. Ein solches D o p p e l e l e m e n t  bilden die 

Brennpunkte und Brennebenen eines Strahles einer Strahlen- 

congruenz.
Dann kann man Mannigfaltigkeiten solcher Doppelele­

mente, deren es o o 8 gibt, betrachten, und hier ist es zunächst­

liegend, das eine Element AT, eine gegebene Fläche F  be­

1 Siehe Sur les surfaces ä element de L io u v ille  et les surlaces ä courbure
constante. Comptes rendus, t. 116, p. 1435.

Über Tangentencongruenzen einer Fläche . Sitzungsber. vom 6. Ju li.
Siehe Math. Annalen, Bd. 19.
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1318 E. W a e  1 s c h ,

schreiben zu lassen, während das andere M z durch mehrere 

Gleichungen an dieses Element gebunden ist.

Nehmen wir an, dass eine dieser Gleichungen die Ebenen 
des Doppelelements zu einander senkrecht macht. Besteht 

dann aus dem Punkte a der Fläche F  und seiner Tangential­

ebene Ta, so besteht das andere Element M z aus einem 

Punkte a' der Tangentialebene Ta und einer zu Ta senkrechten 
Ebene Ta', welche a enthält. Eine weitere Gleichung zwischen 

den Flächenelementen wird den Punkt a 'au f einer Curve 51 leiten. 

M an  e rh ä l t  so fü r  j ed en  P u n k t  der  F lä c h e  e in e  C u rv e  51; 
a l l e  d ie s e  C u r v e n  b i ld e n  e in e  C o n g r u e n z  (§(). Man 
erhält oo:* Doppelelemente, und das zweite Element M z be­

stimmt dann ein P f a f f ’sches P r o b le m ;  man kann fragen: »W ie  
muss man die Curven der Congruenz (21) annehmen, damit das 

P f a f f ’sche Problem integrabel wird, dass sich also die oo:j 

zweiten Elemente M z zu oo 1 Flächen F '  anordnen?«
Jede Fläche F'n der oo 1 Fläche F !, welche sich auf diese 

W eise  ergeben, ist mit F '  zusammen Brennfläche einer Strahlen- 
congruenz, welche die gemeinsamen Tangenten aa! der Flächen 
F, F'v enthält, und diese Congruenz ist eine Normalencon- 
gruenz N 0, weil die Brennebenen Ta, Ta< aufeinander senkrecht 

sind.
Die Strahlen der Congruenz A/T0 ordnen sich zu Develop­

pablen, welche ihre Rückkehrcurve auf der Fläche F  haben und 

diese Curven sind geodätische Linien der Fläche F. Man erhält 

so co 1 geodätische Linien der Fläche entsprechend F'0] für alle 

Flächen F f und die zugehörigen Normalcongruenzen A/T o o 1 

Schaaren von oo 1 geodätischen Linien oder eine G r u p p i r u n g  
d e r  g e o d ä t i s c h e n  L in i e n  d e r  F l ä c h e  F.

W enn demnach die Curven (5t) so bestimmt sind, dass das 
zugehörige P f a f f ’sche Problem integrabel wird, so ergeben sich 
zunächst die Integralflächen F ’ durch Integration einer gewöhn­

lichen Differentialgleichung erster Ordnung. Sind diese bekannt, 

so ergeben sich durch Integration einer weiteren Differential­

gleichung erster Ordnung die developpablen Flächen der Con­
gruenz N  und damit die geodätischen Linien der Fläche F.

In den oben angeführten Arbeiten ergab sich, dass 

Curven (31) für Flächen, deren Bogenelement die L i o u v i l l e ’sche
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Form hat, allgemeine Strophoiden sind, für Flächen mit 
L ie 'schein  Bogenelement gewöhnliche Strophoiden und für auf 
Rotationsflächen abwickelbare Flächen Kreise, die durch die 

Punkte a gehen. In den beiden letzten Fällen lassen sich also 

die Curven 21 durch Rotation und Streckung in einander über­

führen.
Man kann nun allgemeiner fragen » W a n n  s ind  d ie  

C u r v e n  der  C o n g r u e n z  (21), w e l c h e  e in  in t e g r a b l e s  

P f a f f ’sches P r o b l e m  l i e f e r n ,  v o n  b e s o n d e r e r  A r t ,  z .B . 
a lg e b r a i s c h ? «  Dies letztere ist immer der Fall, wenn die 

Differentialgleichung der geodätischen Linien ein intermediäres 

erstes Integral besitzt, welches algebraisch von der willkür­

lichen Constanten abhängt, w ie dies z. B. bei den Flächen mit 

L i o u v i l l e ’schem Bogenelement der Fall ist.
Ferner kann man fragen: » W a n n  g e h e n  die C u rven

d e r  C o n g r u e n z  (21)  du rch  d i e s e lb e  T r a n s fo r m a t i o n  
o d e r  d ie  T r a n s f o r m a t i o n e n  e in e r  G ru p p e  aus e in ­

a n d e r  h e r v o r?  Speciellst: » W a n n  s ind  d ie  F ig u r e n ,

w e l c h e  aus dem  P u n k te  ö  und d e r  C u r v e  3( b e s te h en ,  

zu  e in a n d e r  c o n g r u e n t?  Es wird sich zeigen, dass dann 
die Fläche F  constante Krümmung haben, dass aber zu jeder 

dieser Flächen oo2 Congruenzen (2.1) gehören, so dass die ge o ­
dätischen Linien einer solchen Fläche auf oo2 Arten so gruppirt 

werden können, dass die entsprechenden Curven 51 aus ein­
ander durch Rotation um den Punkt a hervorgehen.

'1. D as P f a f f ’sche P r o b le m  be i C o n g r u e n z  der F i ­

g u ren  (a, 2t). W ir  nehmen also an, dass in den Tangential­
ebenen Ta der Fläche zu einander congruente Curven 2t gegeben 
seien, und zwar sollen auch die Figuren, welche aus 21 und dem 

Punkte a bestehen, zu einander congruent sein. Zeichnen wir 
in der Tangentialebene Ta einen rechten Winkel, dessen 

Scheitel a ist, und der zu dieser Figur congruent liegt; wir 

können dann die Schenkel dieses Winkels als Axen eines 

Cartesischen Coordinatensystems wählen. Die Gleichung der 

Curve 21 bezüglich dieses Systems wäre dann y  — f  (x). Gleich­
zeitig können wir die Schenkel dieses Winkels als Tangenten 
der Coordinatencurven u —  const,, v —  const. auf der Fläche
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1320 E. W a e l s c h ,

wählen. Dann ist die Gleichung eines Punktes der Tangential­

ebene 1

ein Punkt der Curve 2(. Haben hierin u, v, x bestimmte Werthe, 

so erhält man einen Punkt des Raumes a!. Durch diesen Punkt a' 
und die Normale n a des Punktes a geht die Ebene Ta>. Sie ent­
spricht dem Punkte a! in dem P f a f f ’schen Problem, von 

welchem oben die Rede war.

Um die Differentialgleichung dieses P f a f f ’schen Problems 

zu bestimmen, müssen wir w, v, x  solche Zuwächse ertheilen, 
dass der Nachbarpunkt

in die Ebene Ta> fällt. Es müssen also die Richtungen der Nor­
male na, der Geraden aa' und a'a' in einer Ebene liegen, d. h. 

es muss das Matricenproduct

b c 
t f - f =  0, 

i

wobei ß =  \ / E  , 7 — \ / G  gesetzt wurde .2 

Demnach ist

a' =  a' +  da'

b a '—  a 

c da!
da!

sein.

1 Vergl. die oben angeführte Arbeit, Art. 5.

2 Der Punkt a habe die Entwicklung

a-{-(bdu-\-cdv)-\- —  (c d if i- i-  2fdudv-\-gdv-)-\~. . .

Wird der aus m x, m 2, in§ ; n2, gebildete Ausdruck

111 j f J j  111-2 n -x^~l n '& n 3

mit (inn) bezeichnet, so ist das Bogenelement der Fläche 

ds2 =  (bb) du? 2 (bc) dudv-\-(cc) dv-,
also

E  - -  (bb), F  =  (bc), G =  (cc).
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, f db d?j \ (d e  d ‘i \
da' — bdit +  c d v +  ( - p -----b j x  +  -----cjy-\-

F l ä c h en  cons tan t e r  K r üm mu n g .  1 3 2 1

N un ist

b j c j-4- —— dx-\- —  dy,
[j y

und

(da (bdb) =  ~  d(bb) ■=. ^  d r( z =  ß.dß und (ede) — Y-^Y ist) 

(bda!) — fizdu-{- 9~>dc) y_\-ßdx,

(’cda') =  yzdv +  x-k-^dy

Daher wird Gleichung ( 1):

. 7 (cdb) (bdc) , . _
(Ydu 4---- -—  x +  dy)— y  (fidu-h ~ — y -h  dx) —  0

1JT iJ7

oder, da wegen (bc) —  0  auch (bdc) +  (cdb) —  0  ist,

(xz + y z)
x*(dv—yßdu-\-----  ---   (cdb) +  xdy—ydx — 0.

PT

Diese Gleichung wird (Da (cdb) —  (ce)du + ( c f ) d u  und
o (]i r \

ferner —— - =  0 , also (ce) +  (b f )  =  0  ist, so ist 
on

i ii >(ce) =  - ( i f )  =  _ i _ ? W  =  _ ßßt.; ( c f )  =  =  T

also (cdb) —  — ßßt,du-trXiudv)

[ly +  ( xz y z) —  j d u —  (yx -h (x z+ y z) ) du — (xdy—ydx) — 0.
Y / $ I

Führt man hier statt x, y  Polarcoordinaten r, ein, so 
jeht diese Gleichung über in

O \ [  „, \
3 sin v +  r —  ) du — ( y cos 4 —) du—rdv —
1 1 y !  \ ‘ ß /

— Pdu -+- Odv— rcH =r 0. ) 2)
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1322 I:'. W a e l s c h ,

D ies  is t  a ls o  d ie  zu r  C o n g r u e n z  (21) z u g e h ö r i g e  

P f  a f f  sehe G l e i c h u n g  in den Coordinaten u, u, v. Ihre Inte-

das Krümmungsmass der Fläche im Punkte a, und ferner sind

die respectiven geodätischen Krümmungen der Coordinaten- 
linien u =  const., v — const. im Punkte a, so d ass  d ie  In te- 
g r a b i l i t ä t s b e d in g u n g  (3) w i r d

N u r  F lä c h e n  c o n s ta n t e r  K rü m m u n g .  Es können 

nun zwei Fälle eintreten. Entweder verschwindet in der letzten 

Gleichung r '  für alle Werthe von s oder nicht. Im e rs ten  F a l l e

muss 1 -\ -K r2 =  0 sein, also r 2 —  —  ~  . Nun war vorausgesetzt,

dass die Gleichung der Curve 21 in allen Tangentialebenen Ta 
der Fläche dieselbe jy =  f { x )  sei, dass also r  nicht von u, v ab­

hängt; es muss demnach vermöge der letzten Gleichung K  von 
1t, v unabhängig sein. Die Fläche hat daher constante Krüm­
mung und die Curve 2( ist ein Kreis R a mit dem Mittelpunkt a

i r
und dem Radius y / ---- Dies gibt die bekannte L i e ’sche

u n e n d l i c h d e u t i g e  T r a n s fo r m a t i o n  der  F lä c h e n  con-

grabilitätsbedingung ist 

P Q . - Q P , - r ( P - Q ll)

—  (yu sin ' f—ß,, cos ®) =  0. (3)
Cl'D

Nun ist nach einer Formel von C o d a z z i

(-1)

Siehe S ta h 1 und Ko in  m e r e l l , Die Grundformeln der Flächentheorie,

S. 32.
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Flächen constanter Krümmung. 1323

s ta n t e r  K rü m m u n g .  Denn die Integralflächen F '  des P f a f f ’­
schen Problems sind hier wieder Flächen constanter Krümmung 

und die L i e ’sche Transformation besteht eben darin, dass man 
von dem Flächenelement M x der Flächen F  zu dem Element M z 

der Fläche F '  übergeht.
W äre  im z w e i t e n  F a l l e  r '  ein Werth, welcher von Null 

verschieden ist, so ist

diese Gleichung soll bestehen für alle W erthe von u, v; es muss 

demnach

sein. Dies gibt, dass die Functionaldeterminanten von K, X, ver­
schwinden, dass also X und \i Functionen von K  sind.

In Gleichung (4) sind demnach X und |a Functionen von K. 
Werden in diese Gleichung die Werthe von cp, r, r '  eines 

Punktes der Curve 21 eingesetzt, so muss diese Gleichung auch 

bestehen für den congruenten Punkt in den anderen Tangential­
ebenen. Man hat demnach für alle Punkte der Fläche dieselbe 
Gleichung für K;  daher ist K  constant, also auch X und \x.

Die Curvenschaaren u —  const., v — const. haben demnach 
die constanten geodätischen Krümmungen

die Curven dieser Schaaren schneiden sich zudem orthogonal. 
Diese Schaaren müssen folglich nach einem bekannten Satze 
isometrische Schaaren sein. Daher kann man in dem Bogen­
elemente der Fläche E  — G  oder ß =r: 7 setzen. Es wird dem­
nach

Sitzb .  d. mathem.-naturw. C L ;  CU. Bd., Abth .  H .a .  87

(P)

X — Cj, [x — c2,
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Dies gibt
O z'j Jn_ _
\Jv t- g

oder
ß = / ( ^ 7 i  +  c2-y).

1324  E. W a e l s c h ,

Da aber =  c’j ist, folgt 

f : - 1 oder /
/ 2 "  ̂ — (C,7̂  +  C2f )  +  C

Es ergibt sich demnach

E — G -  1
(cvu +  czv +  c)

W ir  können hier c =  0 setzen und haben dann das Bogen­

element
duz-\- dv%

(Cyii +  C^u)'

und daher
K = - { c ) + c \ ) .

7 „ cm au~
dS ~  ~  -  . „ .A2 (ö)

4. D ie  C u rv e n  s2(. Die Differentialgleichung (4) geht nun 

über in
r > — \ —  r 2(c] +  c l )

c, sin cp +  c2 cos 'f ’

oder wenn

\ / — K  —  \ / = :  a, —- — cos i>, —  =  sin !)■
o o

gesetzt wird, in

odr __ d'jj __ d (i) cp)

1 —  a2r 2 sin (9- + cp) sin(\)- +  cp)

Führen wir neue Veränderliche ein 

o r  — u ft +  cc — ^I 7 l I 7

so wird diese Gleichung

dp _  d'b 
1 —  [>2 sin'];
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Diese Gleichung gibt integrirt

1 -+- C cos

C +  cos

Führt man wieder Cartesische Coordinaten ein, so wird 

diese Gleichung

hierin ist o2(,v2+_y2) —  1 die Gleichung des Kreises R a (siehe

Art. 3), d a -----— —  ist. Daher kann (6 ) auch geschrieben

worin R '  —  o — x =  0 die Gleichung des Kreises R> 

ist, welcher durch a geht und den Kreis R a im Punkte a! be­

rührt, und X ein Parameter ist.

W ir  erhalten somit in Gleichung (7) oder (8 ) als Gleichungen 

der Curven 21 ein Büschel von Curven vierter Ordnung. Da aber 
eine Fläche constanter Krümmung in o o 1 Weisen das Bogen­

element (6 ) erhalten kann, so kann dieses Büschel noch um a 
gedreht werden. Dann tritt in Gleichung (8 ) an Stelle vonjy2 ein 

t z, wobei t —  0 die Gleichung einer beliebigen Tangente des 

Punktes a ist, so dass die Gleichung einer Curve 21 wird

Es g ib t  d em n a c h  fü r  j e d e  F l ä c h e  c o n s ta n t e r  

K r ü m m u n g  cxd2 C u rv e n  , fü r w e l c h e  das z u g e h ö r i g e

87*

(7)

. u. K

werden in der Form

R ay l— XRn  =  0 , (8)

R j t  +  I R 12 =  0 . (9)
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hier eine Lösung der folgenden Aufgabe vorliegt: »A u f  der 

Normale der einen Schale der Centrafläche einer Fläche nehme 

man einen Punkt an als Punkt eines Flächenelements und die 
Ebene dieses Elements lasse man durch die entsprechende 

Normale der anderen Schale der Centrafläche gehen. Man er­

hält so für sämmtliche Normalen der ersten Schale oo3 Flächen- 

elemente und es fragt sich nun, wann ist das zugehörige 

P f a f f ’sche Problem integrabel?« Nach dem Obigen ergibt sich, 
dass dies jedenfalls für die beiden Schalen einer Fläche <I> 

stattfindet, deren Hauptkrümmungsradien für alle Punkte eine 

constante Differenz haben.
6 . C o n g r u e n z  e b e n e r  C u rven . Es mögen nun noch 

einige Resultate über Congruenzen ebener Curven und eine 

geometrische Deutung der Integrabilitätsbedingung eines hier­

bei auftretenden P f a f f ’schen Problems, sowie des P f a f f ’schen 
Problems, mit dem wrir uns bisher beschäftigt haben, hier ihren 

Platz finden.

Die Tangenten einer 1-Schaar von Curven (einer Schaar 
von o o 1 Curven) auf einer Fläche F  bilden eine Strahlencon- 

gruenz. Für die Tangente ta, welche im Punkte a berührt, is t#  
der eine Brennpunkt, der andere sei a!\ die eine Brennebene ist 

die Tangentialebene Ta des Punktes a, die andere heisse Ta>. 
Ist eine 1- 1-Schaar (d.h. oo 1 Schaaren von oo 1 Curven) 5'M g e ­

geben, so entspricht jeder 5  ̂ derselben eine Strahlencongruenz. 
Die Punkte a' dieser Congruenzen bilden in der Ebene Ta eine 

Curve Ca- Diese Curven Ca für alle Punkte der Fläche bilden 

eine Curvencongruenz (C a), welche »als zu Sn zugehörig« be­
zeichnet werden soll.

Es gibt also soviel Congruenzen (Ca), als es 5,, auf der 
Fläche F  gibt, Liegt umgekehrt eine Congruenz (C )  ebener 
Curven vor, so umhüllen die Ebenen dieser Curven eine 

Fläche F  und es lässt sich zeigen, dass d ie  C o n g r u e n z  (C ) 

zu s o v i e l  S c h a a r e n  S n g e h ö r t ,  a ls  s ich  oo2 C u rv e n  

zu  1 -1 -S ch aaren  a n o rd n e n  lassen .
Jeder Sn entspricht zunächst eine 2-Schaar (C )  von Raum- 

curven oder ein System von totalen Differentialgleichungen im 
Raume. Denn durch jeden Punkt a! des Raumes geht eine
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( e in e  in einem gehörig begrenzten Gebiete) Curve Ca der 

zu 5,, zugehörigen Congruenz (C a).
Die Gerade a'a  gibt demnach für den Punkt a! ein Linien­

element; diese Linienelemente bestimmen das gesuchte Sj^stem, 
dessen Integralcurven die Curven ((£) sind. Die Tangenten 
dieser Integralcurven sind auch Tangenten der Fläche F ;  daher 

wird jede Integralfläche F '  des Systems als von solchen 

Curven (£ erzeugt, mit F  zusammen Brennfläche einer Strahlen- 
congruenz sein. Die Strahlen dieser Congruenz sind Tangenten 
an eine 1-Schaar von Curven der Fläche F\ der zweite Brenn­

punkt des Strahles, welcher in a berührt, liegt auf Ca. Nimmt 
man demnach ein Integral des S3'stems, also o o 1 Integral­

flächen F ',  so bewegt sich dieser Brennpunkt auf Ca und man 
hat demnach (C a) als zugehörig zu einer 5,, construirt. ( Ca) g e ­
hört also zu soviel S n , als es Integrale des gefundenen Sj^stems 

gibt.
Die zu einer 1-Schaar conjugirten Curven bilden eine 

1-Schaar, welche ihre »conjugirte 1-Schaar« heissen möge. Die 

conjugirten 1-Schaaren der 1- Schaaren einer S u bilden »die 
conjugirte Schaar X,, der gegebenen 5 ,, « .  Die oo2 Curven 

dieser sind Integralcurven einer Differentialgleichung
zweiter Ordnung und so gehört zu jeder eine conjugirte 

oder eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Man kann 

nun leicht zeigen, d ass  d ie  C o n g r u e n z  ( Ca) fü r  d i e ­
j e n i g e n  Sn d i e s e lb e  ist, w e l c h e  d i e s e l b e  S2 haben. 

Hierzu beachte man, dass einer der obigen Curven ((£) eine 

Developpable umschrieben ist, welche die Fläche F  längs einer 
Curve c berührt. Allen oo2 Curven ((£) entsprechen oo2 Cur­

ven (c), welche die gesuchte Schaar X2 bilden. Denn nimmt 

man aus dieser 2-Schaar eine 1-Schaar und von dieser die 

conjugirte Schaar S1,, so liegt der Brennpunkt a' der Tangenten­

congruenz der Curvenschaar 51, auf der Curve Ca.
W e n n  a ls o  e in e  5 n g e g e b e n  is t ,  und  a l le  an ­

d e r e n  1-1-S c h a a r e n  zu  f in d e n  s in d ,  w e l c h e n  d ie ­
s e lb e  (C a) z u g e h ö r t ,  s u c h e  man d ie  zu  S n g e h ö r i g e  
S c h a a r  I 2; j e d e r  1 -1 -S ch a a r  d i e s e r  Z2 is t  e in e  

1- 1-S c h a a r  c o n ju g i r t ,  w e l c h e  d i e s e lb e  C o n g r u e n z  ( Ca)

1 ie fe r t .
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Nehmen wir z. B. eine Fläche mit der constanten Krüm­

mung — -^2 ; sie lässt sich als Brennfläche von oo 1 Normalen- 
P

congruenzen auffassen, für welche die Brennpunkte einer Nor­
male den constanten Abstand p haben. Daher kann man auch 

sagen, dass sich die geodätischen Linien dieser Flächen zu 
einer 1-1-Schaar anordnen lassen, deren zugehörige Congruenz 

(C a) aus Kreisen mit dem Radius p und dem Mittelpunkt a 

besteht. Hier bilden die Flächen F '  die zweiten Mäntel der 
Centraflächen dieser Normalensysteme, Integralflächen des 

obigen Systems totaler Differentialgleichungen; die Integral' 
curven dieses Systems sind geodätische Linien auf diesen 

Flächen. Die Flächen F '  entsprechen der Fläche F  in der 
L i e ’schen unendlichdeutigen Transformation der Flächen con­

stanter Krümmung. Man findet nach Obigem alle T a n g e n t e n -  

c o n g r u e n z e n  d e r  F lä c h e n  c o n s ta n t e r  K r ü m m u n g ,  fü r  

w e l c h e  d ie  B r e n n p u n k te  e in e s  S t r a h le s  den co n ­
s ta n ten  A b s t a n d  haben .

Es sei nun in den Tangentialebenen der Fläche F  die 

Curvencongruenz (C a) gegeben. Ferner sei ein Gesetz gegeben,
vermöge dessen jedem Punkte a' von Ca eine Ebene Ta> zuge­

ordnet ist, welche den Punkt a enthält. Dann ist also jedem 

Punkte a! des Raumes (als auf einer Ca liegend) eine durch ihn 

gehende Ebene zugeordnet; es ist demnach ein P f a f f ’sches 
Problem gegeben. W ir  wollen nun einen geometrischen Aus­

druck für dessen Integrabilitätsbedingung suchen. Hiezu 
müssen wir Einiges vorausschicken.

Es sei auf der Fläche F  die Curvenschaar S ( mit ihrer 

Tangentencongruenz (t) gegeben. W eist man dann dem Brenn­
punkt a die Brennebene Ta> des anderen Brennpunktes a' als 

entsprechend zu, so geschieht dieses Entsprechen in der Nach­

barschaft des Punktes a in einem linearen Complex (dem Be- 
g l e i t c o m p l e x  des Strahles ta)\x in diesem Complex entspricht 

dem Punkt af die Ebene Ta. Es gilt ferner:
Ist die conjugirte Tangente der Tangente ta für die 

Fläche F  und za> die conjugirte Tangente der Brennfläche F f, so

1 Siehe hierfür und das Folgende: »Zur Infinitesimalgeometrie der

Strahlencongruenzen und Flächen. Diese Sitzungsber., 1891, S. 164.
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entsprechen sich diese Geraden va und za< als conjugirte Polaren 

dieses Begleitcomplexes. Schreitet man mit a' auf za> weiter, so 

dreht sich Ta< um ta, mit a auf ta, so bewegt sich a' auf za>.
W enn nun das obige P f a f f ’sche Problem integrabel ist, 

dann sei F '  eine Integralfläche. Dann muss nach dem soeben 

Gesagten, wenn a auf ta in den Nachbarpunkt a v geht, der ent­
sprechende Punkt a' auf xa< nach a\ gehen, d. h. es muss die 

Curve Ca die Gerade za< schneiden. Diese Bedingung ist daher 

nothwendig zur Integrabilität, sie ist aber auch hinreichend.

Nach V o s s  lässt sich nämlich die Integrabilitätsbedingung 

für ein P f a f f ’sches Problem folgendermassen ausdrücken: 
Jedem Nachbarpunkt a' von a! auf der Fläche F '  entspricht eine 

Ebene 7j>, welche Ta> in einer Geraden schneidet, die der Ver­

bindungslinie a 'a '  involutorisch entsprechen muss. Da nun 
nach Voraussetzung der Punkt a\ auf xa/ liegt, so muss die 

Ebene Tä> , die ja die Gerade a xa\ enthält, die Ebene Ta< in der 
Geraden aa' schneiden. Soll die Beziehung involutorisch sein, 

so muss dann noch dem Punkte a'2, welcher auf aa' zu a' be­
nachbart liegt, wieder die Gerade xa> entsprechen. Denn dem 

Punkte a'z entspricht der Punkt az, welcher auf za liegt und die 

Ebene Tä> entspricht nach Obigem dem Punkte a2 im Begleit- 
complex; sie muss daher die conjugirte Polare va< von xa ent­
halten.

W ir  haben demnach folgende nothwendige und hin­

reichende Bedingung für die Integrabilität des P f a f f ’schen 

Problems:
J ed e m  P u n k t  a v o n  ^  w e i s e  man d ie  E b e n e  Ta' zu  

in d e r  N ä h e  v o n  a e n t s p r i c h t  dan n  der  P u n k t  a d e r  

E b e n e  Tä< in e in e m  l in e a r e n  C o m p le x .  D e r  c o n ju ­
g i r t e n  T a n g e n t e  va der  T a n g e n t e  ta is t  b e z ü g l i c h  d es  

l in e a r e n  C o m p le x e s  e in e  G e r a d e  v  c o n ju g i r t .  W e n n  
m an m it  a au f  ta f o r t s c h r e i t e t ,  so m u ss  d ie  z u g e ­
h ö r i g e  C u rv e  Ca d ie s e  G e r a d e  s ch n e id e n .

Ist die Strahlencongruenz it) eine Normalencongruenz, 
so kann man diese Bedingung in anderer W eise  aus­

drücken. In diesem Falle enthält die Ebene Ta' die Nor­
male n a des Punktes a für die Fläche F, und der Begleit- 

complex des Punktes a enthält daher die Normale na und
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die zu ihr benachbarten Normalen der Fläche F. Er ent­

hält daher auch1 die Centrallinien der Normale in ihren Haupt­

krümmungsmittelpunkten cv cv Die Geraden za, xa> sind dann 

die Krümmungsaxen der Krümmungslinien der Flächen (J\ 

deren Normalencongruenz (t) ist. Da sie bezüglich des Begleit- 
complexes conjugirt sind, so ist der Nullpunkt co der Ebene, 
welche na und ta verbindet, derjenige Punkt, in welchem na von 

geschnitten wird.

Durch den Begleitcomplex entsprechen demnach projectiv: 

Den Hauptkrümmungsmittelpunkten c , , ct die Tangential­
ebenen C9, C, der Centrafläche von <J> und

den Punkten a, co, respective die Ebenen, welche na mit a! 
und xa verbinden. Diese Projectivität ist dadurch, dass cv c9, a 

den Ebenen C2, C,, ( i iata) entsprechen, bestimmt und co ist dann 
der entsprechende Punkt zur Ebene (naza). Da nun die Ge­

raden ta und za einander in der D u p in ’schen Tangenteninvo­
lution entsprechen, so folgt, dass die Beziehung zwischen co 
und ta eine ( 1, 2 )-deutige ist. Man findet für diese Beziehung- 
leicht: Fällt co mit c t, respective ct zusammen, so liegt die bei 

den entsprechenden Tangenten ta in C,, respective C2; fällt co 
nach a, so sind die Tangenten ta identisch mit den Inflexions­

tangenten der Fläche <T>.
Dieselben Paare sind aber entsprechend in der Beziehung, 

welche besteht zwischen ta und dem Kreuzungspunkt der 
Normale na mit der Normale des Nachbarpunktes a, welcher 

auf xa liegt. Zunächst gilt demnach der Satz:
S ind  cv c, d ie  N a c h b a r p u n k t e ,  in w e l c h e n  di e  

H a u p t b r e n n 1 i n i e d e s  P u n k t e s  c, d i e  C e n t r a f l ä c h e  

s c h n e i de t ,  n x, n y d i e  N o r m a l e n  der  C e n t r a f l ä c h e  für  
d i e s e  P u n k t e  und  x der  K r e u z u n g s p u n k t  der  G e r a d e n
1 1 , und (Schnittpunkt von n x mit der kürzesten Transversale 

zu n x), dann ist  d i e  G e r a d e ,  w e l c h e  x mi t  v e r b i n d e t ,  

K r ü m m u n g s a x e  des  P u n k t e s  a der  K r ü m m u n g s l i n i e  

der  F l ä c h e  <X) .
Es sei nun eine Curvencongruenz (Ca) gegeben und die 

Brennebenen Ta, Ta< seien aufeinander senkrecht. Dann ist die

1 S i ehe  » Z u r  I n l i n i t e s i ma l ge ome t r i e  e t c . « ,  S. 168.
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Gerade za>, welche zu ta auf F '  conjugirt ist, Krümmungsaxe. 

Nach dem letzten Satze liegt der Kreuzungspunkt der Normale 
des Punktes a und ihrer Nachbarnormale, die za schneidet, auf 

dieser Krümmungsaxe. W ir  erhalten demnach den Satz:

D a m i t  di e  C u r v e n c o n g r u e n z  (Ca) e in i n t e g r a b l e s  
P f a f f ’sches P r o b l e m  l i e f e r e ,  d e s s e n  I n t e g r a l  f l ä c h e n  

mi t  F  z u s a m m e n  C e n t r a f l ä c h e n  s ind,  ist  F o l g e n d e s  
n o t h w e n d i g  und h i nr e i c he nd .  I s t  x der  K r e u z u n g s ­
p u n k t  der  N o r m a l e n  der  N a c h b a r p u n k t e  a, a v o n  F, w o ­

be i  a a u f  der  c o n j u g i r t e n  T a n g e n t e  za v o n  ta l i eg t ,  so 

mus s  d i e  C u r v e  Ca d i e  G e r a d e  s c h n e i d e n ,  w e l c h e  x 

mi t  dem S c h n i t t p u n k t e  a! v o n  ta mi t  Ca v e r b i nde t .
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