Uber einige particuldre Losungen der Differen-
tialgleichung flir die Warmeleitung in einem
Kreiseylinder und deren Anwendung

E. Kobald in Leoben.

Denkt man sich in der partiellen Differentialgleichung
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flir w gesetzt:
w=u.v
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wobei v nur eine Function von ¥, £ und ¢ sein soll, dagegen u
nur von # und ¢ abhénge, so ergibt sich:
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Indem beide Seiten dieser Gleichung nur Functionen von /

allein sein kdnnen, setze man:
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Macht man aber die Substitutionen:
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so ergeben sich die einfacheren Gleichungen:
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Nachdem so die vorgelegte Gleichung 1) in die zwei
Gleichungen 1a) gespalten ist, denke man sich dieselbe auf
einen nach beiden Seiten unbegrenzten Kreiscylinder, bei
welchem rings um die Axe Alles symmetrisch ist, bezogen.
Durch Einfiihrung von Cylindercoordinaten nimmt dann die
zweite der Gleichungen 1a) mit Weglassung der Accente die
Form an:
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Eine particuldre Losung dieser Gleichung ist:
v = e ¢ J(gr), 3)

wo ¢ eine Dbeliebige Constante und J(q7) die Bessel'sche
Function Oter Ordnung, erster Art bedeuten mdge. In bekannter
Weise erhilt man aus 3) die weitere particuldre Lésung:

oo
v :J e~ ] (qr) dr
0

Sieht man von einem constanten Factor ab, so kann gesetzt
werden:

2 A

J(gr) :] cos (qr cos o) dw.
0

Setzt man dies in den Ausdruck fiir v ein, so erhdlt man
hiefiir:

9 00
v :j dwj e—9-a" cos (qr cos w)dg
0 0
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Nun ist aber:
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Mit Weglassung eines constanten Factors ergibt sich also.
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Fiihrt man statt o eine neue Variable » mittelst der Substi-
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tution © = -9 ein, so wird mit Unterdriickung des Factors -
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Das in dem Ausdrucke auf der rechten Seite dieser Glei-
chung auftretende Integral ist aber eine Cylinderfunction Oter
Ordnung; man kann daher auch setzen:
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Um das so gewonnene Resultat zu verallgemeinern, trans-
formire man die Gleichung 2) dadurch, dass man an Stelle der
unabhidngigen Variablen ¢ und 7 zwei andere, p und t, welche
durch die Gleichungen

Tt = I(f)
1;2

LY,

definiert sind, einfiihre. Man erhilt dann:
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Die transformirte Gleichung ist also:

v 0% dv .

87_A82+(1+(l)7 D)

Sucht man derselben durch einen Ansatz von der Form:
v—=e™ u,

wo 2 eine Function des Argumentes p allein ist, zu geniigen,
so hat man zur Bestimmung von # die Gleichung:

d*u
P d(

d
, +(l+0) b = o0. Sa)

dp

Jenes particulare Integral der Gleichung 54), welches fiir
p = O endlich bleibt, lasst sich in Reihenform leicht darstellen;
man erhalt ndmlich:
oy "1

1,
b4 2t

i, = 14 — T 31 3—!{)3

6)

wenn mit m,, #1,,... die Binomialcoéfficienten bezeichnet werden
Eine Losung der Gleichung 3) ist also:

N 7)

Das zweite particuldre Integral von 5a) lasst sich in be-
kannter Weise durch ein bestimmtes Integral darstellen. Man

erhdlt ndmlich
_ (¢ 1
1 _feff' T - di,

wobei die Grenzen aus der Bedingung

41
[6’ o (i+;’3 ,,4J =0

zu bestimmen sind. So lange (m+1) > 0 ist, genligt man der~
selben fiir einen positiven Werth von p, wenn —oo und —1 als
Grenzen gewidhlt werden. Man erhalt also:
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Wenn 0> m > —1 ist, wird die obige Bedingung auch
erfiillt, wenn als Grenzen die Zahlen —1 und O genommen
werden. Man erhdlt dann, abgesehen von einer Constanten, fiir
die Losung 6) auch den Ausdruck:

_ (" d=t" \
u fe ! prTEs dt. 8b)

1
Fir m = — - erhdlt man als Lésungen die beiden Integrale:
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Die auf den rechten Seiten dieser Gleichungen auftretenden
Integrale sind aber nichts Anderes als Cylinderfunctionen. Man
erhélt also als Verallgemeinerung der Gleichung 4) die Lésung:

22

e 8a | o 20
=i 47 (g2t )+ (5 ) %
wo A4 und B willkirliche Constanten bedeuten. Zu demselben
Resultate kommt man auch durch Transformation der Gleichung
da), indem man setzt:
W= e w;
dadurch wird:

a*w 1\ dw .
-—1—2- +<9m~' 1+ — ) + s (m+1)w = 0. 10)

dp p/ dp

1
Setzt man nunmehr 7 — — 5 » SO erhilt man die Differen-

tialgleichung fiir die Cylinderfunctionen mit dem Argumente

p.

o] —

Fir m = —1 ist w = Const. eine Losung der Gleichung
10). Dies ergibt fiir die vorgelegte Gleichung 2) das particulédre
Integral
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Beachtet man, dass nach Gleichung 6) fiir m — —1
1w —=er

ist, so kommt man zu dem gleichen Resultate wie in der Glei-
chung 11).

Es soll nun eine Lésung hergestellt werden, welche die
Eigenschaft hat, dass fiir £ —

v=f(r)
wird. Zu dem Zwecke multiplicire man die Gleichung 3) mit

qdq . f(p)J (qo)pdp

und integrire zuerst beziiglich p von 0 bis R, wo R den Radius
des Cylinders bedeutet, und sodann beziiglich ¢ von O bis oo.
Dann ist das gesuchte Integral

00 R
vife%WJ@ww 16) T (@0)pdp. 12)
0 0

Man denke sich nunmehr diese Gleichung auf den Verlauf
einer elektrischen Stérung innerhalb eines Querschnittes eines
unendlich langen cylindrischen Drahtes angewendet. Durch die
Gleichungen la) ist gezeigt, wie die Ausbreitung in der Rich-
tung der Axe des Drahtes von jener in der Richtung des Radius
getrennt dargestellt werden kann. Wenn die Stérung von einer
unendlich diinnen Schicht an der Oberflache des Drahtes, deren
Dicke mit & bezeichnet werde, ausgeht, so hat die Function f nur
fiir solche Werthe des Argumentes, welche von dem Werthe R
nur um eine unbegrenzt kleine Grésse differiren, einen von Null
verschiedenen Werth. Setzt man also:

R
f pfp)ds = F,
K

so wird:

/Y,

v = 1«‘] e—a1a. J (qr) J (9R) qdq.
0
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Der Werth dieses Integrals kann aber wieder durch eine
Cylinderfunction ausgedriickt werden; es ist ndmlich:!
i ( rR .
i)

(>
—atty? AT(aR)adg — —— ¢ 4a¥
fo e J(gr)J(qR)qdq = 55, ¢ 57

Demnach kann bei Weglassung constanter Factoren auch
gesetzt werden:

1 - R
— ta*t g 13
v= e a 'J(.‘2 % z) )

Nun ist das Verhalten der Function J(#7) fiir sehr grosse
x

Werthe von » wie das der Function _er; flir sehr kleine Werthe
X

von # wird also:
1 (R

— . “dazt
\/m‘

Daher ist flir # = 0 v {iberall gleich Null, ausgenommen
an der Oberfliche des Drahtes, wie es auch der angenommenen
Bedingung der Aufgabe entspricht. Filir £ = oo ist bei beliebi-
gem Werthe von #» die Grdosse v = 0.

Macht man die allerdings nicht realisirbare Annahme,
dass die anfingliche Stérung sich nur auf die Punkte der Axe
des Drahtes erstreckt, so kommt man analog wie vorhin zu
einer Losung von der Form:

a

r?
e +az ;2

—_ —at gt - J—
v—y{ e J(91)949 = 5 _3;

diese ist identisch mit der in Gleichung 11) gegebenen.

1 Man vergl. Sonine, Math. Annalen, Bd. 16, S. 40.
A.a. O.S. 35,
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