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Luftbewegungen in einer rotirenden
Spharoidschale
(II. Theil)

von

Max Margules.

(Mit 2 Tafeln.)

In den zwei vorhergehenden Theilen dieser Abhandlung
wurden die freien Bewegungen der Luft in einer rotirenden
Niveauschale von constanter Temperatur untersucht; es liessen
sich nicht nur die Bewegungen in reibungsloser Luft, soweit zu
ihrer Behandlung die linearen Glieder der aérodynamischen
Gleichungen ausreichen, vollstandig classificiren, die allge-
meinen Entwicklungen durchfiihren und an Beispielen erlautern,
sondern man Kkonnte auch die Reibung in Rechnung ziehen,
wenn man sich mit einer Flachenreibung begniigen wollte.

Die bei diesem Anlass gewonnene Erfahrung lud dazu ein,
den Einfluss der Reibung auf Wellen zu untersuchen, welche
durch Temperaturschwingungen oder durch periodische Kiéfte
entstehen. Das Problem der erzwungenen Wellen hat eine Be-
ziehung zu der Erscheinung der tdglichen Barometerschwar-
kung und es schien mir niitzlich, die Rechnungen, welche in
einer Abhandlung: »Uber die Schwingungen periodisch er-
warmter Luft«' nur fir reibungslose Luftbewegungen durch-
gefihrt waren, ausfiihrlicher zu behandeln. Die Wiederholung
mancher dort angefiihrten Uberlegungen und Rechnungen lésst
sich dabei nicht vermeiden.

1 Sitzungsber.,, Bd. XCIX, 1890, im Folgenden als »Abh. 1890« be-
zeichnet.
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Der auf den Sonnentag bezogene mittlere Gang des Luft-
drucks in einem Orte A wird, wenn man die wahre Zeit als
Abscisse, die Abweichung des Druckes vom Mittelwerthe als
Ordinate auftrdgt, durch eine unregelmissige Curve dargestellt.
Zerlegt man diese in mehrere Sinuscurven, welche den Perioden
von 24, 12, 8. Stunden zugehoren, so haben die erste und
die zweite betrachtliche Amplituden (in continentalen tropischen
Orten von der Grossenordnung !/,,, des normalen Druckes),
wihrend die dritte und die folgenden ziemlich unbedeutende,
vorldufig ausser Acht zu lassende Glieder sind. Fiir den Ort 4
kann man den mittleren tdglichen Gang des Luftdruckes an
irgend einem Tage des Jahres beinahe ausreichend darstellen
durch

C, sin (W+3)+ C, sin (2v¥+3,).

C,, C,, 9,, 3, sind Functionen der Jahreszeit, 2=n/v der
Tag, 4 die wahre Ortszeit in A.

In einem nahen Orte B, welcher sich nur in der geo-
graphischen Lidnge von 4 unterscheidet, gilt dieselbe Formel
fir den tdglichen Gang des Luftdruckes, wenn & jetzt die Orts-
zeit in B bezeichnet.

Wire die Erdoberfliche durchaus gleichartig, oder auch
wenn ihre Beschaffenheit nur mit der geographischen Breite
veranderlich wére, so musste das, was von den Orten 4 und B
gesagt wurde, fiir alle Orte eines Parallelkreises gelten. Be-
zeichnet man nun mit ¢ die wahre Zeit im Meridian Null, mit A
die ostliche Lange, so wiére auf einer solchen idealen Erde der
tagliche Gang des Luftdruckes dargestellt durch

E, sin \+vi+3)+E, sin (2A+4-2vi+3,),

zwei einfache, westwirts wandernde Wellen. E, E,, 5, ¢, wéren
Functionen der Breite, der Hohe und der Jahreszeit.

Als die wahrscheinliche Ursache der tdglichen Barometer-
schwankung ist die tédgliche Temperaturschwankung anzu-
sehen. Fiir das erste Glied, die 24-stiindige Schwingung, ist der
Zusammenhang empirisch nachgewiesen. Fiir das zweite Glied,
die halbtidgige Schwingung, besteht nach dieser Richtung ein
noch nicht tberwundenes Hinderniss.
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Aufgabe der Rechnung wire es, zu untersuchen, welche
Druckwellen auf einer Erde von der eben beschriebenen regel-
méassigen Beschaffenheit durch westwiérts wandernde Tempera-
turwellen oder durch andere periodische Anregungen erzeugt
werden. Aber auch dieses Problem bietet zu grosse Schwierig-
keiten, wenn man es durch eine einzige, alle wesentlichen Um-
stinde umfassende Rechnung 16sen will. Es empfiehlt sich, die
Aufgabe zu theilen und an mehreren einfachen Systemen den
Einfluss einzelner Umstiande zu untersuchen.

Der einfachste Fall, die Druckwelle, welche in einer Réhre
durch eine fortschreitende Temperaturwelle erzeugt wird, soll
als Einleitung dienen. Der kiirzeren Rechnung wegen wird
auch hier angenommen, die Reibung sei der Geschwindigkeit
der Lufttheilchen proportional; die Roéhre ist als ruhend vor-
ausgesetzt, ihre Axe sei die x-Axe. T absolute Temperatur
p Druck im Ruhezustande der Luft, R7 das Verhiltniss von
Druck und Dichte, demnach \/ﬁ“dieFortpﬂanzungsgeschwin-
digkeit einer freien, streng isothermen Welle. T(1+ 1) die ver-
anderliche Temperatur, p(1+z) der Druck der bewegten Lulft.

Ist ¢ ein sehr kleiner Bruch, so wird im Allgemeinen auch ¢
ein solcher sein und auch die Geschwindigkeit # wird gering
bleiben. *

Die Bewegungsgleichungen und die Continuitatsgleichung
sind,! wenn keine dusseren Krifte auf die Luft wirken,

-
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/ ist die Reibungsconstante.
Setzt man
© == A sin (mx~+ni),

so wird bei positiven Werthen von  und # eine nach der
Richtung —=x fortschreitende Temperaturwelle angenommen.

m = 2n/L, n = 27/0, L die Wellenldnge, ® die Schwin-
gungsdauer, L/® = n/m = V die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit der Welle.

1 Man vergl. die Abh. 1890.
Sitzb. d. mathem.-naturw. CI.; CII. Bd., Abth. IL a. 90
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Mit diesem Werthe von t erhdlt man

¢ = KA sin (mx—+nt+1), u = MA sin (mx+nt+7),

wobei die Constanten K, M, 1, ¢ aus den Bewegungsgleichungen
zu bestimmen sind. (Am schnellsten findet man die Ldsung,
wenn man vorldufig t = Aeftnmvtnl) g — Belitmvtnl) gy — Cellnxtnt)
setzt; B und C sind complexe Grossen.) Dazu kdmen noch alle
freien Bewegungen, welche in einer Rohre von constanter Tem-
peratur moglich sind. Von diesen, welche in der Einleitung des
zweiten Theiles angegeben wurden, ist hier abzusehen, da wir
es nur mit der erzwungenen Welle zu thun haben.
Setzt man zur Abkiirzung

a* = n*—RTm? N\ a*+u’F = b, \/ '+ =1

SO ist
" ! cos 1w a4+ 1* . I RTm?
e 08 — —p ———- sin = —  ———
b:‘. b i ,”/ b?. > q 1ZI b2 ?
A RTmn . at , nl
M= —r cos I =— 5, sin. = pE

Alle Wurzeln sind mit positivem Vorzeichen genommen.
Wir betrachten zunachst den Fall, dass

n*—RTm?* > 0, (1)

oder V= \/ET, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Tem-
peraturwelle, also auch der erzwungenen Druckwelle, grosser
ist, als diejenige einer freien isothermen Welle in reibungsloser
Luft (welche 279-9 m/sec. betrdgt bei 7= 273°).

Fiir / = 0 ist = 0 und { = =. Mit wachsendem / nimmt 2
bestandig zu, bis es fiir / — oo den Werth 3%/2 erreicht.
7 wichst anfangs mit /, erreicht ein Maximum, wenn / = a und
nimmt dann wieder ab; sein Werth bleibt stets zwischen Null
und =/2.

Bei reibungsloser Bewegung fallt das Maximum des
Druckes mit dem Maximum der Temperatur zusammen und im
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Orte des Maximums herrscht die grosste Geschwindigkeit in
der Richtung der Fortpflanzung.

Bei Reibung wandert das Druckmaximum vor dem Tem-
peraturmaximum, aber stets innerhalb des n#dchsten Viertels
der Wellenlange; in demselben Intervall liegt der Ort starksten
Windes in der Fortpflanzungsrichtung, welcher bei sehr grosser
Reibung nahe an den Ort mittlerer Temperatur heranriickt. Im
folgenden Schema sind die Verhiltnisse fiir /=0 und fir
grosse Reibung veranschaulicht. Die grossen Pfeile zeigen die
Fortpflanzungsrichtung der Welle, die kleinen Pfeile die Wind-
richtung.

V>\/RT
Reibungslos Reibung
 — <—«
< Max. 0 < Min. 0 0 < Max. 0 < Min. [t}
i | | I i ! | | ] |
T T T 1 T T T
e Max. 0 s Min. 0 = Max. 0 = Min. ¢
0 7 Min. 0 2 Max. 0 7 Min, # Max. 0
« — “«— —
Wenn
n®:—RTm* < O, (‘2)

oder V' < \/R—T, ist das a? in den Formeln fiir K, v, M, . ne-
gativ; man ersetze es durch —a'2

Fir /=0 ist 1 ==x, { = 0; ldsst man / von Null bis o
wachsen, so nimmt 7 bestidndig ab von =« bis O, von O
bis —mx/2.

Bei reibungsloser Bewegung fallt hier das Minimum des
Druckes mit dem Maximum der Temperatur zusammen; bei
Reibung wandert das Druckminimum hinter dem Temperatur-
maximum und kommt bei sehr grossem / nahe an das Tempe-
raturminimum heran.

Die Orte starksten Windes, welche bei reibungsloser Be-
wegung mit denen der Druckextreme zusammenfallen, riicken
bei grosser Reibung gegen die Orte mittleren Druckes
zuriick.

90%
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V<\/RT
Reibungslos Reibung
<& <—«
0 = Max. 0 < Min. 0 0 < Max. 0 < Min, i]
| i i ] | 1 | | | |
| | | ] ! : i 0B |
9] s Min. 0 = Max. 0 = Max.; 0: =Minj 0
0 n Max. 0 0 Min. 0 () 1 Max. 0 1 Min.
— - — «—

Je grosser die Reibung, desto geringer wird der Einfluss
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit auf das Verhéltniss der
Druckwelle zur Temperaturwelle; in dem Grenzfall / = oo wird
K=1,17=0, M =0, gleichviel ob V grésser oder kleiner
als \/RT ist; wenn die Luft in der Rohre unbeweglich ist,
bleibt die Dichte constant und der Druck #dndert sich in dem-
selben Maasse, wie die absolute Temperatur.

Bezeichnet p. die Dichte im Ruhezustande, p.(li-i-c) die
Dichte der bewegten Luft, so ist 5 = s—r; aus der Continuitits-
gleichung

95 o
EMET
folgt
1 )
5= — L M. A sin (mx+nt+0) = — 7;, .
7 ’

Demnach ist in der erzwungenen ebenso wie in der freien
Welle der Ort grosster Geschwindigkeit in der Fortpflanzungs-
richtung zugleich der Ort grésster Dichte.

Der Fall, dass die Luft durch eine ldngs der Réhre perio-
disch fortschreitende Kraft in Bewegung gesetzt wird, 1dsst sich
auf die vorhin behandelte Aufgabe zurlickflhren. Ist dW/ox die
auf die Masseneinheit in der Richtung » wirkende Kraft und
bleibt die Temperatur constant, so sind die Bewegungs-
gleichungen

O(W—RT.e) _ ou oe on
—_—-81 = a—t—FIH, *g-l——‘ﬂ = 0.

Fihrt man ein

W—RTe — —RT.y,
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so gehen die Gleichungen tiber in

3y’ o1 oy I ¥ oun
— S = —— 41 = Y — = 0.
Rlge=w " wrturrta = °
Das sind dieselben Differentialgleichungen, wie im vorigen
Falle, nur dass y statt = und — W/(RT) statt t steht.
Wenn nun das Potential der periodischen Kraft durch

W = C.sin (mx+1f)

gegeben ist, so kommt C/(RT) an Stelle des fritheren 4. Man
erhalt

c . .
"= M.~—R~—.sm (mx+ut+73).
M und { haben dieselben Werthe wie vorhin. = findet man
am leichtesten aus der Continuitdtsgleichung

M C . "
= — 7 ppsin (mx4nut+3).

In den schematischen Darstellungen fiir die reibungslose
Bewegung ist nur t Max. durch W Min., t Min. durch W Max.
zu ersetzen, um die Druck- und Bewegungsverhiltnisse fiir
diesen Fall zu tiberblicken.

In den zwei anderen fiir Reibung bleiben die Orte grosster
Geschwindigkeit ungedndert; Max. fallt mit 2 Min, = Min.
mit 2 Max, zusammen.

Es werden zunéchst die durch Temperaturwellen er-
zwungenen Druckwellen in einer rotirenden Schale berechnet.
Das Verfahren, welches auf freie Wellen angewendet wurde,
reicht hier nicht fiir alle Fille aus, aber doch fiir grosse Gruppen,
zu denen auch die in der Abh. 1890 angefiihrten Beispiele ge-
horen. Diese werden neuerdings sowohl fiir reibungslose
Bewegung, wie flir grosse Reibung berechnet, durch Zeich-
nungen dargestellt, ithre Beziehungen zu den zugehodrenden
freien Wellen untersucht.

In einem Anhang sind die Bewegungsgleichungen eines
Massenpunktes in einer rotirenden Niveaufliche angegeben,
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woraus sich die Bewegungsgleichungen der Luft in einer
Niveauschale ableiten lassen.

Ein zweiter Anhang enthilt Gegenstiande, welche nicht
dem im Titel der Abhandlung angezeigten Gebiete angehdren,
deren Behandlung aber fiir die Theorie der tdglichen Luftdruck-
schwankung niitzlich erscheint.

A. Bewegung der Luft in einer verticalen Sdule. Ist die
Séule unendlich hoch und findet in ihr eine Temperatur-
schwingung von langer Periode statt, so bleibt der Druck am
Boden ungedndert, und der Druck in einer bestimmten Hdhe
ist gleich demjenigen, welcher dort stattfinde, wenn die zur
gegebenen Zeit bestehende Temperaturvertheilung constant
bliebe. Bei einer ganztdgigen oder halbtigigen Schwingung
sind die Abweichungen von dem statischen Druck vollig zu
vernachlassigen. Die barometrische Hohenformel ist mit grosser
Annaherung anwendbar. Das gilt ebenso fiir eine Saule von
begrenzter Hohe, welche oben in die freie Atmosphére miindet.
Die erzwungenen Schwingungen in einer solchen Luftsdule sind
leicht zu berechnen. Sie lassen sich auch mit denen vergleichen,
welche durch die tédgliche Erwarmung in Bergkesseln und in
engen Thilern entstehen; danach sind die Unterschiede zu beur-
theilen, welche die tagliche Druckschwankung daselbst gegen-
{iber derjenigen auf dem flachen Lande aufweist.

B. Fortschreitende Welle in einer Atmosphére mit ebener
oder cylindrischer Unterlage. In der Schale hatten wir eine
Bewegung nach Lange und Breite behandelt, hier betrachten
wir eine Bewegung, welche nach Liange und Hohe stattfindet.
Wenn die Periode ein Tag oder ein halber Tag, die Wellenldnge
von der Grossenordnung des Erdradius ist, genligt es, statt der
Gleichung flir die verticale Bewegung die barometrische Héhen-
formel zu setzen. Das wird an einem schon vorher berechneten
Fall verificirt und ein anderes Beispiel — die Amplitude der Tem-
peraturwelle hat in einer Hohenschicht einen constanten Werth,
ausserhalb der Schicht findet keine Temperaturdnderung statt
—wird hinzugefligt. Dieses ist in Hinblick auf eine Hypothese von
Hann tiber die Ursache der halbtigigen Druckwelle gerechnet.

In allen Fillen ldsst sich der relative Uberdruck in einer
Hohe z in zwei Theile zerlegen: ¢ = g,+¢., wo g, den Werth
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von = am Boden bezeichnet. Nur dieses ist noch von Interesse;

kann man mittelst der barometrischen Héhenformel aus der
gegebenen Temperaturvertheilung ableiten, oder man kann auch
umgekehrt die Temperaturschwingung berechnen, wenn 9. be-
kannt ist. Solche Rechnungen hat Hann fiir zahlreiche Fille
ausgefiihrt.

Die kritische Fortpflanzungsgeschwindigkeit istflirdie Atmo-
sphire ebenso gross wie fiir eine Schicht von constanter Dichte.
Das Maximum von g, tritt gleichzeitig mit dem Temperatur-
maximum ein, wenn die Welle schneller wandert als eine freie.

Hailt man dieses mit dem Resultat zusammen, welches man
fir die ganztidgige Welle in der diinnen rotirenden Luftschale
gefunden hat, so schliesst man: wenn eine Temperaturwelle
von der Periode eines Tages tiber die Erde fortschritte, deren
Phase in allen Breiten gleich, deren Amplitude nur Function
der Breite und der Héhe wire, dann miisste in der erzwungenen
Druckwelle das Maximum von g, mit dem Maximum der Tem-
peratur zusammenfallen.

C. Die beobachteten Erscheinungen der ganztagigen
Druckwelle werden in den Hauptziigen nach den Abhandlungen
von Hann und von Angot zusammengefasst. Das Maximum
von g, fallt nahezu auf dieselbe Zeit, wie das Minimum des
ganztiagigen Temperaturgliedes.

Man hat zu beachten, dass wegen der Unregelmassigkeit
der Erdoberfliche und der Bewdlkung die Annahme, welche
vorher in Betreff der Temperaturwelle gemacht wurde, den
Verhiltnissen auf der Erde nicht entspricht. Die tdgliche
Erwdrmung schreitet mit nahezu constanter Amplitude an
jedem Tage nur lber getrennte, relativ kleine Gebiete fort und
hat in jedem solchen Bezirk fast den Charakter einer stehenden
Schwingung.

D. Stehende Temperaturschwingungen, welche nur in
einem kleinen Gebiet der Atmosphére stattfinden, bewirken in
demselben Druckschwingungen, deren g,-Maximum zugleich
mit dem Temperaturminimum eintritt, wahrend die Druck-
schwankung ausserhalb des Gebietes gering ist. Ahnlich wird
es sich bei fortschreitenden Temperaturwellen verhalten, wenn
sie nur Uber kleine Léngenintervalle wandern.
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Die Annahme, dass die ganztidgige Druckschwingung auf
der Erde durch Erwdrmungen dieser Art entsteht, ist wohl
allgemein verbreitet. Doch hat man nicht beachtet, dass es dabei
wesentlich auf die ortliche Unregelméssigkeit der Warmewelle
ankommt. Auch wurde vorher kein Versuch gemacht, die er-
zwungene Druckschwingung zu berechnen.

Die Rechnung gibt, wenn die Temperaturamplitude am
Boden 3° betragt und mit der Hohe nach dem Gesetze der
Exponentiellen so rasch abnimmt, dass sie schon bei 900 m:
nur 1° ist, die Druckamplitude am Boden gleich 0°7/760 des
mittleren Druckes.

Damit ist die Untersuchung der ganztigigen Welle abge-
schlossen. Liesse sich die erregende Ursache der regelméssigen
halbtagigen Welle angeben, so wiirden die hier ausgefiihrten
Rechnungen zu einer ziemlich vollstandigen Losung des Pro-
blems der tdglichen Barometerschwankungen ausreichen.

10. Erzwungene Wellen in der rotirenden Schale.

Behilt man alle Voraussetzungen bei, welche den Ent-
wicklungen des 8. Abschnittes zugrunde gelegt sind, mit Aus-
nahme derjenigen, dass die Temperatur der Schale constant ist,
so bleiben die Bewegungsgleichungen im engeren Sinne unge-
andert und nur die Continuitdtsgleichung enthdlt ein neues
Glied. Wenn T die mittlere absolute Temperatur der Schale
bezeichnet, 7 (14 1) die Temperatur in einem Orte zur Zeit
und wenn t ein kleiner Bruch ist, so hat man es mit folgenden
Gleichungen zu thun.

RT o= ob

— o T — +10—2y .
S B 57 b vV COS 1. C,
RT 0= oc

— T — +/c+2vcosw.b,
S sin wox of :

0z ot + 1 "3 (bsinm) L oc
ot o  Ssinow o ax)

Es sollen diejenigen Bewegungen der Luft in der rotirenden
Schale berechnet werden, welche durch westwarts wandernde
Temperaturwellen entstehen. Fiir / = o (reibungslose Luft) sind
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schon a. a. O. specielle Losungen gegeben worden. Jetzt wollen
wir annehmen, dass die Luft in der dlinnen Schale eine der
relativen Geschwindigkeit proportionale Reibung erfahrt. Dabei
wird es fiir die Rechnung bequem sein, die periodische Function
als Exponentielle mit imagindrem Exponenten einzufiihren. Es
sei gegeben

T — ﬁ‘(w>ei(h),+uf)_

Druck und Geschwindigkeiten in der erzwungenen Welle
versuchen wir in folgenden Formen zu finden

b — icp((o)e"<”7*+""), c— 4)<w)ei(m\+ut), e — E(U))ei[h).-ir-ni')

bei gleicher Bezeichnung wie im 8. Abschnitt; auch die ab-
kiirzenden Zeichen
n—Ili —=r 2:q ”LSZ—
’ v RT
werden beibebalten. Man leitet &dhnlich wie dort zwei
Gleichungen ab

’

\

2 ainZa) B — rS . (d('{' sin ) g o) cinZm
(h*—zsin®*w)E = p7sine | — o hgcosm. 10) zsin*o. I (4)
sin~"a t_ii(n (sin"w.E)y = ;S;_(l—qz—i—qz sin® w).x, (B)

deren erste allein die Temperaturfunction ¥ enthélt.

Wir wollen uns auf den Fall beschranken, dass diese
Function, folglich auch die erzwungene Druckwelle zu beiden
Seiten des Aquators symmetrisch ist (pare Ldsungen). Die
Rechnung bietet fiir diese, wie auch fur impare Losungen nach
den Entwicklungen fiir freie Wellen keine Schwierigkeit, sobald
F(w) bei ungeraden % durch eine endliche Reihe ungerader
Potenzen von sinw, bei geraden % durch eine solche Reihe
gerader Potenzen sich darstellen ldsst, und wenn das erste
Glied der Reihe sin”® oder eine hohere Potenz ist.

Pare Losungen ungerader Classen (insbesondere
der ersten Classe). Wenn

F(w) = El—S(C, sinow+ Cy sinfo+. 1)
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gegeben ist, so hat man die Coéfficienten in den Reihen

1t = cos 0(ay+a, sinfo+a, sinto+. ),

S . .
E = ﬂ(“ln sino+4, sinfo+ )

zu bestimmen, indem man ¢ und ¢ in die Gleichungen (4) und (B)
einsetzt. Aus den zwei Systemen von Beziehungen, welche man
so erhilt, kann man A4,, 4,.. eliminiren; es bleibt eine Folge
von Glelchungen zwlschen den unbekannten Coéfficienten a,,
a,... und den gegebenen Constanten C, C;..

hg (1 e q2) a’o

1 +1hgq

= (1—hq)a,

712 <1_ 2>az+q ) _~< —q )an (3

2 (9 hda. —
3+hq 1+hq 71(])612 ( hQ)a'n Cl

2(1—‘]2)“ +q° 4y (1—g*a,+q*a,
o+hq 3+hq

Erzwungene Wellen erster Classe. Wenn %2 = 1 und
wenn G, G, sowie alle folgenden Coéfficienten der F-Reihe ver-
schwinden, die Temperaturwelle demnach durch

C, . . .
T=gsine. efOtnh )
dargestellt ist, so sind die dritte und die folgenden Gleichungen
des Systems (1) identisch mit den entsprechenden Beziehungen
zwischen den Coéfficienten a, welche bei freien Schwingungen
gelten; man hat allgemein (vergl. Abschnitt 6)

aj . (+3+qg= a4 (B+49)q*
aj—2 N, — Zj+3 9 \ _ Z; ’
AR l\'3'+3 s : ]V

wobei die NV und Z aus den Gleichungen (P,) Abschnitt 6
des II. Theiles zu entnehmen sind. Der einzige Unterschied
gegeniiber den freien Wellen besteht darin, dass jetzt a, nicht
willkiirlich bleibt, sondern durch C, bestimmt wird. Folglich

= (5—hg)a,—(@—hqg)a,—C, \

(1)
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enthalten auch alle tbrigen Coéfficienten C, als Factor. Im
System (1) ist die erste Gleichung identisch erfiillt; setzt man
in die zweite den oben angefithrten Werth von a,/a, ein, so
ergibt sich

U+ q9@+9C
0,0‘ — Z
z\/ Kf o

(Wenn n, z ein reelles Werthpaar ist, welches zu einer
freien Welle im reibungslosen System gehort, wird der Nenner
auf der rechten Seite Null, Gleichung (P) Abschnitt 6, und a,
unendlich. Bei Reibung kann der Nenner nicht verschwinden;
ein reelles 72 und ein complexes z erfiillen die Gleichung (P)
nicht, denn es kann bei Reibung keine freie Welle ohne
Dampfung geben.)

Ferner hat man

a a, a
a, =—*a,, a,=—-"2a,,..
a a, a
0 2 0

demnach o, ferner die Coéfficienten der E-Reihe

"(1—q¥a,+q%a,

N 4. = 3 =
I+¢ 7 77 3+¢ ’ 5+q ’
und wenn man noch schreibt
! o, 42, sin®ow -+ RT E CcOS ®
W = o L. - — _ .0
' L 7Ssine ¢ v
so wird
P 34("0 dy)—0y _ 5q(@ay—a,)—a,
Ty = — @y, p = 3 , Oy = — Yo
q o+q

[Gleichungen (p,) des 7 Abschnittes].

Die von der Temperaturwelle (C,) erzeugte Druckwelle
und die zugehdrige Windvertheilung sind somit berechnet.

Der Fall, dass nicht C, allein, sondern auch C, und mehrere
andere Coéfficienten der F-Reihe von Null verschieden sind,
bietet keine Schwierigkeit. Es wire Giberfliissig, die beziiglichen
Formeln hier abzuleiten, da sie durch ein ganz dhnliches Ver-
fahren zu finden sind. Wir beschrianken uns auch in den
folgenden Beispielen auf die Temperaturwelle (C)).



1382 M. Margules,

[Miir 1 = 3, eine Welle dritter Classe, wére das System (1) nur brauchbar,
wenn C; =0, ebenso fiir # =25 nur dann, wenn C; = Cy =0. In anderen
Fillen miisste man die Reihen nach Potenzen von cos w anordnen; es wiire zu

setzen

F(w) =

sin o (K4 Ky cos?w—+K| cost w+-...),

D

S
w=1Db, cosmw—+-DycosPw+..., E= =7 sinw (B,+ By cos2 w—+-...)

Diese fithren zu Entwicklungen, auf welche das Laplace’sche Verfahren der
Coéfficientenbestimmung sich nicht anwenden lisst, weil in den Gleichungen
des dem (1) analogen Systems vier unbekannte Coéfficienten vorkommen.

Der Gang der Entwicklung (aber nicht eine Methode, welche die voll-
stindige Ausfiihrung der Rechnung zulédsst) ist von Lord Kelvin [Phil. Mag. (4)
50, S. 388] angegeben worden. Es liesse sich vielleicht eine Hilfsfunction
finden, welche gestattet, nur drei Coéfficienten in jeder Gleichung zu haben.

Fir die ruhende Schalec hat auch in diesem Falle die Berechnung keine

Schwierigkeit.

Beispiel 1. Erzwungene Welle erster Classe bei reibungs-
loser Bewegung in der rotirenden Schale. Rotationsdauer
24 Stunden, Umlaufsdauer der Welle 24 Stunden.

. .
T = 5zp Sinw.sin (vE+h).

Wir setzen
T—=273°, R — 287 m*.sec—2 Centigrad —,

2% -
—y—=_ % gec~! 2zS—4.10"m.
=Y =5, 60.605¢ " S=4.10"m

Durch die Annahmen # =y, / = 0, hat man

viSt

e — — 2735
PT 1 735,

qgq—2, =z—=

ferner, da die Amplitude der Temperaturwelle am Aquator (7%)
1° angenommen ist,
(& 1

— — 1:'6959.
s oo G 176939
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Schreibt man noch

N, =3.(2.3—2)+5.3z,
N, =5.(4.5—2)+7.3z, Z3=2.4.3.7.4z,
N, —7.(6.7—2)+9.3z, Z —4.6.5.9.4z,

so hat man alles beisammen, was man zur Berechnung der
Geschwindigkeiten und des Druckes braucht. Man erhilt die
Losung in der Form

: = E(0).sin (\+v1), & = p(w) cos (A+v1), ¢ = d(w) sin (A+-vf)
und fiir E, ¢ folgende Werthe
103 E(w) — 420 sin @—1 55 sin®0—1+28 sin®w—0-39sin’®
—0°06 sino—.
p(0) = cos w {—0°71—051 sin*w—0- 17 sin*w
—0-03 sinfw...!
d(w) = 0'71—0-14 sin*w—0-46 sin*0—0-21 sinfw
—0-05sin"w.
Damit berechnet man die Tabelle, nach welcher Fig. 1
construirt ist. Die Geschwindigkeiten sind in m/sec. angegeben.

i 273, 103¢ b

0° 0 ; 0 —0°71 cos (l-+v£)] 0°71 sin (‘L—i—v/)l
15 | 0°26 sin ()~+~;¢); 1+06 sin (A +v8)|—0-72 070 ‘
30 | 0-50 | 1-86 —0-74 0-64 |
45 | 0-71 | 2-15 —0+72 0°50 |
60 | 0+87 | 1-84 — 060 0-24 ‘
75 | 0-97 1-22 —0°35 ~0+03 ‘
90 | 1-00 0-91 0 —0°15 ;
[

Die Temperaturamplitude ist 1° am Aquator und 0°71 in
45° Breite; die entsprechenden Druckamplituden sind (beim
mittleren Druck 1000) 0°91 und 2-15, also in 45° Breite viel
grosser als am Aquator; das hangt mit dem Umstand zusammen,
dass der Umfang jenes Breitekreises nahe gleich ist dem Weg,
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welchen eine freie Welle in einer Rohre binnen 24 Stunden
zuriicklegt.

Im II. Theil dieser Abhandlung wurden die Umlaufszeiten
weslwirts fortschreitender freier Wellen gefunden 1387, 922,
G6-63. .Stunden fiir Wellen erster Art; ferner 130-7, 309-5,
572-2. .Stunden fiir Wellen zweiter Art auf einem Sphéaroid
von der Grosse und Rotationsdauer der Erde. In diesem Beispiel
haben wir es mit einer erzwungenen Welle von der Umlaufs-
dauer 24 Stunden zu thun. Man mdchte vermuthen, dass ihr als
nichste freie Welle diejenige mit 1387 Stunden (Typus I erster
Art) zugehdrt; dann miisste, weil die erzwungene langsamer
fortschreitet als die freie Welle, am Aquator das Minimum des
Druckes mit dem ‘Maximum der Temperatur zusammenfallen.
Es ergibt sich jedoch, dass Temperatur- und Druckwelle in allen
Breiten die gleiche Phase haben. Unsere erzwungene Welle
liegt schon im Gebiete der freien Welle Typus I zweiter Art,
1307 Stunden Umlaufsdauer, der sie auch in der Form dhnlich
ist. (Man vergleiche Fig. 1 mit den Fig. 9 und 11 des zweiten
Theils.) Betrachtet man erzwungene Wellen, deren Umlaufszeit
von 139 ab stufenweise wichst, so kann man den Ubergang
von denjenigen, welche sich dem Typus I erster Art anschliessen,
zu denen, welche unter Typus I zweiter Art fallen, leicht ver-
folgen. Es geniligt zu dem Zwecke, nur noch einen Fall zu
berechnen, die erzwungene Welle von 15 Stunden Umlaufs-
dauer.

. 2% - 2%
T = = sin (\+ni), = 15 Stunden,

—_ ‘)
573 p” — 24 Stunden.

Wir stellen den Ausdruck fiir das zugehorige 10*E zu-
sammen mit den entsprechenden Ausdriicken fiir die beiden
freien Wellen und fiir unsere in Fig. 1 dargestellte erzwungene
Welle. (Tabelle auf der folgenden Seite.)

In der freien Welle [1] findet eine Umkehrung des Vor-
zeichens von E bei w = 43° statt; dem entsprechend ist in der
langsamer fortschreitenden erzwungenen Welle [2] Eam Aquator
negativ, in hohen Breiten positiv; in der freien Welle [4] hat E
flir alle Werthe von o gleiches Vorzeichen, ebenso in der
erzwungenen Welle [3]. In [2] ist am Aquator negativ, auf
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[2]Erzwungene { [3]Erzwungene |

[1] Freie Welle U —D“{gllSiund U -D\giusetund (4] Freie Welle |
U.-D. 1387 Stunden T B e, “| U.-D. 130°7 Stunden

Temp.-Ampl. 1° am Aquator

Const.} 9'577sin ® 7-66 sin © 4 20 sinw | Const.{ 1073 sin w
—13-42 sin®w | —6°:89 sindw | —1+55 sindw —0°33 sindw
—15°10 sinw | —7°07 sin®w | —128 sinw —506 sin’w
— 51l sinTw | —2:32 sinTw | —0°39 sin"w —2:05 sin"w
— 0°89 sin%w i —0°40 sin%w | —0°06 sin%» —0-38 sin%w

— 0°09 sin“m}j —0 04 sin'ley | —0-01 sin!'w —0-04sin1w}

jener Hemisphdre, wo t positiv; in [3] sind ¢ und ¢ tiberall gleich
bezeichnet; die im Beispiel 1 behandelte Welle ist also im
Zusammenhang mit der freien Welle zweiter Art Typus I
zu betrachten; ihr Verhalten entspricht demjenigen einer
erzwungenen Welle in der Réhre, wenn V> \/.TQT

Beispiel 2. Erzwungene Welle erster Classe bei Reibung.
Umlaufsdauer 24 Stunden.

Mit denselben Werthen von R, 7, S, v, 2, wie im Bei-
spiel 1 und mit

=

wird
2= 2°735(1—i).

r =vy(l—1i), ¢q=1+i

Statt 7 =v kann man auch schreiben /~! = 12/z Stun-
den = 3-82 Stunden. Die Reibung ist so gross angenommen,
dass die Geschwindigkeit einer ebenen, zwischen zwei unbe-
grenzten Platten ohne Druckdifferenz geradlinig fortschreitenden
Luftschicht mit diesem 7 in 3°82 Stunden auf [/e ihres Anfangs-
werthes sinkt.

Setzt man wieder

1 . .
T =g sin w sin (A 4v#)

und berechnet, dhnlich wie fiir freie Wellen
b = o, cos (\+vt)—w, sin (A+vi), c =1, sin( )+, cos( ),

e =E sin( )+E,cos()
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fiir Polabstande von je 15°, so erhilt man die folgende Tabelle,
nach welcher die Figur 2 gezeichnet ist.

—

Die Temperaturwelle hat hier dieselbe Form wie in Fig. 1.
Es sind jedoch nur die Orte des Maximums und Minimums
eingezeichnet; die Curven 273°5 und 272°5 sind weggelassen,
um die Zeichnung nicht zu undeutlich zu machen. Die punktirte
Curve verbindet die Orte wo & = 0, die gestrichelte jene Orte,
wo ¢ = 0.

Das Maximum des Druckes wandert in jeder Breite vor
dem Maximum der Temperatur, in grosstem Abstand am
Aquator, wo das s-Maximum 2-2 Stunden vor dem t-Maximum
eintritt. Rechnet man immer mit derselben t-Welle, aber mit
Werthen von [/, die man von Null bis oo wachsen lasst,
so nimmt jener Abstand anfangs rasch zu, bis zu einem
grossten Werth, der kaum drei Stunden erreicht, nimmt dann
wieder bis Null ab, ganz entsprechend dem Verhalten der
erzwungenen Welle in der Réhre, wenn V > \/R_T Bezeichnet
A den Bogen, um welchen das Maximum des Druckes am
Aquator westlich von demjenigen der Temperatur liegt, so

ist bei

!
/ 0 5

A ..0 37°6  33°3 14°9 O

v Y 3v oo

Die Form der Druckwelle in Fig. 2 ist dadurch, dass die
grosste Amplitude jetzt bei w — arc 70° eintritt und dass ihr
Werth von demjenigen am Aquator wenig verschieden ist, eine

26)

0
*4
-0
9
-0

0)

273 < 103 ¢ b

0 sin(h—+vi-+ 7°9)|—0°49 cos ()‘—If~/l~—3696) 0-49 sin (\4-v£—36
* 26sin(h—+v£)|1° 04 -+ 9:0|—0-49 —36-2|0°49 —35-
+50 1-92 +12+2 |—0-47 —34:6 |0 49 —33
<71 2-48 +17:6 |—0-44 —30-710°48 —33
87 2:72 —+24:3 |—0-35 —28:010-45 - 36
97 2-72 —+30'5 |—0 20 —25:9 1042 —45
*00sin(h—+v£)(2 69sin(h—+vi-+33-3)) 0 cos (h—-v£— 25+ 0) 040 sin (A~ —48"
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ganz andere als in Fig. 1. Da flir / = oo in jeder Breite die e-Ampli-
tude gleich wird der t-Amplitude, so ist es klar, dass die Druck-
amplituden in manchen Breiten bei Reibung grdsser ausfallen,
als im reibungslosen System.

Pare Losungen gerader Classen (insbesondere der
zweiten Classe). Wenn 7 gerade und die Function F im Aus-
druck des variablen Temperaturgliedes

T = F(w)eitntnD
gegeben ist durch

Plo) = % (Cy+C, sin®o+C, sin‘o+ ),

so sind fur ¢, E folgende Formen anzunehmen
¢ = cos w(a, sin w+a, sin*o+ ),

S .
E = P_T(A°+A2 sinfo+ ..).

Nur im Falle 2 = 0 kann man C, von Null verschieden setzen;
fiir jedes andere %z muss C, = O sein, da sonst die Temperatur
an den Polen keinen bestimmten Werth hiitte.

Setzt man die Reihen fiir F, ¢, E in die Gleichungen (4)
und (B) ein, so folgen zwei Systeme von Relationen zwischen
den Coéfficienten. Zunichst hat man %24, = O und kg4, = 0,
woraus A, = O fiir alle 2 ausser 2 = 0. Durch Elimination von
A, A, ergibt sich

1—gYa
Izz(—z;lh)—q—' = (2—hq)a,

, —gYa,+q*a,  (1—g9a, o
4 4+hg T Toxnhg d—hqya,—(3—hg)a,—C,

(1 _gDa+g'ay  (1—g%ay+q'a, -
2 : 3 . ; o o e
¢ 6+hg - d+hq = (6—hg)a,—(5—hq)a,— C,

Erzwungene Welle zweiter Classe 2 = 2. Wir be-
schrinken uns wieder der Kiirze halber auf den Fall, dass C,
der erste Coéfficient der F-Reihe allein von Null verschieden
ist. Die erste Gleichung des Systems (2) ist eine Identitiit, aus
der dritten und allen folgenden hat man

Sitzb. d. mathem.-naturw. ClL.; CIL Bd., Abth.II.a. 91
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v « 2.
9y _ 6+29)q°z [N, Z aus P,]
a, N __Zi V
N,— N, —.

ganz wie bei freien Schwingungen zweiter Classe und &,
bestimmt sich aus der zweiten Gleichung, wenn man den eben
angegebenen Quotienten einsetzt

- (24+29)(4+29)C,
a, = — >
N,— 2
N, —..

(Mit denjenigen reellen Werthpaaren #, 2z, welche zu paren
freien Wellen zweiter Classe im reibungslosen System gehoren,
wird der Nenner auf der rechten Seite Null, @, unendlich gross.)

Ferner hat man

; +34+24q) g%z
% = U+3+29) g , 7] =23,57
aj_2 Nif— Zj+3
/7 ]Vj+3 -

womit man die Coéfficienten der ¢-Reihe berechnet, dann die-
jenigen der E-Reihe

. __(1—g¥a, _ (1—g»az+qta,
AO pu—— O, 'A2 —_— m—, A[‘ p— ——ﬁ41—2va_<.~-

endlich die der ¢-Reihe, wenn man setzt
4 = o, sin o+a, sin*o+- = ——-— ———gcosuw 9,

_ __2q(ay—az)—ay, __3q(a;—a,)—a;
o, = —a, Oy—=———\sT"—", 0O;3= 3_17—,-

N 244
Auch hier ist fiir die hoéheren Classen eine dhnliche Einschrinkung zu
machen, wie bei den ungeraden. Fiir # =4 konnte man die Entwicklung nur
anwenden, wenn die F-Reihe mit C; beginnt; andernfalls wire die Rechnung
so zu fithren, dass die Reihen fiir F, 9, E nach Potenzen von cosw fort-

schreiten.

Beispiel 3. Erzwungene Welle zweiter Classe beireibungs-
loser Bewegung in der rotirenden Schale. Umlaufsdauer der
Welle 24 Stunden (Schwingungsdauer 12 Stunden).
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Ist die Temperaturwelle durch

T— sin®w sin (2A+2vf)

1
273

gegeben, sind flir R, 7, v, S die gleichen Werthe wie in den
vorhergehenden Beispielen angenommen, ferner

folglich

I =0. w2y,

4% S?
L]—l, = ET.—%flo 94,

so hat man

N, = 4.(3.4—2)
N, =6.(5.6—2) Z,—2.6.4.8x

4

N, = 8.(7.8—2) Z, = 4.8.6.10.%

C, 1

2 — __ N~ Q. -1
5vS = 973 C, = 3-3917 m.sec

und man erhalt zur Bestimmung des Druckes und der Ge-
schwindigkeiten folgende Ausdriicke

103E = —138-7sin*w—84-2sin0—210sin®w—2-9sinw

—0-3sin"w,

= cos v (—70°4 sin ©—57:0 sin0—178 sin’ v

—30 sin"0—0- 3 sinw),

=704 sin w+10-0sin*w—25-1 sin®w—11"2 sin"w

—2-2sin0—0-3 sin!' o,

woraus man g, b, ¢ fiir Polabstidnde von je 15° berechnet, wonach
dann die Fig. 3 gezeichnet ist.

w 273z 107 e b
0°[0 | o 0 0

15 [0°07sin(Ch+2vf) i— 0°6sin(Zh+2v£)|—18°6 cos(2h+-2v/)| 18- 4 sin(2h-+2vf)
30 [0-25 ‘— 101 —37-2 35°6

45 (050 |— 466 --51-9 47-8

60 {0-75 i—120°9 —53-9 505

75 1023 “—207'2 —-35-4 454

90 | 1-00 (—247 1 0 417

|

91%
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Die Temperaturamplitude am Aquator ist auch hier 1°
gesetzt, um die Vergleichung mit den anderen Beispielen zu
erleichtern. Wir erhalten aber mit unserem t Geschwindigkeiten
von {iber 30 m.sec™! und Druckamplituden, welche ein Viertel
des mittleren Druckes. erreichen. Die Voraussetzung unserer
Rechnung, dass b, ¢, ¢ klein sind, trifft nicht mehr zu. Wir sollten
also dem t ein Hundertel des oben angefiihrten Werthes
beilegen, dann wiirden auch ¢, b, ¢ in demselben Verhiltniss
kleiner.

Schon bei der ersten Berechnung dieser Welle ist darge-
legt worden, dass die ¢ im Vergleich mit den = deshalb so gross
ausfallen, weil die Schwingungsdauer nahe gleich ist derjenigen
einer freien Welle, Die Periode der westwirts wandernden freien
Welle erster Art, Typus I ist 11-94 Stunden (II. Theil, 7 Ab-
schnitt), also sehr nahe der Schwingungsdauer der erzwungenen
Welle von 12 Stunden. Da die letztere langsamer fortschreitet,
so fallt das Maximum des Druckes mit dem Minimum der
Temperatur zusammen. Ein Unterschied von wenigen Graden
in der mittleren Temperatur wiirde bewirken, dass Druck- und
Temperaturwelle gleiche Phase hétten, denn mit denselben
Werthen von R, v, S und mit 7 = 266° ist die Schwingungs-
dauer der freien Welle grosser als 12 Stunden. Nahe bei
T — 268° wird sie gleich 12 Stunden und fiir diesen Fall wiirde
im reibungslosen System das = der erzwungenen Welle un-
endlich gross, wie klein man auch t annehmen mag.

Wie sich diese Umstdnde durch Berilicksichtigung der
Reibung dndern, ersieht man aus dem folgenden Beispiel 4.

Durch cine neue Pablication bin ich gezwungen, nochmals der Einwen-
dungen zu erwiithnen, welche gegen die Laplace'sche Constantenbestimmung
im Flutproblem erhoben worden sind. Ich fiige die Bemerkung an Beispiel 3 an,
weil dieses die gleichen Rechnungen erfordert, wie das genannte Problem. Die-
selbe Rechnung wurde schon in der Abhandlung 1890 gefiihrt und ist mit ihr
in eine Sammlung {bergegangen, welche Prof. Cleveland Abbc unter dem
Titel: »The mechanics of the earth’s atmosphere«, Smithsonian Misc. Coll.
Washington 1891 (versendet 1893), herausgegeben hat. Er verweist bei dieser
Gelegenheit auf eine dort gleichfalls aufgenommene Abhandiung von Ferrel,
welche die Berechtigung der Laplace’schen Methode bestreitet.

Man kann zuniichst hervorheben, dass Ferrel selbst die Convergenz

Reihenentwicklung an die Beschrinkung kniipft, 3 > 6. (Sein 3 ist
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unser z.) Diese Bedingung allein kennzeichnet die Rechnung als bedeutungslos,
denn die Aufgabe, die erzwungene Welle zu berechnen, muss fiir jeden posi-
tiven Werth von § eine Lésung zulassen; nur eine bestimmte Losung, welche
nicht gestattet, einen Coéfficienten willkiirlich zu wihlen.

Ein Umstand, der es schr erschwert, den Fehler in Ferrel's Annahme
(K, =0) in Kiirze nachzuweisen, ist die Beschaffenheit der Differentialgleichung
von welcher er ausgeht; sie gilt ndmlich allein fiir den speciellen Fall: doppelte
Schwingungsdauer gleich der Rotationsdauer des Sphiroids, in unserer Be-
zeichnung (flir /=10) ¢==1. Die hier gegebenen Entwicklungen gestatten
jedoch die Welle zu berechnen, was immer die Werthe von # und scin
mogen. Nun ist der einfachste und durch directe Rechnung am leichtesten zu
controlirende Fall derjenige der ruhenden Kugelschale v =0, also auch ¢ = 0.

Fir diesen erhilt man, wenn ' =2, 7, = 7, = =0, Ny, =2.3.4—2,
demnach
2.4.C, 2C, 1 Cy
ay = — — = =, Ay = a; = s
N, z—06 2 +—6

daraus genau dasselbe, was fiir die ruhende Schale in der Abh. 1890, §. 7
direct abgeleitet wurde. — Airy’s und Ferrel's Einwand richtet sich gegen
die Art, wie der scheinbar unbestimmte erste Coéfficient von Laplace
berechnet wird. In der hier gewihlten Entwicklung ist es der Coéfficient a,
welcher fiir 2 =2 in den Gleichungen (2) scheinbar unbestimmt bleibt und
dann durch die Kettenbruchrechnung gefunden wird. Fiir die ruhende Schale
wird der Bruch endlich und es ergibt sich aus dieser Rechnung dasselbe Resul-
tat, welches man auf einem anderen einfachen Weg ableitet.

Man konnte die Kettenbruchmethode missverstehen, so lange man sie auf
eine specielle Aufgabe, mit besonderen Werthen der Constanten angewendet
hat. Sobald man aber die ganze Gruppe von Problemen, welche sich nach
Laplace’s Methode behandeln lassen, tiberblickt und wahrnimmt, wie sich die
Ergebnisse stetig aneinanderfiigen, wenn man von einer ruhenden Schale zu
einer erst langsam, dann immer schneller rotirenden Schale iibergeht, wie die
in der Rotationsrichtung und gegen dieselbe wandernden Wellen in dem zu
crwartenden Sinne von den Wellen der ruhenden Schale abweichen (die Belege
dafiir sind im Il. Theil dieser Abhandlung enthalten), kann man an der Richtig-
keit des Verfahrens nicht zweileln.

Ausserdem wire zur Widerlegung der Ferrel'schen Rechnung nichts
besseres anzufiihren, als die lange zuvor von Lord Kelvin (Phil. Mag. 1875,
[4], 50), gegebene Erlduterung der Laplace'schen Methode.

Bei dieser Gelegenheit muss ich auch auf eine Bemerkung im Vorwort
der genannten Sammlung von Abbe entgegnen, dass zwischen den analytischen
Entwicklungen von Lord Rayleigh (Phil. Mag. Febr. 1890) und den meinigen
kein Widerspruch besteht; der Unterschied liegt allein darin, dass der englische
Physiker sich auf die Berechnung der Wellen in der ruhenden Schale beschrinkt,
withrend ich die Rechnung auf die rotirende Schale ausgedehnt habe,
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Beispiel 4. Erzwungene Welle zweiter Classe bei Reibung.
Schwingungsdauer 12 Stunden.
Grosse, Rotationsdauer und Temperatur der Schale wie
zuvor und die Reibungsconstante
I =v
wie im Beispiel 2 angenommen, hat man
s\

r==v(2—i), q—=0'8+:04, =z= 10'94(1—-%)

zu setzen. Die durch die Temperaturwelle

T = sin® .sin(2h-+2vf)

273
erzeugte Druckwelle und das Windsystem sind nach den oben
angegebenen Entwicklungen zu berechnen. Wir fithren nur die
Werthe von e, b, ¢ fiir Polabstinde von je 15° an, die in der

Fig. 4 verwendet sind.

273t 10% ¢ b
0°(0 0 sin (2 h+2vt 0 cos(2h—+2v¢ 0 sin(2h-+2v¢
+ 926) 4-9996) 80°4)
15 |0°07sin(2" +2v)| 0°25. +11-9 (0 32. +99-3 |0 32 — 810
30 {025 0-98 —+18-2]0-63 —+98:7 062, — 83-1
45 1050 2-15. +-28:3]0-85. —+98-4 1083 — 869
60 [0°75 3:66 —+38-310-86. -+98-3 | 0-93. 92 9
75 |10-93 5-06 —+45°7 | 0°56. +98-3|0-89. —100-7
90 | 1-00sin(2X\—+2vi) | 5+ 66sin (2h+2v/ 0 cos(2h4-2v¢ 0-87sin(2h+2v¢

Die Druckamplituden sind hier gegeniiber denen des
reibungslosers Systems schon sehr verringert; am Aquator
nur doppelt so gross wie bei der analogen Welle erster Classe
mit dem gleichen Werth der Reibungsconstante. Ahnlich ver-
hélt es sich mit den Geschwindigkeiten.

Auch in Fig. 4 sind (wie in Fig. 2) von der Temperatur-
welle nur die Maxima und Minima eingezeichnet. Das Maximum
der Druckwelle wandert am Aquator vor demjenigen der
Temperatur um 24°3 (1 Stunde 37 Minuten); richtiger um 65°7
hinter dem t-Minimum. Bei / = O fallen ndmlich e-Maximum

+48°7) +98-5) -~ 104-
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und t-Minimum zusammen, mit zunehmendem / kommt s-Max,
hinter t-Min. immer weiter zurtick bis es bei I = oo mit t-Max.
zusammenfillt, so wie es in der Rohre fiir V< \/RT geschieht.
Bezeichnet D die Amplitude von 10% am Aquator und A daselbst
den Winkelabstand des e-Max. von t-Max. (das erste westlich
vom zweiten), so hat man fir

1

/ 0 7 oo
D 247 9-3 5-7 3-7
A 90° 34°2 24°3 0

Das WindsystemderFig.4 ist der Buys-Ballot'schen Regel
entgegen, wihrend dasjenige der Fig. 2 der Regel folgt. Erinnert
man sich des Unterschiedes, welcher zwischen den westwirts
wandernden Wellen erster und zweiter Art besteht, so erkennt
man, dass auch in dieser Beziehung die erzwungene Welle
erster Classe sich an eine freie Welle zweiter Art anschliesst,
diejenige der zweiten Classe an eine freie Welle erster Art.

Ist die erzwungene Welle bekannt und weiss man von der
erregenden nur, dass sie in allen Breiten gleiche Phase hat, so
wird man aus dem Bild der ersteren sogleich erkennen, ob sich
ein grosser Reibungseinfluss geltend macht. In diesem Falle eilt
ndmlich die Schwingung am Aquator denjenigen in hoheren
Breiten voraus. Der Umstand, dass in dem regelméssigen Theil
der halbtdgigen Welle auf der Erde die Phase in allen Breiten
nahezu gleich ist, zeigt, dass bei diesen Bewegungen die Rei-
bung eine untergeordnete Bedeutung hat. v.Helmholtz hat
bewiesen, dass der Einfluss derinneren Reibung bei Fllssigkeits-
bewegungen in grossen Raumen klein wird. In der Nédhe des
Bodens wird die Reibung immerhin eine Verschiebung des
Windsystems gegen das Drucksystem bewirken.

Uber die Beziehungen zwischen dem taglichen
Gang des Windes und des Luftdrucks. In den angefiihrten
Beispielen und in den Figuren ist der Zusammenhang zwischen
Wind und Druckwellen ersichtlich gemacht. Unter der Annahme
von Wellen, deren Amplitude nur von der Breite abhidngt und
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deren Umlaufsdauer einen Tag betrdgt, sind die Zustinde,
weiche im Laufe des Tages an einem Punkt eintreten, gleich
denjenigen, welche zu einer Zeit auf dem ganzen Umfang des
Breitekreises bestehen.

Die Beziehungen zwischen Luftdruck und Wind in der
taglichen Welle lassen noch eine allgemeinere Ubersicht
zu; wir wollen uns dabei auf ein reibungsloses System be-
schranken.

Setzt man / = 0 und fiir die ganztigige Welle

e = E(0)sin (h+vt), b = ¢(w)cos(A+vf), ¢ = ¢(w)sin(h+vi)

und ist E gegeben, so werden ¢, ¢ durch die Bewegungs-
gleichungen allein folgenderweise bestimmt:

~

d—E+2co » 2 B -+ 2
_]_?Idw S sin Esinuﬁ ’ cosw»dAw

p— - b = ;
vwS 1—4 cos?w R vS 1—4 cos?w

E(w) muss gewisse Bedingungen erfiillen, damit ¢ und ¢
tiberall endlich bleiben; an den Polen soll £ = O sein, in den
Polabstinden 60° und 120° sollen die Zéhler in den Aus-
driicken von ¢ und ¢ zugleich mit dem Nenner verschwinden;
das wire nicht moglich, wenn auf der ndrdlichen Halbkugel
E und dE/dw Uberall gleich bezeichnet wiren, beispiclsweise
wenn E positiv wire, und vom Pol zum Aquator bestdndig zu-
nidhme.

In einer paren Welle ist am Aquator ¢ = 0 und dE/do =0,
folglich wenn E positiv, ¢ negativ. Angenommen ¢ sei positiv
und ¢ negativ zwischen einem Polabstande , auf der nord-
lichen Hemisphédre und dem Aquator, dann ist in diesem Breite-
intervall, wenn daselbst am Boden der hdchste Druck der
ganztagigen Welle um 6" friih eintritt

6" frih Miltag 6" Ab. Mitternacht
Druckmaximum Mittl, Druck Druckminimum Mittl. Druck
S T TT— e — e — S —

Ostwind Stidwind Westwind Nordwind

Auf der siidlichen Hailfte sind in einer paren Welle die
meridionalen Winde umgekehrt, die zonalen ungeédndert.



Luftbewegungen'in-einer rotirenden Sphéroidschale. 1395

(Das Beispiel 1 hat negatives p» und in hdheren Breiten
positives ¢, demnach in der Ndhe des Aquators auf der nord-
lichen Halbkugel die Windfolge Ost, Nord, West, Sud; in
hoheren Breiten West, Nord, Ost, Siid. Das Beispiel 2 (Reibung)
hat tiberall die letztgenannte Aufeinanderfolge, wobei jedoch
das Maximum des Westwindes betrachtlich spéter eintritt als
das Druckmaximum.)

Dieselbe Beziehung zwischen o, b und E gilt noch sehr
angendhert, wenn man es, nicht wie hier mit einer diinnen Luft-
schale, sondern mit einer freien Atmosphére zu thun hat; denn
die verticale Geschwindigkeit ist gegeniiber der horizontalen
sehr klein, das Verhiltniss der beziiglichen Amplituden ist von
derselben Grossenordnung wie dasjenige zwischen der soge-
nannten Hohe der homogenen Atmosphéire und dem Erdradius.
Wenn in einem hoheren Niveau der tdgliche Gang des Druckes
entgegengesetzt ist demjenigen am Boden, so kann auch der
tdgliche Gang des Windes umgekehrt sein.

Fir die halbtagige Welle hat man wieder / = 0 und

e = E(0) sin (2h-+-2v1), b = o(w) cos (2A+4-2ve),
¢ = $(w) sin (2 h+2v¢)

gesetzt:
dE 2FE 2FE adE
_ RTde "°®“Sno _ RTsine Y4
P =208 sinfe YETo0s T sinte

Wenn E vom Pol zum Aquator wichst und wenn das
Maximum von & um 10" friih und 10" Abends eintritt, so ist
tiberall auf der nérdlichen Hemisphare

10" frith 1" Nm. 4" Ab. 7" Ab. 10" Ab.

Druckmax. Mittl. Druck Druckmin. Mittl. Druck Druckmax.
e — e — N — e — N —

Ostwind Sudwind  Westwind Nordwind Ostwind
u. s, f.

In einer paren Welle verschwinden die meridionalen Winde
am Aquator und haben in mittleren Breiten ein Maximum der
Amplitude. Die grossten Windgeschwindigkeiten werden, wenn
die Druckamplitude am Aquator 1/760 bei 45° Breite 0°3/760
des mittleren Druckes betrdgt, 0-2 bis 0-3 m.sec™! sein.
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Alles dies gilt fiir die halbtagige Welle zunachst nur unter
der Annahme, dass sie durch eine Temperaturwelle erregt wird.
Waire sie durch eine periodische Kraft entstanden, deren Potential
W ist, so miisste man E—W/RT in den Gleichungen fiir ¢ und
¢ an die Stelle von E setzen. Wenn aber die Periode der
erzwungenen Welle sehr nahe gleich ist derjenigen einer freien
Welle, so ist E gross im Vergleich mit W/RT und die Beziehung
des Windsystems zur Druckvertheilung bleibt dieselbe wie
ZUuvor,

Anhang 1. Bewegungsgleichungen eines Massenpunktes in
einer rotirenden Niveauflache.

Die Bewegungsgleichungen eines Punktes von der Masse 1
haben im spharischen Coordinatensystem folgende Gestalt:

oV d*r r(dm\‘J 1’Sin2m(d)\,\2 \
& —ar "\t i) /
oV , d*w o drdw 4 cOS & Sin ('ci)\’ )2
= 2 T ycososine | ——
700 dr* dt dt e ; (1
el in dz)\’+25inmd1’d)\’+91 cos dowdN \
= rsin® e . 4 27Ccosm — —-
rsinewdh o0 Ji dt dt dt

t die Zeit, » Radiusvector des Punktes, o sein Polabstand,
N die (ostwirts gezéhlte) Lange; V das Potential der auf den
Punkt wirkenden Kréfte.

Will man die Bewegung auf ein mit der constanten
Rotationsgeschwindigkeit v ostwirts drehendes Coordinaten-
system beziehen, so ist A' = A+-v£ zu setzen

an ax

a = ar @
wobei jetzt A die Lange bezeichnet, Ostlich gezdhlt von einer
bestimmten mitrotirenden Meridianebene.

Ein Punkt, welcher in Beziehung auf das rotirende System
in Ruhe ist, hat eine radiale Beschleunigung v*» sin®* w und eine
meridionale Beschleunigung v?7 cos w sin ®. Die aus dem
Potential v = —1/,v*#* sin®* o abgeleiteten Krifte konnten den
Punkt in relativer Ruhe im neuen System erhalten, wenn keine
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andere Kraft auf ihn wirkt. Die moglichen freien Oberflachen
einer Flissigkeit, welche in relativer Ruhe zum rotirenden
System verharrt, sind durch die Gleichung V—v = Const. ge-
geben, wenn I das in der Fliissigkeit herrschende Potential
bezeichnet.

Ist nun V eine Function von 7, o, A, welche die Zeit nicht
enthdlt, und setzt man

M= Y— 71)— virtsinto, (3)

Z

so ist Y = Const. die Gleichung der Niveauflichen. Wenn man
die Relationen (2) und (3) in die Gleichungen (1) einfiihrt, folgt

Y  d*r dw\® - (d)\\z .y dh
=y —7|{— | —7sin‘wm ——}—2\/1’ sSin* o
\dt, 7

or — dr? dt 1t /
Y , JIALD) +2 drdo / cos o sin (d)\)z 99 cos ® sin dh
—_— = + 22— — ® ©|— vr ® ©— ]
P P T S TR ar) ai @
Yy v sin o a 9 sine dr [d) +v)+‘) oS0 dw [d) N v)
rsinwoh dat ” dt (dt ST d \at /

Die letzte Gleichung gibt, wenn Y von der Ldnge unab-
hangig ist, den Satz von der Erhaltung der Fliachen in Beziehung
auf die Rotationsaxe, da in diesem Falle

da AZ - dh \}_
d—tP sin m(\;ﬁ—l—//) = 0.

Multiplicirt man die erste der Gleichungen mit dr/d¢, die
zweite mit rdw/df, die dritte mit # sin © d\/d¢, addirt, und bildet
das Zeitintegral, so erhélt man

1 [/dr? d . CdN?
Y+ Const. = bX l( é;? ) 4+ (——;;) +? szm(id?) .

NGl R J

Die Gleichung flihrt zu dem Satze, dass, wenn der Punkt
aufeinerrotirenden Niveauflache Y = const. bleibt, die lebendige
Kraft der relativen Bewegung sich nicht dndert. Diesen Satz
hat Sprung abgeleitet.!

Meteorologische Zeitschrilt, 1890, S. 161.
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Wir wollen jetzt annehmen, es sei V| das Potential eines
mit den rotirenden Coordinaten verbundenen Massensystems,
welches bewirkt, dass die Niveauflichen Kugeln sind. Zu
diesem Zwecke muss man

Vi=/f(»n— ?sin*w

setzen.! Uberdies sollen andere Krifte, deren Potential W ist,
auf den Punkt wirken.

Man hat dann in die Gleichungen (1), beziehungsweise in
die Gleichungen (4) einzusetzen

V:f(1')—%v27'25i112m+ w ) N
“ ®)
Y=f(n+W
Soll der Punkt auf einer Niveaufliche » = S bleiben, so ist
jetzt dv/dt — 0. Man hat es nur mehr mit den zwei letzten Be-
wegungsgleichungen zu thun, wihrend die erste die Kraft an-
gibt, welche der Punkt auf die Unterlage austibt.

oW [dzm co wsin(»( \>2 2vcosw sin I
m— T —_— — S JE— A\ U_) _
Sow dr® \ dt

oW

ZADN o dw dh o dw
=S smwdz +dcosa)mzlz+dvcosm gt

S'sin wok

Diese zunidchst fiir eine kugelférmige Niveauflache abge-
leiteten Gleichungen gelten noch fiir eine spharoidale Niveau-
fliche, welche von der Kugelgestalt sehr wenig abweicht, wenn
man den Polabstand o so, wie es in der Geodésie gebrduchlich
ist, definirt.

Die Bewegungsgleichungen der Luft in einer sphiroidalen
Niveauschale lassen sich aus der Gleichung (6) leicht ableiten,
wenn man beachtet, dass die Druckkrifte

RT 3 RT 3
TS e’ " Ssine on

Vergl. v. Helmholtz, »Uber atmosphiirische Bewegungen«. Sitzungs-
berichte der Berliner Akademie, 1888.
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in meridionaler und zonaler Richtung hinzukommen. Setzt man

d I/

b:S?(; c:Ssmwgt—,

vernachldssigt die Glieder, welche in Beziehung auf &, ¢ und

deren Differentialquotienten nicht linear sind, so erhélt man die
Gleichungen

O(W—RT: g
——(W‘p RT 2 = i—b—Qv CosSw.c
Stw ot
9(W—RTe) oc
———— = — 427 .
Ssmwah 5 eveose-d
von denen wir theils in dieser Form, theils fir W = 0, und auch
unter Hinzufligung der Reibungsglieder —/.5, —I.¢, Gebrauch
gemacht haben.
Da die in §. 6 der Abh. 1890 gegebene Ableitung nicht
ganz zureichend ist, schien es nicht iiberfliissig, sie in voll-
standiger Entwicklung zu wiederholen.

Anhang II. Erzwungene Schwingungen in einer verticalen
Luftsdule und in einer Atmosphire mit e¢bener oder cylin-
drischer Unterlage.

A. Verticale Luftsiule.

Fiir die verticale Bewegung der Luft, auf welche die con-
stante Schwerkraft ¢ wirkt und deren Temperatur im Ruhezu-
stand T constant angenommen ist, gelten die folgenden Diffe-
rentialgleichungen, wenn die Bewegung dadurch erzeugt wird,
dass T in das variable 7(1+r) ibergeht, und wenn t ein kleiner
Bruch ist

9w s e ot o
W= RT(”I— ') o e =0 O
(Gleichungen (3) der Abh. 1890, fiir # =0 und o = g/RT
gesetzt; o—! Hohe der homogenen Atmosphire bei der Tem-
peratur 7).
Nach Elimination von # erhdlt man eine Gleichung
zwischen dem relativen Uberdruck ¢ und dem gegebenen .
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0% 13 1 8% ot . 1 9%
W "% Rtw  tw C kiewe ¥
e und w lassen sich nur vollstindig bestimmen, wenn der
Bewegungszustand zu einer Zeit 4, (Anfangszustand) und die
Grenzbedingungen fiir zwei Werthe von 2z bekannt sind.
Hat aber ¢ die Form einer zeitlich periodischen Function

© = F(2) sinni,

so interessiren uns in den Ausdriicken von e und w nur jene
Glieder, welche durch periodische Erwédrmung entstehen und
demnach die gleiche Periode wie t haben. Sie werden die Form

e = E(z) sin nf, w = W(z) cosnt

annehmen. Andere Glieder dienen nur zur Darstellung von Be-
wegungen, welche auch bei constanter Temperatur stattfinden
koénnen. Lasst man sie ausser Acht, so braucht man auch den
Anfangszustand nicht zu kennen.

Statt der partiellen Differentialgleichung (2) hat man nun
die totale fiir E

2 22 2

daraus sich E berechnen ldsst bis auf zwei unbestimmte Con-
stante K|, K,, welche zur Erfillung der Grenzbedingungen
dienen. Schreibt man

E(z) = Ep(2)+K,éh "+ K, e, 4)

.« \/"aﬁ?‘f o — % 4 ot nt
b= 2 4 RT 22 4 RT’

dann ist
RT/ dE
W= "ok — k)
7\

Er(2) ist das ohne unbestimmte Constante genommene
particuldre Integral von (3), welches zugleich mit F ver-
schwindet. Die zwei anderen Glieder auf der rechten Seite
von (4) gehoren zu einer freien (von Lord Rayleigh discutirten)
Schwingung der verticalen Luftsdule.
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Setzt man
F—= Ae,

so folgt
E= Be‘Tz+KleF‘nz+Kzg. z

RT .
W= — u {(zA+1B)e v —cf K, P —B, K, e?*},
2

—a(y4a)+ \ .

g VYR e s,
7 RT
1(r+2)+ 57 1(+o)+ 5o
((1+o)+ 5o RT

Zur Bestimmung der Constanten K,, K, braucht man zwei
Grenzbedingungen; als erste setzen wir, dass die verticale Ge-
schwindigkeit am Boden Null ist. Fir eine freie Sidule gédbe es
keine ganz einwurfsfreie zweite Bedingung. Wir wollen dess-
halb eine Saule annehmen, welche in sehr grosser Hohe Z
horizontal begrenzt ist, demnach fir

z2=0, W=0 und fir 2 =2, W=0.

Daraus ergibt sich

oA+1B eht—e1% r — _ oA+(B ef—emt

K, = N -
1 ehZ__ghZ ? 2 {32 e‘l /_61,/

n
1

Die Formeln werden weitaus einfacher und leichter zu tiber-
blicken sein, wenn man die Grossenverhéltnisse der darin vor-
kommenden Werthe beriicksichtigt. Nimmt man die Schwerkraft
gleich derjenigen auf der Erde an, ferner trockene Luft von der
Temperatur 273°, und ist die Periode der Erwédrmung ein Tag,

g =9-806m sec—2, RT—'0333:9°806 _ ;oann 2 sec
1-293
g _ 2=
—a=0-" 2 1 —v=- -1
7 0-0001251m~—!, #w=v 54 60,60 5¢¢

so ist

2
- —14 = -2 [ A— —8 . -2
T 10~1%.6 75.m 0> — 10-8.1-57.m~%,
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demnach v*/RT sehr klein gegen o, oder auch gegen 7o, wenn 7
von gleicher Grossenordnung wie o angenommen ist. Man hat
also mit sehr grosser Annidherung

2 2A+4B o v?
B=——A4, T —_ = =5 — o
T B PTRm BEe

ferner, da f3, sehr gross gegen 3,

. o

K, =-—A4, K, =0
T
und die Lésung der Gleichungen (1) nimmt — mit der Beschrin-
kung auf Werthe von 2z die klein sind gegen Z — folgende
Form an:
Tt = Ae—* sin vi:
2 )

e —

{' A(l—c=®)sinvt, w = hd A(1—e=%) cos vt )
N -

Den Gleichungen (5) zufolge ist die Anderung des Druckes
am Boden Null und in der Hohe 2z gleich derjenigen, welche in
einer freien Sédule durch die Erwdrmung t entstiinde, wenn der
statische Zustand wieder hergestellt wére, oder gleich dem
Uberdruck, welchen die iiber das Niveau z gehobene Luftmasse
bewirkt. Bei einer langsamen Schwingung bleibt die baro-
metrische Hohenformel so nahe giltig, dass die Abweichungen
tief unter den Werthen liegen, welche der Beobachtung zugéing-
lich sind.

Wir diirfen demnach versuchen, eine Losung abzuleiten
aus der Annahme, dass die barometrische Héhenformel genau
gilt, wie im Ruhezustande; die verticale Geschwindigkeit wird
man aus der Continuititsgleichung finden. Wir setzen statt der
Gleichungen (1) die folgenden:

ce ce ot ow

J— * . o - *
ot = 0O, o Bz‘+ » aw = 0. (1%

* Diese Gleichung ist in unserer Bezeichnung die barometrische Formel.
Sic geht aus der gebriiuchlichen Form hervor (p Druck, T Temperatur im Ruhe-
zustande, Functionen der Héhe), wenn man in

1 dp &

7" durch 7'(14-7) und p durch p(1-+¢) ersetzt, Quadrate von t und e vernach-
lassigt.
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Nimmt man wieder

t = Ae i sin v¢,
so folgt
/ o . A\ . A
g = (— - Ae#+ Cl) sin v¢,
\

(4%)
v N\
w= (— —Ae i+ Y C,+ Cze(‘z) cos VL.
{ .
Setzt man nun fest, dass die Luftmasse in der Sdule unge-
andert bleibt, demgemaéass der Druck am Boden constant, und
dass die verticale Geschwindigkeit daselbst Null ist, fiir

z =0, e=0 und w =09,
so wird

Al ’1 ~
C, = —”—A, C, =0,
i

s = %A(l —ei®) sin vi, w= L A(l—c®)cosvt. (%)
|

Man erhilt dieselbe Losung wie in (3).

Der Gang der Rechnung bleibt hier derselbe wie zuvor,
nur dass kurzweg statt 3, Null, statt 8, o gesetzt wird; ferner
ist keine Bedingung fir eine unbestimmte grosse Héhe Z ein-
zufithren. Wir sind dadurch von der Einschriankung befreit,
welche wir vorhin in Betreff des Giltigkeitsbereiches der Losung
machen mussten. [Die Losung (5) gilt fir die ganze Sé&ule,
wenn man statt der Bedingung w = 0 fiir z = Z die andere
setzt, dass fiir sehr grosse z die Geschwindigkeit nicht unend-
lich gross wird. Im unteren Theil der Sdule bleibt die Bewegung
in beiden Fillen gleich].

Die Entfernung eines Lufttheilchens von der Mittellage ist

Al 1
¥ = / wdt — —T‘,—A(l—c—'-‘;) sin vi.

L4

In der folgenden Tabelle, welche mit den Werthen

= %73 1= 42

Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl.; CII, Bd., Abth. IT. a. 92
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gerechnet ist, hat man fiir verschiedene Hdhen eine Ubersicht
der grossten Werthe von e, pe, w, . Der Druck am Boden ist
760 gesetzt.

Relative l Absolute
Druck-Amplitude

Mittlerer | Temp.- Grosste

Hohe Ampli -
Druck mplitude Geschwin- Er-
[#] 273 pax|  [ElMax. [Pe]yay, | diskeit hebung

0 m| 760 0 0 Om.sec—1 0 m

1000 686°3 3-033 0-00180 1-24 0-00105 144

2000 5919 1-839 289 171 168 231
4000 461-0 0-677 396 1-83 230 316
8000 2796 0-092 450 1-26 261 359
16000 102-9 0-002 458 0-47 266 366
oo 0 0 458 0 266 36°6

Ganz anders verhilt sich die Druckschwingung in einer
verticalen Saule von der Hohe H, welche oben offen in die freie
Atmosphédre miindet. Ist in grésserer Entfernung von der Séule
die Luft in Ruhe, so hat man zur Bestimmung der Bewegung
innerhalb der Rohre als Grenzbedingungen

2—0, w=0; z2=H, :=0.

Man rechnet daraus die Constanten C, C, der Gleichungen
(4%) und erhalt zwischen O und H

Tt — Ae—" sin vt: )
o
ce—_224 e—'(.z_g—TH sin vt *
—4( ) . (69
w— % A(e[1— =] =4 e=1H) cos vt \

Die relative Druckamplitude am Boden

2 A (1—eH)
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ist unter sonst gleichen Umstanden desto grosser, je hoher die
offene S#dule. Das Druckminimum tritt gleichzeitig mit dem
Temperaturmaximum ein.

Man darf die Luft in einem tief eingeschnittenen Thale mit
der Luft in unserer verticalen Rdhre vergleichen und kann leicht
die Anderungen berechnen, welche die ganztigige und halb-
tigige Druckschwankung in Hochgebirgsthélern erleidet. Ange-
nommen, am Orte dieser Siule sei in der Hohe H der freien
Atmosphire die relative Druckschwingung gegeben durch

(e) = D, sin (vt+1,)+ D, sin (vi4-1,)

und in der Sdule finde eine Temperaturschwingung stalt geméss
der Gleichung

t = Ae sin (vi+())+A,e~ 7 sin(2vE4-G,).

Dann ist die Druckschwingung innerhalb der Sdule (oder
des engen Thales)

e = D, sin (vt+1,) — (:— A,(e~w—e—uH) sin (vt+C))
t

+D, sin (2vt+1,)— ;L A, (e — e~ =H) sin (2vE+13,).
2
Als Beispiel berechnen wir die Druckschwingung auf dem
Boden der Sdule mit folgenden Daten, die Zeit £ von Mitter-
nacht ab gezahlt:

5 . 0

z=0, H=1000, D, =0, A4, = 573 §, = arc210°,

03 ° . 1 PR . OO

DQ_W’ N, = arc 150°, Az_m, §, = arc 30°,
T =1, = 4o, o.~1 == 8000.

Es ist danach in der Hohe von 1000 nur eine halb-
tagige Druckschwingung angenommen, deren Maximum um
10" frith und Abends eintritt; auf dem Boden der Siule eine
ganztidgige Temperaturschwingung mit der Amplitude 5°,
Maximum 4" Abends, und eine halbtigige Temperaturschwin-
gung, Amplitude 1°, Maximum 2" frith und Nachmittag, endlich
die verticale Abnahme der Temperaturamplituden gleich wie
im vorigen Beispiel.

92
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Die resultirende Druckanderung am Boden ist
760e = 1-37 sin (v + arc 30°)+0-497 sin (2v£ + arc 178%5).

Das Maximum des ganztigigen Gliedes tritt um 4" friith
ein, gleichzeitig mit dem entsprechenden Temperaturminimum,
das Maximum des halbtigigen Gliedes um 9" 3", fast eine
Stunde friiher, als in der Hohe ausserhalb der Siule.

Wenn der mittlere Druck am Boden 760 ist, hat die durch
die Temperaturschwingung allein erzeugte ganztagige Druck-
schwingung die Amplitude 1-37 die halbtidgige entsteht aus
der Interferenz zweier Schwingungen, deren cine die Amplitude
0°3 und das Maximum um 10" hat, wihrend die Amplitude der
anderen 0274 ist, ihr Maximum auf 8" fillt.

B. Fortschreitende Welle in ciner Atmosphidre mit
ebener oder cylindrischer Unterlage.

Es wird angenommen, dass die Temperatur 7T der Luft im
Ruhezustande iiberall constant ist, dass sie dann in 7(1+4-%)
iibergeht,

t = Ae~" sin (mx+-nt),

so dass eine Temperaturwelle mit vertical abnehmender Ampli-
tude nach der Richtung —x wandert.

Zur Berechnung der damit verbundenen Druckwelle, der
horizontalen Geschwindigkeit #, der verticalen w, hat man von
den Gleichungen (3) der Abh. 1890 auszugehen.

Wenn aber die Periode und die Wellenlange sehr gross
sind, kann man sich die im vorigen Abschnitte gewonnene Er-
fahrung zunutze machen, dass die barometrische Hohenformel
fur langsam verlaufende Schwingungen mit ausreichender Ge-
nauigkeit giltig bleibt, und kann eine jener Gleichungen durch
die genannte Formel ersetzen. Man hat

- - - \
oT— de:O, MRTﬁzﬂi, ’
o ox of
0 0 0 0 ; M
os T
e aw—o. \

o Tor e
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Schreibt man noch
e = E(z) sin (mx-+nt), 1 = U(2) sin (mx+118),
w = W(2) cos (mx+nt),

so folgt aus der ersten und zweiten

E— — % Aeo4C, U= —RT% E,
aus der dritten, wenn man zur Abklirzung setzt
2
c=RTZ_
”n
! \ '
W=—"2(1——¢)de¥t = (1—0) C,+ Gyer.
ERNE -3 o

Die Constanten C, C, sind mittels passender Bedingungen
zu bestimmen. Soll die verticale Geschwindigkeit nicht mit 2z
ins Unbegrenzte wachsen, so muss

C, =0

gesetzt werden. Aus der Bedingung w == O fiir » = O folgt

o/ o LT 1 )
Ty \-(+<z t+ol—c/

Die vollstaindige Losung der Gleichungen (1) ist danach

t = Ae~ % sin (mx+nt): N

S A% 2 _° 4 %’(l—e“ﬂ)é sin (mx+nt)

T+oa l—c )
@)
uw—=—RT™ g, /
n
w—Aa" (1 2 c) (1—e—7) cos (mx -+ nt) \
RN T -+o

das sind dieselben Werthe von s, #, w, welche man erhilt, wenn
man statt der ersten der Differentialgleichungen (1) die Bewe-
gungsgleichung
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ow ot 9e

- = RI(\O’.‘C—— E)

setzt, sobald man nur #*/(RT)—m® gegen a® vernachlidssigen
darf. (Man vergl. § 4 und 5 der Abh. 1890). Dies ist ohne-
weiters gestattet, wenn fiir die Schwingungsperiode ein
Tag n =v, fiir die Wellenldnge der Umfang des Erdaqua-
tors m—! = S angenommen wird. Man hat dann mit 7 = 273°
vz

— 10-14.8- 2 10—14 2 2 __ 10-8.1- -2
RTglO .6°75, m* = 1071%.2-47, o = 10-8.1-57 [m—?].

Der relative Uberdruck in einer Hohe z ist die Summe
zweier Glieder ¢ = g, +0;,

o
g, = A

c .
Tho ] _ sin (mx+nt),

8, = A —:'- (1 — =) sin (mx+nt);

das erste gibt den relativen Uberdruck am Boden an; das
zweite denjenigen, welcher in einer unendlich hohen verticalen
Saule in der Hohe z entstiinde durch die Temperaturerhbhung 7.
po. ist also das Gewicht derjenigen Luftmasse, welche in der
Saule vom Querschnitt 1 durch die Temperaturerhdhung 7=
iiber das Niveau z gehoben wird.

(Das gilt nicht allein fiir die besondere Form der Tempe-
raturwelle, welche oben angenommen wurde, sondern ganz all-
gemein, wenn die barometrische Hohenformel giltig bleibt; denn
aus 9g/0z — or folgt, wenn

t == F(2) sin [mx+nt+o(2)]
und in ¢ nur jene Glieder beriicksichtigt werden, welche der
erzwungenen fortschreitenden Welle angehoren,

e — E, sin (mx+11t+‘q)+fiardz.
0

Der erste Theil auf der rechten Seite gibt die Druckwelle am
Boden an (E,, 7 Constante), der andere das 3..)

Wenn in verschiedenen Hohen Temperaturwellen von
gleicher Periode und Lénge, aber mit ungleichen Phasen wan-
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dern, so erzeugt die t-Welle jeder Schicht eine s-Welle in der
ganzen Atmosphdre und die Druckwelle in einer Hohe z ist die
Summe der erzwungenen Wellen.

Es genligt eine t-Welle zu betrachten, welche zwischen #,
und z, die constante Amplitude A4 hat; in allen H8hen unter z,
und tiiber 2, bleibe die Temperatur ungedndert; an den Grenzen
der Schichten wird eine unstetige Anderung der Temperatur
stattfinden. Der Druck und das Product der Dichte in die ver-
ticale Geschwindigkeit miissen stetig bleiben; die letzte Be-
dingung ist, da Producte von ¢ und w gegeniiber den linearen
Gliedern vernachlassigt werden, gleichbedeutend mit der For-
derung, dass 7 eine stetige Function von z sei. Man hat es mit
drei Losungen der Gleichung (1) zu thun, je einer fiir jede
Schicht.

Bevor wir diese zusammenstellen, notiren wir die Lésung
fur den Fall

t = A sin (mx+ut):

~ _Rr™
e == (Aaz+K,) sin (mx+ut), 1= —RT p  (2a)

w = % [—cA+(1—0)(Aaz+K,)+ K,c* | cos (mx~+nt)

Man {iberzeugt sich leicht davon, dass diese durch die
Bedingungen,  bleibe endlich fiir z = oo und w = 0 flir 2 = O,
iibergeht in dieselbe L.dsung, welche aus (2) entsteht, wenn
v = 0 gesetzt wird.

Wir verwenden nun die Formeln (2a) fiir die drei Schichten
unserer oben beschriebenen Aufgabe und haben, wenn

g = E(2) sin (mx+nt), 1w = W(z) cos (mx—+unt),
von 2 — O bis z,
r=0, E=K, W= L; [(1— o) K, + K, e%];
von z; bis z,:
t — A sin (mx+nt), E' = Aoaz+K],

W — _7;_[*CA+(1—0)(A0.:«+K{)+K2'3"'::|;
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von z, bis oo:

=0, E—K" W — % (1—c) KV

K}" wird gleich Null gesetzt gemiss der Bedingung, dass
die verticale Geschwindigkeit mit der Héhe nicht ins Unbe-
grenzte wachse. Zur Bestimmung der fiinf anderen Constanten K
hat man ekbenso viele Gleichungen

fiir z =0, W =0,
fir 2 = #,, E—=E, W =W,
fir z = z,, E'=E"'" W =W"

1

Daraus erhialt man

- c . .
]&I — 4 j& (c—'tw._e——uw).

Eine nur in der Hohenschicht z, bis z, fortschreitende

Temperaturwelle
Tt = A4 sin (mx~+nt)

erzeugt eine Druckwelle, welche am Boden (und bis zur
Hohe z,) den Werth hat:

g = —*h——eT %) sin (ma-nt). (3)

Wenn ¢ =1 wird, also die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit der Temperaturwelle #/m gleich derjenigen einer freien
isothermen Welle \/Rf so erhdlt man s und # unendlich
gross. Fir eine in der Atmosphdare fortschreitende erzwungene
Welle hat die kritische Fortpflanzungsgeschwindigkeit den
gleichen Werth, wie in einer diinnen Schicht von constanter
Dichte. Es ist wichtig, dies festzustellen fiir die Anwendung,
welche wir von den frither gefithrten Rechnungen machen
wollen. Wir dirfen, ohne die Entwicklungen fiir eine mit der
Erde rotirende Atmosphidre auszufiihren, annehmen, dass die
Umlaufsdauer freier Wellen in einer solchen Luftschale von
constanter Mitteltemperatur nahezu gleich ist der Umlaufs-
dauer analoger Wellen in einer diinnen rotirenden Niveauschale
von derselben Temperatur.
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Das zuletzt ausgefiihrte Beispiel wurde mit Beziehung auf
Hann’s Hypothese berechnet, Ursache der halbtdgigen Druck-
schwankung sei die Erwarmung der hoheren Luftschichten
durch Absorption der Sonnenstrahlen.! Angenommen, in einer
hohen Schicht finde ein regelméssiger tdglicher Temperatur-
gang statt, dann ldsst er sich als die Summe westwarts fort-
schreitender Wellen mit Perioden von 24, 12 Stunden dar-
stellen; die Amplituden hidngen von der Declination der Sonne
und vom Polabstand des Ortes ab; die erzwungenen Druck-
wellen kdnnte man berechnen, wenn man eine Entwicklung
ahnlich derjenigen, welche zur Gleichung (3) gefiihrt hat, fiir
die rotirende sphédroidale Atmosphére ausfithrte. Das Ergebniss
ldasst sich jedoch schon mit Hilfe der bisher gefiihrten Rech-
nungen voraussehen. Fir die ganztidgige Welle ist der dem
¢/(1—c) entsprechende Factor klein, die Druckwelle am Boden
fdllt gering aus, wenn die Temperaturamplitude nicht sehr gross
ist und die erwdrmte Schicht hoch liegt; fiir die halbtigige
Welle verhdlt es sich aber so, wie wenn ¢ sehr nahe 1 ist, die
Druckwelle hat eine im Verhiltniss zur entsprechenden Tem-
peratuschwankung grosse Amplitude.

" Insoweit wire die Annahme plausibel. Genauer liesse sie
sich erst begriinden, wenn man den Temperaturgang der oberen
Schichten berechnen konnte; finde man, dass das Maximum
oder Minimum des halbtigigen Temperaturgliedes auf 10"
fallt wie das halbtdgige Druckmaximum, so héatte die Hypo-
these eine gute Stiitze; der jadhrliche Gang der Druckamplitude
— Maxima zur Zeit der Aquinoctien, Minima zur Zeit der
Sonnenwende — liesse sich darauf zuriickflihren, dass die Am-
plituden des paren Theiles der Temperaturwelle (d.i. des-
jenigen Theiles, welcher in Beziehung auf den Aquator sym-
metrisch ist) in den erstgenannten Jahreszeiten grosser sind
als in den anderen. Die impare Druckwelle hat wieder ein
anderes ¢ und desshalb relativ geringe Amplituden.

Alle diese Rechnungen gelten ebenso fiir eine Atmosphére
mit cylindrischer, wie fiir eine solche mit ebener Unterlage,

1 Bemerkungen zur tdglichen Oscillation des Barometers. Sitzungsber.,
Bd. XCIII (1886).
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wenn S der Halbmesser des Cylinders sehr gross ist im Ver-
gleich mit a~!, der Ho6he der homogenen Atmosphire, und
wenn man annimmt, dass die Luftbewegung nur nach der
Lange A und nach der Hohe z geschieht, von der Breite unab-
hédngig ist. Es gelten dann die Differentialgleichungen (1), in
denen x durch S.A ersetzt wird.

Wir notiren flir spateren Gebrauch die Formeln, welche
aus (2) hervorgehen, wenn man darin 7.\ statt #x einfiihrt und

RT

h = S5—
g 7*S*?

setzt, also ¢ =j.h.

t = Ae~" sin (jh+mnt):

o : ° _fi i > } ) .
s = A{ 1o 1—% + . (1—e=) ¢ sin (Fh+nd),
RTy o j*h o % o \ )
= — —= S T e q ' ;
1! A] MS "(—'—d 1_j2h -+ .{ (1 € ) SIin (]A+1Zf), \
w—A —:—( 1 ~——Ti ov,j?h,) (l—g—‘r2> coS (j)\+14l).

/

Die Werthe j = 1, n == v gehdren zu einer ganztiagigen,
die Werthe 7 = 2, # == 2v zu einer halbtédgigen Welle in der
cylindrischen Atmosphare.

C. Zusammenfassung der Beobachtungen tber die
ganztdgige Barometerschwankung auf der Erde.!

Jener Bestandtheil des taglichen Luftdruckganges, welcher
durch eine einfache Schwingung von der Periode 24 Stunden
dargestellt wird, hat neben vielen drtlich unregelméssigen Er-
scheinungen einige beinahe regelmissige Merkmale, welche
tiberall zutreffen — Kistenstriche, enge Thiler und Kessel aus-
genommen.

1 Hann, Untersuchungen {iber die tigliche Oscillation des Barometers.
Denkschr. der kaiserl. Akad. Wien, 1889. Angot, Etude sur la marche diurne
du barométre. Annales du bureau central de Météor. fiir 1887. Paris, 1890.
Hann, Weitere Untersuchungen etc., Denkschr.,, Wien, 1892.
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Sowohl in den Tropen, wie in mittleren Breiten tritt das
jener Schwingung zugehdrende Maximum des Luftdruckes am
Boden um 6" friih ein. Darf man annehmen, dass der tagliche
Gang des Luftdruckes in freien Hoéhen von 1700 bis 3000 m an-
nahernd gleich ist demjenigen auf Berggipfeln gleicher Erhebung,
so kann man auch anfithren, dass die Amplitude anfangs mit
der Hohe abnimmt, etwa bei 1500 m Null wird, von da ab mit
der Hohe wiachst, wahrend die Phase um die halbe Schwin-
gungsdauer gegen diejenige am Boden verschoben ist. In
Hohen tiber 1500 m tritt das Maximum um 6" Abends ein.

Bezeichnet 4 die wahre Ortszeit von Mitternacht ab
gezdhlt, 2n/v die Tagesdauer, und schreibt man fiir den relativen

Uberdruck
e = —E(2) sin v,

so hat man den angefiihrten Beobachtungen gemass E mit z
stetig wachsend

E(2z) negativ von Null bis etwa 1500 m,
E(z) positiv fiir grossere Hohen.

Die Amplitude ist nicht nur eine Function der Hohe, son-
dern auch der Lange und der Breite, beziiglich dieser Co-
ordinaten aber eine sehr unregelmissige Function. Man kann
nur anfiihren, dass der Werth von E am Boden in continentalen
Gebieten vom Aquator bis zu Breiten von 30° zwischen 0 5/760
und 1/760 betragt, auf dem Meere 0-3/760 nicht {ibersteigt.

Dass die ganztdgige Druckwelle eine Folge der tdglichen
Temperaturschwankung ist, schliesst man aus folgenden Beob-
achtungen: Die Amplituden sind unter sonst gleichen Um-
stinden kleiner auf dem Meere als auf dem Festlande, kleiner
im Winter als im Sommer und kleiner an triiben als an heiteren
Tagen, ganz entsprechend den Temperaturamplituden. Dass
nur ein Bestandtheil des tdglichen Temperaturganges, nédmlich
die 24-stiindige Schwingung, mit der ganztdgigen Druckwelle
in Zusammenhang zu bringen ist, folgt aus dem allgemein
giltigen Gesetze, dass die erzwungene Schwingung die gleiche
Periode hat, wie die erregende.

Die ganztigige Temperaturschwingung hat am Boden das
Maximum um 3" Nachmittag, auf Berggipfeln in den ersten
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Nachmittagsstunden. Sehr wahrscheinlich ist der tdgliche Gang
der Temperatur in der freien Atmosphdire schon in Hohen von
1000 bis 3000 m weit verschieden von demjenigen auf Bergen
gleicher Hohe. Man schliesst das aus der vorhin angefiihrten
Beobachtung, dass 9e/8z um 6" Abends den grossten positiven
Werth erreicht. Es muss also auch das Maximum von t — zu-
folge der Gleichung ot — 8s/9z — auf dieselbe Zeit fallen. Man
vermuthet demnach, dass der tidgliche Temperaturgang, der am
Boden beobachtet wird, nur fiir eine Schicht von geringer Dicke
gilt, dass jedoch in grosseren Hohen das Maximum der Tempe-
ratur um 6" Abends eintritt.'

Wenn man also annimmt, dass der tdgliche Gang des
Druckes in der freien Atmosphédre durch die Beobachtungen
auf Berggipfeln gut dargestellt ist, so folgt, dass der tdgliche
Temperaturgang auf diesen Gipfeln ein ganz anderer ist, als in
gleicher Hohe liber ebenem Boden.

Der Kiirze wegen soll flir die ganztdgige Temperatur-
schwingung in allen Héhen gleiche Phase und das Maximum
auf 6" Abends gesetzt werden,

T = F(2) sin (W +7);

F iiberall positiv. Fithrt man noch statt der Ortszeit & die Zeit ¢
des Meridians Null ein, daselbst von Mitternacht gezéhlt,
% = ¢+2x/y, so sind die zusammengehdrigen Werthe der
24-stiindigen Temperatur- und Druckschwingung

t = F(z) sin (A\+vi+%) F positiv,
e = E(2) sin (A\+vi+%) E negativ unter 1500 m, daselbst Null,
dartiber positiv.

In Fund E ist nur die Héhe unter dem Functionszeichen
hervorgehoben, obgleich beide auch Functionen der Liange und
Breite sind.

Will man diese Formeln, welche die Erscheinungen im
Allgemeinen richtig darstellen, mit den Ergebnissen der bisher
gefiihrten Rechnungen vergleichen, so ist dabei nur auf E; (den
Werth von E am Boden) zu achten, da sich die Anderung von E

1 Hann, Weitere Untersuchungen, 1. c.
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mit der Hohe aus t mittels der barometrischen Hohenformel
unmittelbar berechnen ldsst.

In einer cylindrischen Atmosphére erhalt man, wenn I eine
Function der Hohe allein und tiberall positiv ist, auch E; positiv,

sobald
RT

‘1282
Setzt man S gleich dem Radius des Erddquators, so ist

RT _ 1
V2ST T 2735

Das Maximum des Druckes am Boden fallt mit dem
Maximum der Temperatur zusammen; das gleiche tritt noch
ein, wenn fiir S der Radius des Breitekreises 30° gesetzt wird.

Die Rechnung ist vorhin fiir eine d{inne rotirende Sphéaroid-
schale ausgefiihrt worden und I als Function der Breite ange-
nommen. Auch da ergab sich bei reibungsloser Bewegung E
mit I gleichbezeichnet; in jedem Parallelkreise fallt e-Maximum
mit --Maximum zusammen.

Man kann danach mit Sicherheit voraussehen, dass, wenn
in einer freien sphédroidalen Atmosphare F als Function der
Breite und der Hohe jedoch iiberall positiv und eine Tempe-
raturwelle

T = F(z, o) sin (A\+vi+1)
durch die Atmosphare fortschreitend angenommen wird, in der
erzwungenen Druckwelle

e = E(z ) sin (A+vt+7)

E liberall, auch am Boden positiv sein muss; wéahrend man
nach den vorliegenden zahlreichen Beobachtungen vermuthen
mochte, dass auf einer regelméssigen Erde das e-Maximum
am Boden mit dem tMinimum zusammenféllt. Denn bemerkt
man, wie weitaus liberwiegend auf der Erde das s,-Maximum
in der ganztidgigen Welle um 6" frith eintritt, so mdchte man
fiir sehr wahrscheinlich ansehen, dass es sich ebenso verhielte
auf einer gleichartigen, von unregelméssigen Witterungs-
erscheinungen freien Erde.
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Doch erweist sich diese Vermuthung als ganz unbe-
rechtigt.

In Wirklichkeit gibt es auf der Erde kein Gebiet von
grosser Ausdehnung, wo F eine Function der Breite und Hohe
allein ist, sondern es erscheint vermoége der Vertheilung von
Land und Wasser, der Unregelmassigkeit der Landoberfldche
und der Bewolkung auch als eine Function der Lange und
Uberdies als eine solche, die in nahen Orten sehr verschiedene
Werthe hat: Es verhalt sich dann an einem Tag beildufig
so, als ob in jedem kleinen Gebiete eine andere stehende Tem-
peraturschwingung stattfinde, unabhédngig von denen in ent-
fernten Gebieten.

Man hat nun die Aufgabe, die e-Schwingung zu berechnen,
welche zu einer stehenden t-Schwingung auf einer Insel gehort,
wenn auf dieser die Amplitude von t© constant, ausserhalb der-
selben Null ist.

Dieses Problem wollen wir flir eine cylindrische Erde be-
handeln, auf welcher die Insel die Form eines der Axe parallelen
Streifens hat; der Meridian Null soll durch die Mitte des Streifens
gelegt, die Temperaturamplitude nur zwischen —A, und A, von
Null verschieden sein. Die Langenausdehnung des Streifens 2, S
wird gross angenommen im Vergleich mit o—! der Hohe der
homogenen Atmosphdére, aber klein im Vergleiche mit dem Um-
fang des Cylinders 2=wS.

D. Stehende Schwingungen in einem kleinen Theil
der cylindrischen Atmosphére.

Wenn die Temperaturschwingung in der Form
t = Ae= " f(N) sin vt (1)

gegeben ist, so kann man f(A) durch eine periodische Function
darstellen, und dadurch die Aufgabe s, 7, w zu finden, auf eine
schon vorher geloste zurlickfiihren.

Es sei

SO =1 von —A, bis i,
JO) =0 von —=n bis —\, und von A, bis =.
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Dann kann man f ersetzen durch eine Reihe
N = \ 2) :
o = ‘2—%"‘“1 cos A+a, cos 2 A+ +a;cos jh+ ..

2 [ . 2 (h . 2 sin jA
= X AN = — jhN.dh = —. I
aj=— [f( ) cosjA.d 7“./0 cosjA.d) - 7

welche {iberall, die Unstetigkeitsstellen ausgenommen, die
Function vollstindig darstellt. Man hat nun t als eine Summe,
aus welcher wir das Glied

T, = Ae~"*.a; cos j\.sin vt
herausheben. Zu diesem gehdren

| o 21 ' Lo
e,:A% R +%(l—e—TZ)Ea,-cosﬁ\smvt,

1o 1—j?h
. RT | «a J*h o e E L
" = —A S ; :(EI_—JTH -+ —]; (l—@ § ) Jja; Sln])\ CcoS It,

w;—= A ‘-: (1 — T—:'_—ajzhl) (1—e~*)a, cos jh.cos vL.

Fir j = 0 ist Giberall auf der rechten Seite der Factor 1/2
hinzuzufligen. Diese Gleichungen ergeben sich aus (4) im Ab-
schnitt B, wenn man zu ihnen diejenigen addirt, welche durch
Vertauschung von j mit —7 daraus hervorgehen; ferner statt 4
selzt Aa,-, statt » setzt v, so dass

_RT
1/_@.

Sowie nun t sich aus den t; zusammensetzt, ist das zuge-
hérende = die Summe aller ¢;, # — Zu;, w = Iw);.

Die Entwicklung unterliegt gewissen Einschrdnkungen.
Erstens ist der Fall auszuschliessen, dass % der inverse Werth
des Quadrates einer ganzen Zahl j ist. Zweitens bemerkt man
dass zu sehr grossen j Schwingungen von kleiner Wellenldnge
gehoren, fir welche unsere Rechnungen nicht gelten; denn
diese sind unter der Annahme entstanden, dass m* oder j*S—2
sehr Kklein ist gegen o® Das gilt noch, wenn 2zS = 4-10"m
gesetzt wird, fiir j = 100, aber nicht mehr fiir j = 1000. Ferner
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koénnte, wenn man die Reihen ins Unendliche ausdehnt, der Aus-
druck flr e unstetig werden, und die Reihen fiir #, w divergent.

Alle Schwierigkeiten, mit Ausnahme der fiir % geltenden
Beschrinkung,! vermeidet man, wenn man

JO) = al,+ \ @j cos jh (2)
T

setzt, worin a; ebenso wie zuvor bestimmt, s aber gross genug
gewahlt wird, um zu bewirken, dass f(\) nur unbetrichtlich
verschieden ist von 1 zwischen —\, und X, und sehr nahe Null
ausserhalb dieses Gebietes. In der Ndhe der Rander vollzieht
sich ein rascher, aber stetiger Ubergang. (Je kleiner ),, desto
langsamer ist die Convergenz der Reihe, umso grosser muss
demnach s gewdhlt werden.)

Die endliche Reihe fiir ¢ wird nun auch im ganzen Gebiet
stetig sein. Schreibt man wieder ¢ —= Esin v/ und beachtet,
dass

J*h 1

1—7*h = 1—j*h —L

so erhédlt man

~ o. {1 a; ) 1 . o o
p— R — )\ = — \ _ — i~ \
E A(+a{/ (I_J%COS_/ /)+ 5 % S|+ A - (1—e=) ),
1
)\ 2 \
-%aﬂ: T:’ ‘lj:? ,SI%J)I

Wenn X, sehr Kklein ist, so ist %ao und jedes a; sehr
klein. In der Summe, welche hier zu berechnen ist, kommt
aber a; noch durch 1-—j*k getheilt vor; desshalb haben nur
wenige Glieder, die zu den ersten ganzen Zahlen j gehoren,
Einfluss auf den Werth des eingeklammerten Ausdruckes.

. 1 {1 a; .
o(h) = 5 % +;L <m cosﬂ\>
1
ist dann fiir jedes A klein, und im Gebiete —A\ bis ), (die Rander

ausgenommen) klein gegen f(}), welches dort den Werth 1 hat.

1 Wenn % gleich oder sehr nahe gleich wire dem inversen Quadrat einer
ganzen Zahl j, so miisste man das entsprechende g mit Berlicksichtigung der
Reibung berechnen.
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[Wir wollen das an einem Beispiel erlautern. Wenn
4, = arc 7°5 angenommen wird, Langenausdehnung des Strei-
fens 15°, f()\) sehr nahe 1 sein soll zwischen —7° und 7°,
sehr nahe Null zwischen —= und —8° und zwischen 8° und =,
so miisste s in der Entwicklung von f(X) sehr gross genommen
werden, mindestens s = 100. Die Reihe fiir f braucht man aber
nicht, sondern diejenige fiir ¢ und dieses wird aus den zwolf
ersten Gliedern mit ausreichender Genauigkeit bestimmt. Man
hat ¢(0) = 01 fir 2 = 1/2. Je kleiner X, desto kleiner wird
auch = (0)].

Man kann geradezu als erste Annédherung setzen

. o, o —‘.’:-
(E) = 410 T -+ 7(1—6 )»:

also am Boden (E) negativ, in grosseren Hohen positiv.
Genauer ist, wenn
T = Ae~ 7 sin (vt +1), 1 constant

auf einem kleinen Langenintervall, an den Rédndern rasch zu
Null tibergehend, und auf dem ganzen iibrigen Gebiet © = 0,

ce—= 4 —p0

T o+ )7 sin (v/+7) (3)
auf demselben Streifen, und ausserhalb desselben & sehr nahe
Null. p ist eine Function der Linge, innerhalb des Streifens
nur wenig kleiner als 1.

Die folgende Tabelle enthilt fiir einige Hohen die Werthe
der Temperatur- und Druckamplituden (7t und pz) in der Mitte
des Streifens, die letzteren einmal mit p — 1, das anderemal mit
=09 gel'eéhllet. Die dabei bentitzten Constanten sind
T—=273° A——g— 7.:»1— = 101:«—1——[111*1].

’ 27 8000’ 800

Es wird also eine sehr rasche Abnahme der Temperatur-
amplitude mit der Hohe angenommen. Der mittlere Druck am
Boden ist 760 gesetzt und nso gewdhlt, dass das Temperatur-
maximum auf 6" Abends fallt. Mit p — 1 tritt die Umkehrung
des Zeichens von E bei 1916 m ein, mit p = 0-9 bei 1362 m.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CII Bd., Abth. IL. a. 93
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i . Zeit des

Hohe Temperatur- Druckamplitude

Amplitude 1 . Temp.- Druck-

L p=1 | (L, p=09)| Maximums | Maximums

0 3° (—) 0-759 (—) 0-683 6" frith
1000m 0-86 (—) 0.140 (—) 0-079 é
2000 025 070057 0°065 :‘5 6" Abends
4000 0-02 0-0427 0-091 z
8000 0-001 0-0279 0-056

Die Erscheinungen der ganztdgigen Druckschwingung
lassen sich also aus der Annahme ableiten: In kleinen Gebieten
finden unabhédngig von einander ganztdgige Temperaturschwin-
gungen statt, deren Amplitude mit der HOhe rasch abnimmt
und deren Maximum auf 6" Abends fillt.

Statt der stehenden Temperaturschwingung kénnte man
auch eine Welle setzen, welche {iber ein kleines Langeninter-
vall fortschreitet

T = A.f()\, Z) sin ()\—[—yf_*_»q),

mit einer #hnlichen Bestimmung flir f wie zuvor. Man wird
dann eine tiber den Streifen fortschreitende Druckwelle erhalten,
deren Amplitude in der Mitte des Streifens nicht viel von der
zuletzt berechneten abweicht.

Ahnlich wie die ganztigigen werden auch die halbtdgigen
Temperaturschwingungen der unteren Schichten o&rtlich un-
regelmissige Druckschwingungen erzeugen. Die Amplituden
dieser 12-stiindigen sind gegeniiber jenen der 24-stiindigen
Oscilationen in demselben Verhéltniss kleiner, wie die ent-
sprechenden Temperaturschwankungen, wenn das y in beiden
Fillen gleich anzunehmen ist. Die unregelmissigen Schwin-
gungen interferiren mit denen einer regelmissigen Welle.
Angot hat in der citirten Abhandlung den Versuch gemacht,
die Bestandtheile der beobachteten halbtdgigen Welle zu
sondern.
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Fig. 1.
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M. Margules: Luftbewegungen ineiner Sphéroidschale: Tat.II.
Fig. 3.
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