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Uber die Composition der bindren
quadratisechen Formen

F. Mertens,
M. k. Akad.

1.

Gauss! hat die Theorie der Composition der bindren
quadratischen Formen vornehmlich auf zwei Probleme ange-
wendet: auf die Bestimmung des Verhiltnisses der Classen-
anzahlen, welche fiir die eigentlich primitive und irgend eine
andere Ordnung gelten, und auf die Bestimmung der Anzahl
der Geschlechter der eigentlich primitiven Formen. Das erste
Problem ist in den Disquisitiones arithmeticae fiir positive
Determinanten nicht vollstandig durchgefiihrt und wurde erst
spater von Dirichlet mittelst anderer Methoden geldst. Das
zweite Problem, dessen Hauptschwierigkeit in dem Beweise des
Satzes besteht, dass jede Classe des Hauptgeschlechts durch
Duplication entsteht, wird mit Hilfe der Theorie der terniaren
quadratischen Formen geldst.

In dem Folgenden soll eine einfache Losung des ersten
Problems und ein Beweis des genannten Satzes mitgetheilt
werden, welche, dhnlich wie bei Arndt? aus der Theorie der

t Gauss, Disquisitiones arithmeticae, Sectio V, art. 256, 287. —
Lejeune Dirichlet, De formarum binariarum secundi gradus compositione,
1847. — Dedekind, Vorlesungen {iber Zahlentheorie, von P. G. Lejeune
Dirichlet.

Uber die Anzahl der Genera der quadratischen Formen. Crelle’s
Journal, Bd. 56.
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terndren Formen nur einen Hilfssatz von Legendre tber die

Gleichung
ax?+by?+c:* =0
erfordert.

2.

Die Lehre von der Composition der bindren quadratischen
Formen ldsst sich auf einen Hilfssatz! aus der Theorie der
ganzzahligen linear-homogenen Formen griinden.

Ich werde mir hier zur Abkiirzung erlauben, eine Summe
von Vielfachen mehrerer Grossen als Vielfachsumme dieser
Grosse zu bezeichnen und zwei Reihen von Gréssen

A, B, .E

! ! /

A B, E
gleichstimmig zu nennen, wenn jede Grosse der ersten Reihe
als Vielfachsumme der Grossen der zweiten Reihe und ebenso
jede Grosse der zweiten Reihe als Vielfachsumme der Grossen

der ersten Reihe darstellbar ist.
Wenn p ganzzahlige linear-homogene Formen

Jo Lo S

der # Verdnderlichen x,, %,,. .x, durch g dhnliche Formen

ganzzahlig ausdrlickbar und p = 72, ¢ = # sind, so sind alle
Determinanten ster Ordnung, welche sich aus dem Coéfficienten-
system der Formen f,, f,,. f, bilden lassen, Vielfachsummen
der Determinanten #ter Ordnung der Formen g, §,,- -8y
Ist namlich
fi=any +apr,+ . +apr,
g = bll'x1+b2i Xy +b,i%,
Si=cingi+cing+ .. +Cig8y

WO €y, Cyy,- «Cpg ganze Zahlen bezeichnen, so ergibt sich

air = Citbr1-tciobpo+ L Acigliy

Dedekind, Vorlesungen. 165.
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Das Coéfficientensystem der Formen £, f,,...f, geht daher
aus der Zusammensetzung der Systeme

Citr Craose -C1g byy, byyee b1y
Cars Cagsr - C2g Dyys Dygy. - boy
Cp1, Cp2. Cpy Dy, byo,. . -b:u]

hervor und jede Determinante ster Ordnung der Formen £, f5,...
ist demzufolge eine Summe von Producten einer Determinante
der Zahlen ¢y, ¢y5,. also einer ganzen Zahl in eine Deter-
minante 7zter Ordnung der Formen g, &,,. .85

Wenn zwei Systeme f, f,,. .fp und g, &,,. .g, von
ganzzahligen linear-homogenen Formen der Verdnderlichen
¥y, %y,. %, gleichstimmig und p =, ¢ = 7 sind, so sind die
Determinanten nter Ordnung des einen Systems mit denen des
anderen gleichstimmig und Dbesitzen demzufolge denselben
grossten gemeinschaftlichen Theiler, wenn sie nicht alle
— 0 sind.

Wenn ein System S von 2 gegebenen ganzzahligen linear-
homogenen Formen

fau fz:---fm

der Verdanderlichen x;, x,,. .x, vom Range = ist, so ldsst sich
ein und nur ein mit S gleichstimmiges System von 7 ganz-
zahligen linear-homogenen Formen

®,, ® O

10 Pase

der namlichen Verdnderlichen bestimmen, welches folgende
Eigenschaften besitzt:

I w, enthdlt nur die Verdnderlichen x,, x,,. .23 und das
Vorzeichen des Coéfficienten ¢ von x; in o, kann beliebig
vorgeschrieben werden.

II. Ist cﬂ der Zahlemwverth von ¢ und ¢, der Coéfficient
von x; in w;, so ist fiir jeden {iber 2 liegenden Stellenzeiger 7

0=Zcip << cpep.
Zunichst lasst sich ein mit S gleichstimmiges System

von » Formen v, ©,,.. .9, der Verdnderlichen x,, x,,. .1, auf-
stellen, welches die Eigenschaft [ besitzt.
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Es sei zu diesem Ende
f} = apx +apex,+ i Xy,
b,, der mit dem fiir ¢,, vorgeschriebenen Vorzeichen behaftete
grosste gemeinschaftliche Theiler der Zahlen

Ay A2a15+ o« Qingys

welche nicht alle — O sein kénnen, und 4, %,,...%, eine ganz-
zahlige Losung der Gleichung

A1 % A2, %+ sy oy = Dy
Setzt man
o fi+o ot o = T,
so sind die Differenzen

Qin a» anm

fl“"v'-u; fé—Twzt; o f— Cn

1
bllll nn llﬂ

entweder schon alle = O oder aber ganzzahlige linear-homo-
gene Formen der 2—1 Verdnderlichen %y, 4,,. %5y, je'nach—
dem 7 =1 oder n >1 ist.

Im ersten Falle ist das gegebene System S mit der Form ¢,
gleichstimmig.

Im zweiten Falle sei

] o I / .
ﬂ_ 5 Oy _ﬁ = a;1x;+aex,+ +ai—1%—1.
nn

Die Formen

_flla fg/a~ '_fulL

bilden mit ¢, zusammen ein mit S gleichstimmiges System S,
und sind vom Range z—1. Die Coéfficienten

/ / /
Aln—15 A2p—15- +Amn—1

konnen daher nicht alle — O sein und besitzen einen be-
stimmten grossten gemeinschaftlichen Theiler, welcher, mit
dem fiir ¢, 1,_1 vorgeschriebenen Vorzeichen versehen, —
by—1p—1 sei. Man kann somit auf die Formen f/, 7/,... fj, das-
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selbe Verfahren wie auf £, f;,. .f, anwenden, indem man
eine ganzzahlige Losung 3,, 8,,.  der Gleichung

/ ] /4 o] l [ J—
Ain—12 +az,— U2 + T+ Ainn—1 Pm — b,,,1 n—1
ermittelt und die Form
n ! ] n [
Pl_fl + legfg +. .+ Hm,fm —_ '~P11—1

bildet.
Ist 7 = 2, so fallen die Formen

_f1/7 _f;a,y' [ ﬁlll
mit

A 7 I
a1p—1 , asy—1 , Q-1
Trn—1, Cn—tyee 57—

n—1

buflu——l bn—ln—l bu—ln—l

zusammen und sind mit g, gleichstimmig. Die Formen ¢, ¢,
sind also mit S, und folglich auch mit dem gegebenen System S
gleichstimmig.

Ist dagegen 12 = 2, so enthalten die Formen

!
asy—1

"n_— gl
Cu—1, fz —fg—b*%—l,--

n—1n—1

f” = fl— At
o bn—ln-—l

nur die n—2 Verdnderlichen x,, #,. .%,_s und bilden mit Pu—1

zusammen ein mit f/, f;,... fi gleichstimmiges System. Die

Formen

Cny Tn—t, 1”5 g”)' "

bilden daher ein mit S; und S gleichstimmiges System .

Wendet man das ndmliche Verfahren auf die Formen
S, . f an und setzt dasselbe nach Bedarf fort, so
gelangt man nach 7 Schritten zu einem mit S gleichstimmigen
System von Formen

" [{>]
1 P20 - Pus

welche die Eigenschaft [ besitzen.
In jedem mit S gleichstimmigen System

8 85+ - &>

welches die Eigenschaft I besitzt, sind die Coéfficienten, welche
in g, ,. .gu, beziehungsweise bei x,, %,,. .¥, stehen, voll-
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stindig bestimmt. Es seien, um dies darzuthun, C,, C,,. C,
diese Coéfficienten und

0 0 0 0 0
,fl) f?gw ',fm: <g.u,+17 (g,u-i—?;- .

diejenigen Bestandtheile der Formen

Jir Sore - Fins Sut1s Spaese - - S

welche die Verdnderlichen x4, #,4e,...7, enthalten. Es leuchtet
ein, dass die Formen f°, £7,... fif mit g1, $210,... gi gleich-
stimmig sind; denn fiir . = O ist diese Behauptung nichts als
die Voraussetzung selbst und fiir p.> O braucht man nur in den
Gleichungen zwischen den Formen f,, f5,... und g, ,... die
Verdnderlichen #,, #,,...4, = 0 zu setzen, wodurch g, &,-.. 8,
verschwinden. Da die Formen gpi1, 8042, ..84 nur die eine
Determinante n—jpter Ordnung

QL+1 C;l.+2 .. CI)

besitzen, so muss dieselbe mit den Determinanten nz—uter Ord-
nung der Formen £, f7,. fi oder denen des Elementen-
systems

A1p+102p41-  «Gumpil

Arp4+2a2p42. ~Amp42

A1y A2 o By

gleichstimmig sein und daher bis auf das Vorzeichen mit dem
grossten gemeinschaftlichen Theiler 7, derselben zusammen-
fallen. Es ist also, wenn g; die mit dem fiir ¢;; vorgeschriebenen
Vorzeichen versehene Einheit bezeichnet,

C'U.+1 q;.+2 . cll = Su41%p+2- .Sy Y‘y, .

Hienach wird

O
I
._!l)
N
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Dass 7, durch T,. theilbar ist, folgt daraus, dass die
Determinanten n—uter Ordnung des vorstehenden Elementen-
systems Vielfachsummen der Determinanten 7—p.—Iter Ord-
nung des Elementensystems

Alp42a2u42. o < Apu42

Ay a2y < Qun
sind.

Soll nun ein mit S gleichstimmiges System ©,, ,,...0,
bestimmt werden, welches beide Eigenschaften I und II auf-
weist, so ist dasselbe auch mit ¢, ©,,. .9, gleichstimmig und
man hat

Oy = Iyp 4 hyo, 4o AT, 0,

wo Iy, Ity,... 1y, ganze Zahlen bezeichnen. Ist m <<n, so erhelt,
indem man nach und nach die Coéfficienten von x,,, ¥,,_1,... 4,41
in Betracht zieht, dass

hy=hy—=. Jyyy1 =0
und

Oy = ko A+l

sein muss. Da {iberdies die Coéfficienten von x,, in w,, und 9,
zusammenfallen miissen, so ergibt sich %,, == 1 und man hat
0y =k o4 Aoy,
Ist m =1, so ist w; = =, vollstandig bestimmt.
Ist aber 72 = 1 und setzt man
e b,’lﬁlfl-l-b,‘g,‘lfz-l- . +b[[x[,
so soll der Coéfficient
hm-—lbm—lm—l+bmm—1

von ¥, in o, nicht negativ und Kkleiner als der Zahlenwerth
von b,,_1,—1 sein. Derselbe muss daher der echte Rest von
bum— in Bezug auf den Modul b,,_y,,_; sein, wodurch 7%,,_;
vollstandig bestimmt ist. Ist 2 > 2, so ergibt’sich in derselben
Weise, dass der Coéfficient von x,,_s in w,, der echte Rest von
B 1Byt m—o24buy_s in Bezug auf den Modul 4, _2,,_2 sein
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muss. Da aber %,,_; bereits bestimmt ist, so erhellt, dass auch
sowohl der in Rede stehende Coéfficient, als auch 7%,,_s voll-
standig bestimmt sind. Schliesst man so fort, so ergibt sich,
dass hy, hy,. Iy, sich immer und nur auf eine Weise so
bestimmen lassen, dass o, die Eigenschaft II besitzt, und dies
gilt fiir jeden der Werthe 2, 3,.. .7 von .

Uberdies ist klar, dass die so bestimmten Formen o, o,,...®,
mit ©,, ®,,. .9, gleichstimmig sind. Denn ¢, ist ein Vielfaches
von o, v, eine Vielfachsumme von o, und ¢,, also auch von
o, und o, o, eine Vielfachsumme von w,, »,, v,, also auch von
0y, 0y, o, W s f

Das System
0, 0. .0y

soll ein reducirtes Formensystem des Systems .S genannt
werden.
Setzt man

o; — p,'lf;—f—]ﬂigsz—i— - o Pim S
ﬁ: q1; 0 +g2; wy—+ N/ TROTR
so ergibt sich durch Einsetzung der Ausdriicke fur £, f,...fu

in die Gleichung fiir o,

w; — (piIQ11+p/ZQ12+ . +Pinzq1m)w1
+ (]71'19214—171‘2%24- + Pin Q2m) 0y

F+(pi1qu+pizque+ - Pin Qum) Oy

Wegen der linearen Unabhingigkeit von o, o,,...n, folgt
hieraus

Pingin+piegic+. F+pPingm =1
und

PitQei+Picqee .+ Pim Qe = 0,
wenn 7 und % verschieden sind. Die Zahlen
Pity p[?;- « Pim
ebenso wie die Zahlen
dit; 9i2y+ « « Gim

haben sonach den grossten gemeinschaftlichen Theiler 1.
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3.

Es seien
= ax®+2byy+cy?

ST=ax"24 20"y 'y

zwei bindre quadratische Formen von gleicher Determinante D,
deren Theiler m, 12/ relativ prim vorausgesetzt werden, und es
werde zur Abklrzung

ax+@+\/D)y = £,
a’x’+(b’+\/5)y’ :f:)/

gesetzt; es soll das Product f; f] nach den Unbestimmten
v, 9, «/, ¥' entwickelt und fir die Coéfficienten dieser Ent-
wickelung, welche als linear-homogene Functionen von 1 und
\/D aufzufassen sind, dasjenige reducirte System

C115 Cz1+622\/D

ermittelt werden, in welchem c¢,, positiv ist und ¢;; das Vor-
zeichen von aa’ hat.
Man hat

fofd = ad’xx’ 4+ (abl + a\/ﬁ) ,tj"+(a’b—|—a’\/ﬁ)_jwl+
A+ (D46 + b+ )N/ D) 3y,

und es handelt sich also um die Bestimmung des reducirten
Systems der vier linearen Formen

ad';, abl+a\/D, ab+da'\/D, D+bV'+G+V)\/D

von 1, \/5 mit den oben genannten Vorzeichenbedingungen.
Bezeichnet v den grossten gemeinschaftlichen Theiler der

Zahlen
a, a, b+0,

)

so ergibt sich zundchst ¢,, — v.
Um ¢;; zu ermitteln, sind die Determinanten zweiter Ord-
nung des Elementensystems
aa’, ab’, ba', D-+bb’
0, a a, Db+¥
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zu bilden. Dieselben sind:

ad'.a, aa'.d/, ad . (b+Db'), ad.(b'—b), ad'.c’, ad.c

Ihr grosster gemeinschaftlicher Theiler ist, wenn vom Vor-
zeichen abgesehen wird, das Product von aa’ in den gréssten
gemeinschaftlichen Theiler £ der sechs Zahlen

a, da, bV+b, bU—b ¢

Da der grosste gemeinschaftliche Theiler 72 der Zahlen
a, 2b, ¢ zu dem grossten gemeinschaftlichen Theiler s/ der
Zahlen a/, 20/, ¢/ relativ prim ist, so haben die Zahlen

a, 2b ¢ da, 20, ¢

den gréssten gemeinschaftlichen Theiler 1 und es besteht eine
Gleichung

aA+20B+cC4+a’W 420"V +c'6¢ =1,

worin ¥, B,. .@¢’ ganze Zahlen sind. Dann besteht aber auch
die Gleichung

AU 4@ W (b 4-b) (B +B) + ' —b) (B —B)+cC+c'C = 1,

aus welcher erhellt, dass # =1 ist. Der grosste gemeinschaft-
liche Theiler der sechs obigen Determinanten ist sonach, vom
Vorzeichen abgesehen, — aa’ und man hat

N /
C11699 = A,
also
aa’

v

L=

Um ¢,, zu ermitteln, hat man eine beliebige Lésung der

Gleichung
ao+a'B+ O+ =v

zu bestimmen, mit Hilfe derselben den Ausdruck
¢, = a(ab'+a\/D)+p (b +a' \/ D)+ (D+bb' +(b+")\/ D)
zu bilden und hierauf in der Gleichung

621+C22\/5 =gy +lcyy
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den Coéfficienten I so zu bestimmen, dass ¢,, nicht negativ
und Kkleiner als der Zahlenwerth von ¢, ausfillt. ¢,, ist somit
der echte Rest der Zahl

ab's+ba'B+(D +bb’)y

. ad
in Bezug auf den Modul —-
A}
!

. aa .
Da v sowohl in — als auch in ab/, ba’ und
Y

D+bb' = b(b+b')—ac

aufgeht, so ist ¢,; durch v theilbar und das gesuchte reducirte
System hat die Gestalt

vd,  v(B+\/D),

wenn
C11 — 4 Csy —B
Cos oy
gesetzt wird.
Setzt man
ad = p,vA+qy(B+\/D)
ab’+a\/D — pyyA—+q,9(B+\/D)
ba'+a' \/D = pvA+q(B+ \/D)

D+bb’+(b+b’) \/5 o P;‘/A+C]4‘J(B+ \/17)
pyx!+ pyy' + pyya'+p, 9y = ¥
g+ gy’ + gy 97’ + 4, 99" = 9,
so wird identisch
fofd = (A% +(B+\/D)9).

Durch Verwandlung von \/5 in —\/1_7 folgt hieraus die zweite
[dentitat
(ax-+(@E—\/D)y) (%' +@'—\/D)y") = v(AX+(B—\/D)Y)

und man erhdlt durch Multiplication derselben mit der vorher-
gehenden

adff!’ = v (A2X*+2 ABXY+(B*—D)Y?)
8

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIV, Bd,, Abth.IL a.
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oder
A92€2+2AB?€?)+(BZ—D)€Q‘—’ = Aff!

Da auf Grund dieser Gleichung (B?-—D)9)? durch 4 theil-
bar und-9) eine ganze ganzzahlige primitive Function von =z, 3,
x', 9! ist, so muss B2—D durch A theilbar sein und man hat

B—D = AC
AX2+-2BXY+ CY? = ff, (D

wo C eine ganze Zahl bezeichnet.

Da vA v(B+ \/D) Vielfachsummen der viel Coéfficienten
durch irgend eine Zahl ersetzt \velden darf, so elschemen,
wenn man \/D durch b ersetzt, v4 und v(B+D5) als Vielfach-
summen der Zahlen

ad', a(b+b"), 2ba’, 2b(b4+b")—ac

und somit als Vielfache von vinz; es sind also A und 2(B-+-b)
und sonach auch 2B durch m theilbar. Ebenso erscheinen vA
und v(B+5'), wenn \/D durch &/ ersetzt wird, als Vielfach-
summen von

ad’, 2b'a, d'O+0"), 2b'(b+b")—a'c’

also als Vielfache von v’ und 4, 2(B+0b'), also auch 2B
miissen durch 2/ theilbar sein. Dann sind aber 4, 2B durch
mn theilbar und die Identitdt (1) zeigt, dass s’ auch in C
aufgeht. Anderseits zeigt dieselbe Identitdt, dass das Product

!
von mun' in die primitive Function S f Vielfachsummen
1
von 4, 2B, C zu Coéfficienten hat, und es ist somit auch 1z’
eine Vielfachsumme von A4, 2B, C. Dann ist aber mm’ der
grosste gemeinschaftliche Theiler der Zahlen 4, 2B, C.
Setzt man

AX2+2BXY+CY? = F,
so wird die Form F aus den Formen f, f/ zusammengesetzt

genannt. Sie hat dieselbe Determinante wie f; f7, den Theiler
1, ist vollstindig bestimmt, von der Reihenfolge, in welcher
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die Formen f, f' genommen werden, unabhéngig und geniigt
der Identitét
F&9) =711
Um die Form F zu bilden, hat man zunéchst den grossten
gemeinschaftlichen Theiler v der Zahlen a, a', b4-¥' und eine
Lysung der Gleichung

as+a'B+0+0")r =

!
. . aa
zu ermitteln; es wird dann 4 —

5-, B der echte Rest der Zahl

v

ab’ ba' |  D~+bl/
ERA A

in Bezug auf den Modul 4 und C ergibt sich aus der Gleichung

Die aus zwei Formen f, f/ zusammengesetzte Form soll
mit ff’ bezeichnet werden.

Sagt man von einer Form, deren Theiler 7 ist, dass sie
zur Ordnung 7 gehort, so gehort die Form F zur Ordnung mim’
Ist eine der Formen f, #/, etwa f, primitiv, so gehéren f/ und F
derselben Ordnung an.

Ist irgend eine Anzahl p. von Formen

= ax®+2bxy+cy?
Sl = a3 20"x y, 4y}
S =a"e 420", y,+c" 37

fu=D) = gl=0) x;{_1+2b(yl-—1)%_1 Hu—t +C(”_1)yﬁ,_1

der Determinante D gegeben, deren Theiler oz, m2/, ). an/s—1)
paarweise relativ prim sind, so kann man zunéachst irgend zwei
Formen f, f/ in eine Form

FI= AX?+2B' X, Y, +C'Y},
hierauf diese Form F’/ und irgend eine dritte Form f”, deren
Theiler mmm’ und m” ebenfalls relativ prim sind, in eine Form
F'= A"X;+2B"X,Y,+C"Y;
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zusammensetzen und so fortfahren, bis man zuletzt die Form
Fo—2 — 40—2) 1\’:;2_2+ 2 B2 Xu_z Y,L_g_f_ C—2) YE—?

und die letzte Form f®—1 in eine Form
Fe—1) = A6 X2 (42B6—DX, Y, (+Ce-IY2,

zusammensetzt. Die Form F®—1 heisst dann aus den Formen
£ L . L fe=h zusammengesetzt, hat die Determinante D,
den Theiler mm'm” .m®t—1 und ist von der Reihenfolge
unabhingig, in welcher die Formen f, f/,. . f#—1) genommen
werden. Dieselbe soll mit ff/  F®—1 bezeichnet werden.

Es sei zur Abkiirzung

f = a(’)ﬂ’i+(b(‘i)+\/z—))2’i
F{d = A0 X; +(BY+\/D)Y;
P :fofo/f;)”' _ﬂ.(u—l)

und v, der grosste gemeinschaftliche Theiler der Zahlen a, &/
b4-b',v; derjenige der Zahlen AC—Y, a® BG—1 45O, Die Coéffi-
cienten von f; f] sind mit v, 4/, v,(B'+\/D) oder den Coéffi-
cienten von v F; gleichstimmig. Daher sind auch die Coéffi-
cienten von f, /3 fJ und v, F,f) gleichstimmig; da aber die
Coéfficienten von F} f)’ und v,F;' gleichstimmig sind, so sind
es auch die von v, Fjf/ und v, F; und somit auch die von
So /iy und v v, F. In derselben Weise ergibt sich, wenn p.>3
ist, die Gleichstimmigkeit der Coéfficienten von £ £ 7 £} und
v U u. s, f. Es sind also auch die Coéfficienten von P mit
denen von v,v,. .‘/J,,_IF(QP—U gleichstimmig. Hieraus folgt, dass
die linearen Formen von 1, \/ D

90y e g AB=T (BN 4N/ D)

ein mit den Coéfficienten von P gleichstimmiges reducirtes
System, und zwar dasjenige reducirte System

110 621+522\/D

bilden, in welchem c¢,, positiv ist und ¢;; das Vorzeichen von
aa’ .a®=D hat, da

c

/ (=1
-y — 94’ _.a

9 2
VL.
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ist. Da dieses System nur von den Coéfficienten von P abhangt,
also von der Reihenfolge der Formen f, f/,. . f®=D unab-
hiangig und

‘1 B—1 —
Coz €23

A=) —

ist, so ist auch die Form F®—1 von dieser Reihenfolge unab-
hangig.

Um F&®—1 zu erhalten, kann man auch folgendermassen
verfahren. Man theile die gegebenen Formen

£ e

irgendwie in zwei Gruppen, und es sei ¢ die Form, welche aus
den Formen der einen Gruppe zusammengesetzt ist, oder auch
die Form dieser Gruppe selbst, wenn letztere nur eine einzige
Form enthélt, und ¢ die Form, welche in Bezug auf die Formen
der anderen Gruppe eine dhnliche Bedeutung hat; es ist dann

Fo=h — g,

Setzt man ndmlich

17
T

pr2+2 gy + 192

pPlv 29"y +r'y}
=ob=p X?4+29 XY+ Y2
¢ = pr+(g+\/D)y

do = P+’ +\/ D)y,

fo = 171X+(€71+\/I_)) Y

und bezeichnet mit Q,, Q, die Producte der Ausdricke f;, f;,...
oder auch eintretendenfalls solche Ausdriicke selbst, welche
den Formen der beiden Gruppen entsprechen, so sind die
Coéfficienten von Q, mit denen von k¢,, die von Q, mit denen
von k’d,, also die Coéfficienten von P = Q, 0, mit denen von
kk'o,b, und daher auch denen von ke'ky, gleichstimmig, wo

k, k', k, ganze Zahlen bezeichnen. Es ist also

-~
Il

>

.

. C, .
— A= q, = 2L — B-1,
Caa oy

]_71 _
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4.
Um irgend eine Form
f=1(@ab0
mit der Hauptform
&= (1,0—D)

zusammenzusetzen, hat man
v—=1 A=a

und kann als Losung der Gleichung

as—+B+by =
die Zahlen =0, =1, 1 =0 nehmen. B wird dann der echte
Rest 4, von & in Bezug auf den Modul a. Es ist daher

7= (o3, 52

Nennt man insbesondere eine Form (a, b, ¢) kurz »schlichtc,
wenn b nicht negativ ist und den Zahlenwerth von a nicht
erreicht, so ist die aus einer schlichten Form f und der Haupt-
form zusammengesetzte Form die Form f selbst.

Wenn f primitiv und f/ die entgegengesetzte Form
(a, —b, @) von f ist, so hat man

v—=-+a A=1

und B hat als echter Rest in Bezug auf den Modul 1 den
Werth 0. Daher ist

.]-CF — (1’07 _D)

Wenn f eine primitive Form und die Formen g, g’ ver-
schieden und schlicht sind, so sind auch die Formen fg, fg’
verschieden.

5.
Wenn die Formen f, f/ theilerfremde Theiler haben und
die Form g mit f, die Form g’ mit f’ dquivalent ist, so ist gg’
mit ff’/ dquivalent.
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Es gehe f in g durch die Substitution (=, 8, 1, 8), f/ in g’
durch die Substitution (¢, §/, v/, &) tiber und man setze
f=ax®+2bxy+cy?
S = a4 20" v+’ y?
§ = pr*+2qxy+1y°
g ]J't2+9£]’t1j/ +1'y?
ffl=F=AX?*4+2BXY+CY?
g =G=AX+2B' XY, +C'Y?
fo = a,1+(b+\/D)y
fl = dx+@O"+\/D)y,
% =pit(a+ VD)
g=p'x+@'+\V Dy,
F,—= AX+(B+\/D)Y
G, = A'X,+(B'+\/D)Y,
(VJ.—{—(Z?—\/E)'( ==
a'd +@O'—N\/D)y = 7.

Uq,

Man hat
Sofd =vEF (& Y)
gog(; = v/ Gy(U1, B)

wo v den grossten gemeinschaftlichen Theiler von a, o/, b+10/,
" den von p, p/, g+¢' und ¥, 9, U, BL" ganze ganzzahlige
Functionen von #, ¥, x/, ¥’ bezeichnen. Gehen ¥, § nach
Ersetzung von z, y, 2/, 9’ durch

Y

2x+Py, x4y, o +Ey, 1'r A+,
in X/, 9 iiber, so wird identisch
TPy @, ') = fy(o+B, v +39) £ (ol + By, 18, +0,).
Multiplicirt man mit 2%’ und beachtet, dass
kfo(22+ By, 12 +0y) = ag,
KAy (%, + By, ' +8y) = a'gy
ist, so ergibt sich

vk'Fy (¥, ') = ad'g, g!.
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Hienach sind die Coéfficienten von vkk’'F, (X', 9)') mit denen

von ad’g, ¢! und daher auch denen von aa’v'G, gleichstimmig.
5050 05 S
Man hat also

aa’'A" = vkk'F,(a, ¢)
ad'y'(B'+\/D) = vk%'F, (6, ),

WO q, b, ¢, D ganze Zahlen bezeichnen.

Aus diesen Gleichungen folgt, wenn man die erste mit der
conjugirten Gleichung

aav' A" = v £, (2, 7) (@', ') (Aa+(B—\/D)o)
multiplicirt,
ata®"2AR =2 .af(a,).a f(+, ") . AF(q, ¢)

oder den Gleichungen

4 aa’ A — pp’
- ./2 - \,/2
fe,n=p fle\1)=p’
zufolge
= F(a, v).

Ferner ergibt sich durch Division der obigen Gleichungen

B'4+\/D _ F,(6,)
A 7 Fya,0)

Aab—+ B(adb+bc)+ Ced+ (ab—bc) \/ D
F(a, 0)

und der bereits gefundenen Gleichung A’ = F(a, ¢) zufolg

B = Agb+B(ab+bc)+ Ccd
ab—be = L.

Wenn zwei undquivalente Formen ¢, ¢ mit einer primitiven
Form f zusammengesetzt werden, so sind die resultirenden
Formen ]sz, ﬂ ebenfalls undquivalent. Im Gegenfalle miissten
ndmlich die Formen f_’_ﬁp und f/fd Aquivalent sein, wo f/ die
entgegengesetzte Form von f bezeichnet; da aber f=(1,0, -D)
ist, so miissten auch ¢ und ¢ dquivalent sein.
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Unter der Formenclasse, welche aus zwei Classen A, L
zusammengesetzt ist, versteht man diejenige Classe, zu welcher
die aus zwei den Classen K und L entnommenen Formen f, g
zusammengesetzte Form gehort.

6.

Wenn eine Zahl m durch die Form f so dargestellt wird,
dass die darstellenden Zahlen §, 7 den grossten gemeinschaft-
. . S . m
lichen Theiler p. haben, so ist die Form f einer Form (—_), 7, l>

0=
V
aquivalent, in welcher  nicht negativ und Kkleiner als der

. -
Zahlenwerth von —; ist, und —, — bilden den ersten und
= 1
. ) .

. rn s . . . g ™
dritten Coéfficienten einer und nur einer Substitution <— B, 8)

1, ",

)

3

. . [
von der Determinante 1, welche f in <~_,— 7, lj verwandelt. Nennt
P2 /

. . m . .
man eine schlichteForm <l’_z’ 7, l> der Determinante D kurz eine
Hilfsform der Zahl #z und sagt, dass die Darstellung (¢, 1) aus

, mo _— : 1
der Hilfsform <—2—,1', l> und der Substitution (—f—,,’i,—‘,%) her-

D) " P

vorgehe, so gehen demnach alle Darstellungen der Zahl m
durch f aus den mit f &dquivalenten Hilfsformen und den
einzelnen Substitutionen hervor, welche f in diese Hilfsform
verwandeln.

Wenn f primitiv und D negativ ist, so gehen aus jeder
mit f dquivalenten Hilfsform so viele Darstellungen hervor, als
die Pell'sche Gleichung

£—Du? =1

Losungen besitzt.

Wenn dagegen D positiv ist, so gehen aus jeder mit f
dquivalenten Hilfsform unendlich viele Darstellungen hervor.
Setzt man f = (a, b, ¢) und bezeichnet irgend eine besondere
aus einer dieser Hilfsformen hervorgehende Darstellung von 2
durch f mit (g, ,) und mit 7, U die kleinste positive Losung
der Pell'schen Gleichung

2—Du? =1,
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so sind alle aus der ndmlichen Hilfsform hervorgehenden Dar-
stellungen von m mittelst der Form f durch die Gleichung

a3+ (b+\/ Dy = == (ag+0+\/Dyn,) (T+U N/ Dy

gegeben, wo ¢ alle ganzen Zahlen zu durchlaufen hat. Unter
allen diesen aus einer Hilfsform hervorgehenden unendlich
vielen Darstellungen gibt es aber nur eine einzige, welche den
Bedingungen

S+ CHNDI g 1B
\/i am =

1.

Durch jede gegebene primitive Form

1<

gentigt.

v = Ax*+Bxy+ Cy?,

in welcher B auch ungerade sein kann, lassen sich Zahlen dar-
stellen, welche zu einer gegebenen Zahl M theilerfremd sind.
Nimmt man den einzigen Fall aus, wo 4, B ungerade und C, M
gerade sind, so darf man sogar fiir ¥ eine beliebige, zu M
theilerfremde Zahl setzen, und es lasst sich ¥ noch immer so
wihlen, dass ¢(x, ¥) theilerfremd zu A ausfillt.

Es sei 1 eine beliebig gewdhlte, zu M theilerfremde Zahl.

Wenn M =1 ist, so bedarf es keines Beweises, da «(§, 1)
fur jedes & zu M theilerfremd ist.

Ist M > 1, so konnen die Zahlen

A+Bv, 2By, C¢, M

keinen Theiler gemein haben. Denn ein solcher Theiler miisste
zu 1 relativ prim sein, also in C, 2B, A+ B aufgehen; da er
aber wegen der Primitivitdt von ¢ zu B theilerfremd sein muss,
so konnte er nur = 2 sein, und es wéiren gegen die Annahme
M, C gerade, A, B ungerade.

Es gibt also ganze Zahlen 4, §, ¥, 8, welche der Gleichung

(A+B)o+2BE+Cn*>r+M3 =1
geniigen. Ersetzt man in derselben A+ B, 2B, Cq* durch
¢(L,)—9©O,m), —320,nN++(L,N)—2m), %O ),
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so ergibt sich eine Gleichung
/g (0, ) +L"p (1, ) +71"9(2, )+ Md =1,

in welcher o/, B/, 4/, 8 ganze Zahlen bezeichnen. Fiir jeden
Primfactor p von M kann man daher eine Zahl § angeben, fir
welche ¢(§ 1) nicht durch p theilbar ist, da nicht alle drei
Resultate ¢ (0, 1), (1, 1), ©(2,7) durch p theilbar sein kénnen.

Ist nun M eine Primzahlpotenz, so ist der Beweis erbracht.

Enthalt M dagegen mehrere verschiedene Primfactoren
P1> Doy so ermittle man Zahlen §,,§,. von der Art, dass
o, 1) zu py, 96, 1) zu py w. s, w. theilerfremd ausfallen, und
eine Zahl §, welche den Zahlen &, §,,... beziehungsweise nach
den Moduln p,, p,,.  congruent ist. Dann ist ¢(§, 1) der Con-
gruenz

&)=, (mod py)

zufolge durch keinen einzigen Primfactor von M theilbar, also
zu M theilerfremd.

In dem Ausnahmefalle, wo 4, B ungerade, C, M gerade
sind, braucht man nur x, » mit einander zu vertauschen.

8.

Aufgabe. Es ist eine schlichte Form ¥ der Ordnung
gegeben; es sollen alle schlichten primitiven Formen ermittelt
werden, welche, mit der einfachsten Form o der Ordnung
zusammengesetzt, F hervorbringen.

Es sei

2
F—un (fm’ + — bxy+cy‘-’>
\ G

5 — 2 5— 2 52
- — <ﬂ’ n(s—1) , 123( 1)9 D ))
5 1162

wo 5 =1 oder = 2 und & fiir s = 2 ungerade ist. Ist
f=(4,B,0C)
irgend eine Losung der Forderung

fo =F,
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v der grosste gemeinschaftliche Theiler der Zahlen A4,

J

n(s—1 . . .
B+ —(—) und a, b, ¢ eine Losung der Gleichung
3
n(c—
Aa-+1b + <B+ ( 5 >>c =,

SO Muss

An
an — R

also A = av? und

ﬂ e 4472(3—{)_([ —+ &b +- (2 ~+ 377Z<3——1>>c
v Y

mod an
e ( )

5 V3

sein. Zieht man von dieser Congruenz die mit — multiplicirte
v

Gleichung zwischen a, b, ¢ ab, so ergibt sich

ﬂ—B — (@_B> a ‘jl . il (mod an)

G o]

=0 (mod av)
und es ist demnach

nb

3

C B—D + 2 bs " +c i
= =as®+ —bs— —
A 5 v vz’

B =

“+sav

wo s eine ganze Zahl bezeichnet.
Hienach muss jede der gesuchten Losungen die Gestalt

f= (av- no + say, as®+ Ebsﬁ + c’—lo—>
5 ] v v?
haben, wo v irgend einen Theiler von 7 bezeichnet.
Umgekehrt geniigt jede Form, welche diese Gestalt hat
und Uberdies primitiv und schlicht ist, der Aufgabe. Sind ndm-
lich die Coéfficienten

1b 2
2 b
av?, 2 -+ sav ], as®* 4+ —s— + c—-
5 / ] v v2
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mit 1 gleichstimmig, so sind es auch die Zahlen

7
av, —, as
v

und daher auch
7 1w b4+s5—1

av, —, as +
Y v 5

v ist daher der grosste gemeinschaftliche Theiler der Zahlen

y n(b+s—1)
av?, 1, — 5t

Bezeichnet demnach (%, B, §) die Form fw und o, B,y eine
Losung der Gleichung

b4+5—1
1n(b+ )>'(:v,

aro-+nf + <sav + .

so hat man

av?.n
A = — T —an

%Eav.]ﬁ_—l—)1+

3 v

n [ nb
— (—— +sav B+
5

D b -
+ < + <1f +sa>177(5—1)> 't (mod an).

Y 3

. . b T . .
Zieht man aber die mit e multiplicirte Gleichung zwischen
a, 3,7 ab, so folgt

b—s5+41

nb
(P77

\’3——2——-[&71(0’.

3

,(—3+1)

9

1
S+c—
v

(mod an)
=0 (mod an).

b
Es ist also 8 = 7 und daher auch € = #nc.

3
Durch passende Wahl von v und s ldsst sich erreichen,
dass f primitiv ausfillt. Man zerlege 7 in zwei Factoren u,
und v von der Art, dass p. theilerfremd zu a ist und v nur Prim-
factoren von a enthélt. Dann ist p. zu av? theilerfremd, und es
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kann nicht gleichzeitig av? und ¢ gerade, ¢ und & ungerade
sein. Nach 7 gibt es daher Zahlen s von der Art, dass

2

7 7*
+ ¢ —

v

1 b
—F(s,p) = as*+2 —s
7 s

zu av? theilerfremd, also die Form

nb 20 n cn?
fo= (av?, — +Sav, as®+ s — + >
5

o] v v?
primitiv ausfallt. Diese Eigenschaft wird nicht zerstdrt, wenn
man s um ein Vielfaches von v dndert, und man kann demnach
. nb . . .
bewirken, dass — -+ sav nicht negativ und kleiner als der
o]

Zahlenwerth von av? wird.

Mit Hilfe der Form f, ldsst sich die Aufgabe auf den Fall
zurickfiihren, wo die gegebene Form F mit w selbst zusammen-
fallt. Ist ndmlich firgend eine Ldsung, f; die entgegengesetzte
Form von fj und setzt man f f = ¢, so wird

f=hART=rv
g0 = flfo = fTF = [ foo = o

v ist also eine primitive, schlichte, der Forderung

-6

w =

genligende Form. Ist umgekehrt ¢ eine solche Form, so gentigt
Jfop der Forderung
Sowo = foo = F.

Man erhilt also alle Losungen der Aufgabe, wenn man f
mit allen Formen ¢ zusammensetzt.

Ist ' = », handelt es sich also um die vollstandige Auf-
l6sung der Forderung

TH = 0,
'

so haben die Formen © die Gestalt

s—1
v = (v?, n s, Z)
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und fallen mit allen primitiven Hilfsformen von 72 fur die
Determinante D) zusammen, deren Inbegriff mit § bezeichnet
werde.

Ist ndmlich (v3 7, I) eine solche Hilfsform von 72 und

setzt man
_n(3—1)

~9

so wird
5—1)\2
M) — —D

3

2 b2—(5—1)
T -]

z\2 2 s 72 b2—(5—1)2
0= <—) + — o (—1)—+ —,(ac——-()—)>
o) Y N 3°

— ist also als Wurzel einer ganzzahligen Gleichung mit
v

héchstem Coéfficienten 1 eine ganze Zahl und man kann z=vs,

also
1(s—1
= f(,, - +vs
3

setzen.

Die Formen o reproduciren sich durch Zusammensetzung.
Sind némlich @, v, irgend zwei Formen des Inbegriffes , so

[ [ -]

hat man

D0 =0 0,0 = .

Hieraus folgt aber

1'1'2_)(l) p— ';51(") - w

-G

%, muss demnach ebenfalls zu § gehoren.
Aber auch diejenigen Formen  von ¥, welche mit der

Hauptform

Die Form »

H=(1,0, —D)

dquivalent sind und deren Inbegriff mit J bezeichnet werden
soll, besitzen dieselb Eigenschaft. Sind ndmlich #,, =, Formen
von J, so gehort « ;w zu § und ist mit [ dquivalent, da ¢,

172
und o, mit H, also 3,5, mit HH = H dquivalent ist.
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Setzt man alle Formen von J mit irgend einer Form ¢
von § zusammen, so gehdren die resultirenden Formen wieder
zu $ und bilden alle diejenigen Formen von £, welche mit ¢
aquivalent sind. Ist ndmlich ¢ irgend eine Form von J, so ist
dieselbe mit H und daher o¢ mit H} = ¢ &quivalent. Ist
umgekehrt & eine mit ¢ dquivalente Form von $ und ¢/ die
entgegengesetzte Form von ¢, so ist %’ mit W = H d&qui-
valent. Da iiberdies §¢/ eine schlichte Form ist und der
Forderung

o = Pe = o = Jbo = o

genligt, so ist sie eine Form ¢ von J und man hat

U
i

-

VY = 9 'y =

-6

Wahlt man daher unter den Formen von § die grosst-
mogliche Anzahl

Do P1oe 0ot

von Formen aus, welche untereinander unédquivalent sind, so
lassen sich alle Formen von § in die p Inbegriffe

o T T

vertheilen, wenn man den Inbegriff der aus der Zusammen-
setzung aller Individuen eines Formencomplexes C mit einer
Form f hervorgehenden Formen kurz mit Cf bezeichnet.

Ist nun L der Inbegriff der Formen o, ©,,. .¢,_; und

Wg, W, W,,. O 1

ein vollstandiges System von Formen der Ordnung 2, wo
0, — o, so ist nach dem Obigen § f; die Gesammtheit aller
primitiven Formen f; welche der Forderung

fo = w;
geniigen, wenn f; eine besondere Losung dieser Forderung

bezeichnet. Unter den Formen von § f; sind nur die des Inbe-

griffs Lf; untereinander undquivalent und es bestehen also die
& Inbegriffe

Lf, Lfy,. -Lfi— (2)
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aus lauter untereinander unédquivalenten Formen. Diese Inbe-
griffe besitzen aber iiberdies die Eigenschaft, dass jede ge-
gebene primitive Form G der Determinante D einer in denselben
vorkommenden Form &dquivalent sein muss. Denn die Form
Go gehort zur Ordnung 2 und ist daher einer Form w; = f;o
aquivalent. Dann ist aber, wenn die entgegengesetzte Form
\onf, mit f/ bezeichnet und f/G = G, gesetzt wird, die Form
I TG = G o mit f/f;o = o #quivalent und man hat eine
Identitét

0 X+Y, 1 X+3Y) = G0,

worin 2, B, 7, 8 ganze Zahlen bezeichnen. Anderseits geht G, o
durch eine Substitution

X=X

Y:‘g),

in welcher ¥, §) Vielfachsummen von xx/, xy/, y2/, yy’ bedeuten,
in das Product G,(x, ) o(x/, ¥') Uber und es wird

w0 (@¥+EY, X +3D) = G,(3, ) o (¢, ).
Fir 2’ =1, 3’ = 0 folgt hieraus
o(ax+by, cx+dy) = nG,(#, »),

wo a, b, ¢, ganze Zahlen sind. Da hienach die Form o durch
die Substitution (a, b, ¢, ) in G, Uibergeht, so hat man zwischen
den Determinanten dieser Formen die Gleichung

D(ad—bc)2 = Dn?
und iiberdies fiir ¥ = b, ¥y = —c die Gleichung
1 (ad—Dbe)® = n G,(b;—¢).
Es ist demnach
Gi(d,—c) = n?

oder #? durch G, darstellbar und G, muss demzufolge einer
Hilfsform der Zahl #2, also auch einer der Formen o, G5 s Po1s
etwa @, aquivalent sein. Dann ist aber G mit der.-Form 'p=f, von
Ji L Aquivalent.

Sitzb. d. mathem.-naturw. CL.; CIV. Bd., Abth. IL. a. 9
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Die obigen % Complexe (2) bilden sonach ein vollstdndiges
System von primitiven Formen flir die Determinante D und
man hat

h=tkp,
wo & die Anzahl aller primitiven Classen bezeichnet.

Es gilt nun noch die Zahl p zu ermitteln. Bezeichnet zu
diesem Ende ©(n?) die Anzahl aller Formen von $ und g, die
Anzahl der Formen von J, so ist

_9m)
o (1

d

. . n*
Um p, zu ermitteln, sei D = D, —
52

Ist D negativ und * die Anzahl der Losungen der Pell'-

schen Gleichung
t12—Du? =1,

so ist Ap, die Anzahl aller moglichen Darstellungen (§,7) der
Zahl n? durch die Hauptform H. Denn jede solche Darstellung
geht aus einer und nur einer mit H Aquivalenten Hilfsform der
Zahl n? oder einer Form von J und einer der H in diese Form
verwandelnden Substitution hervor. Aus der Gleichung

. 7 . . .
erhellt aber, dass & durch — theilbar ist. Setzt man demgemaéss
o)

1ty
3

= =1y,
so wird £;—D,u? = 5% und es ist klar, dass die Anzahl aller
Darstellungen von 72 durch H mit der Anzahl ), der Lésungen
der Pell’schen Gleichung

2 2 — A2
l‘1~—D 1[1 =3

zusammenfillt. Man hat also

)
hpy =N (= “)%
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Ist D positiv und 7, U die kleinste positive Losung der
Pell’schen Gleichung

so ist p, die Anzahl aller Darstellungen (§, 1) der Zahl #2 durch
H, welche den Bedingungen

1< -#D— =T+U\ND
geniigen. Denn jede Darstellung (&, 1) von #* durch H geht aus
einer und nur einer mit H dquivalenten Hilfsform von 22 oder
einer Form von J hervor und unter allen aus einer bestimmten
Hilfsform hervorgehenden Darstellungen gibt es nur eine,
welche den vorstehenden Bedingungen gentigt.
Die Anzahl p, der in Rede stehenden Darstellungen ldsst

R . . . 1
sich aber noch in anderer Weise ausdriicken. Da & durch —
5

theilbar sein muss, so ergibt sich, wenn

. n
E=— ¢ =1
5 1 i 1

gesetzt wird,
2 2 -2
Hi—Dui =0

1<MD—§ T+UN\/D.

3
p; ist demnach auch die Anzahl aller Lésungen der Pell’-
schen Gleichung
£2—Du? = o2
welche den vorstehenden Ungleichungen geniigen. Bezeichnet
aber T}, U, die kleinste positive Losung dieser Gleichung, so ist

]
t1+”1\/51 N _|_< T1+(]1 \/51 )1,
s T 6
t D
und die Bedingungen fiir Lﬂ‘ﬁ—\/—l geheny;da nur das obere

Vorzeichen gelten kann, in
O*
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1<<L+Uﬁﬁiy;<ﬂ+Umﬁiy
3

o]

tiber und ergeben
O<p=e

p kann also nur die Werthe 1, 2,. .e haben und es ist

KT+ UN/D)
P1_6_2<T1+U1\/171> '

o)

. T,+UN'D
e ist der kleinste Exponent, zu welchem —1——%

erhoben werden muss, damit in dem Resultate der Coéfficient

von \/ZT1 ganz und durch  theilbar ausfalle.

o)

Man hat also fiir eine negative Determinante

h )\1

k=500

und fiir eine positive
he  ni(T+UN\/D)

k= = —
0 (122 T
(%) %ﬂ4L+%VQ>

Die Bestimmung der Zahl 8 (#?) kommt nur in den Fillen

n=—=0=2 D=1 (mod4)
und

5 =1

-
~
—_

in Betracht.
I. Wenn# =35 =2und D=1 (mod 4) ist, soist D, = D
und alle Hilfsformen der Zahl 4 sind
1—-D < 9—D>
(130,_—D), (4) 1) 4 )’ "1')35 4 /
Die zwei letzten Formen sind jedoch nur dann primitiv,
wenn D =5 (mod 8) ist und es wird
D—1

92 =2—(—1) °



Composition der bindren ‘quadratischen Formen. 133
Man hat also bei negativer Determinante

I,

k= 7 oo
Mo ° >

und bei positiver

b lie B ) 1(T+UN\/D)
- D*—1 — D=1 NG
ot 2= (T,+UN/D

2—(=1) " 2—(=n ° 1(’*—2*—)

II. Esseis=1,n>1,D = Du2
\
Damit die Hilfsform (v‘—’, vSs, $2— ) primitiv ausfalle, ist es

B
\ =/

nothwendig und hinreichend, dass s*— — zu v theilerfremd

sei. Es kommt also nur darauf an, fiir jeden einzelnen Theiler
v von 2 die Anzahl der Zahlen der Reihe

D D D D
e P— —, 22— —,  0—1)——
VE V2 V2 e

zu ermitteln, welche zu v theilerfremd sind und es sei zu diesem
Ende x; die Anzahl aller Zahlen dieser Reihe, welche mit v den
grossten gemeinschaftlichen Theiler 8 haben, 55 die Anzahl der
durch 9 theilbaren Zahlen der ndmlichen Reihe.

Man kann y; fiir einen bestimmten Theiler 8 von v auf
zweierlei Weise ausdriicken.

. D
Einerseits kann jede durch 8 theilbare Zahl s?— —- der
NE)

vorstehenden Reihe mit v nur einen grissten gemeinschaft-
lichen Theiler haben, welcher ein Vielfaches von 8, also eine
der Zahlen

3, 3¢, 8¢/

)

. . y . .
ist, wo 1,¢, ¢/,.. alle Theile von = bezeichnen. Die in Rede
0

stehenden Zahlen zerfallen daher in die x; Zahlen, welche mit
v den grossten gemeinschaftlichen Theiler 8 haben, in die x;.
Zahlen, welche mit v den grossten gemeinschaftlichen Theiler
8¢ haben, u. s. f. und es ist
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yB = Xyt XX 4. .
—_ 2.1’,:1,

Y

. .. . / .
wo die Summe Uber alle Theiler ¢ von 3 zu erstrecken ist.

D

Anderseits ist es flir die Theilbarkeit der Zahl 82—;?

durch 3 nothwendig und hinreichend, dass der echte Rest s,

von s in Bezug auf den Modul 3 eine nicht negative und & nicht
erreichende Wurzel der Congruenz

22 = % (mod 3)

und % eine der Zahlen

v
0, 1,...?——1

sei. Besitzt daher diese Congruenz U; nicht negative und 3
nicht erreichende Wurzeln o, «’,. so sind

®, 0+9, 0+23,. .o+ (%_1>6

genau alle Zahlen der Reihe O, 1,...v—1, fiir welche der Aus-

D .
druck s2— ) durch 3 theilbar wird, und es wird demnach

\

v == Us.

=
]

Ist aber AY; = O, so leuchtet diese Gleichung unmittel-
bar ein.

Man hat also die Gleichung

Da es solcher Gleichungen so viele gibt als Theiler 8 von v,
so ergibt sich in bekannter Weise durch deren Auflésung
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~103) 49
/'\()l.[a

X =4 )
wo die Summe uber alle Theiler 8 von v zu erstrecken ist und
4 (3) den Werth 0, 1,—1 hat, je nachdem 3 einen die Einheit
{ibersteigenden quadratischen Theiler oder eine gerade oder
ungerade Anzahl von verschiedenen Primfactoren enthalt.
Wenn nun & keinen die Einheit {ibersteigenden quadra-
tischen Theiler besitzt, so ist, {iber alle Theiler 3, von 3 er-

streckt,
2

1=
D —

—) das Legendre-Jacobi’sche Symbol

e

hierin ist unter (
61

zu verstehen, welches in dem Falle eines geraden Nenners
5, = 0 zu setzen ist. Es ist also auch
172\
|

— ¥ ) (a_‘ 2_/).

1

2 (3)%;

Diese Formel gilt aber auch noch, wenn & quadratische
Theiler aufweist, da in diesem Falle beide Seiten verschwinden.
Man hat also

722

Ly |y
1

wo die Summe tiiber alle Theiler 8 und 3, von v zu erstrecken
ist, deren zweiter in dem ersten aufgeht. Setzt man fiir jedes
solches Theilerpaar 3, 3;

(a7

5=

3, v = 83, = §,5,9,,

so wird
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wo die Summe Uber alle moglichen Theiler 3, 3,, 8, von v zu
erstrecken ist, deren Product = v ist.

Summirt man alle Anzahlen x,, welche den einzelnen
Theilern v von 7 entsprechen, so ergibt sich 0 (72) als Summe
aller Ausdriicke

5_'2'6262
(S 17273
7013 | —320 5,

in welchen &, 8,, 8, alle moglichen Theiler von # durchlaufen,
deren Product in 7 aufgeht. Man hat also in diesem Sinne

3

1

ol

l\, lv

— \\

)-‘m

Dla 2
0% = Xy (3,3,) “’/ 3.

1

[s7)

Man denke sich die Glieder dieser Summe in Gruppen
vertheilt, indem man alle Glieder, weiche irgend zwei be-
stimmten Werthen von 8, und 8, entsprechen, in je eine Gruppe
stellt. Man erhilt alle Glieder einer Gruppe, wenn man 8, alle

) 17 .

Theiler von W durchlaufen lasst.

173

Wenn 3—?_ > 1, so ist die Summe der Glieder einer
‘3

solchen Gruppe = 0. Sind ndmlich &, und nicht theiler-

aoq

1

. ) 1 .
fremd, so miissen entweder 8, und &,, oder &, und 553 einen
1 %%

die Einheit tbersteigenden Theiler gemein haben und es ist
D

entweder v (3, 3,) =20 oder 3 ) = 0, so dass alle
Glieder der Dbetreffenden Gxuppe vexsch\\mden Sind aber g,

und 87—6 theilerfremd, so ist 8, zu jedem Werthe von &, und

theilerfremd und man hat

7.(5,3,) = ’/(31)'/(52)

7
0,8,0

19293
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7
i, | . :

da '6;-—/ den Werth 1 oder O hat, je nachdem 6, ungerade

1
oder gerade ist. Die Summe der Glieder der Gruppe ist daher

D\
=160 (D) 270,),
1

. . . . 1 )
wo die Summation sich auf alle Theiler 8, von — bezieht
193
und daher ein verschwindendes Resultat liefert.
Es bleiben also nur diejenigen Gruppen iibrig, in welchen
1 = 8,9, ist und welche nur aus einem, dem Theiler 3, =1
entsprechenden Gliede

7.(3) <%> 3, =73, <%> L

1 1

-

[«7]

bestehen, und es wird

00 = 5,00 (5) 5

1

—nfo-(2)2)

\ plp

wo das Summenzeichen auf alle Theiler &, von 2 und das
Productzeichen auf alle Primfactoren p von 7 zu beziehen ist.

9.

Gauss bestimmt die Anzahl der Classen des Haupt-
geschlechts, indem er beweist, dass dieselben mit den Classen
zusammenfallen, welche aus der Duplication aller primitiven
Classen hervorgehen.

Bezeichnet I den Inbegriff aller primitiven ambigen Classen
der Determinante D und I'K den Inbegriff aller Classen, welche
aus der Zusammensetzung der Classe K mit allen Classen von
I' hervorgehen, so lassen sich alle primitiven Classen in einen
oder mehrere Inbegriffe

'K, TK,. .I'K,



138 F./'Mertens),

vertheilen. Da aus jeder ambigen Classe durch Duplication die
Hauptclasse K entsteht, so bringen alle Classen eines Inbegriffs
I'K; durch Duplication dieselbe Classe K? hervor und es kénnen
daher durch Duplication aller primitiven Classen nur hdchstens

die u Classen
K3, K%, K. (3)

entstehen. Diese sind aber auch wirklich alle untereinander
verschieden. Denn aus der Annahme

K=K
wiirde
(Klch’()2 = (K, K)? = K,

hervorgehen, wo K, die entgegengesetzte Classe von K, be-
zeichnet; es wire also K3K/, eine ambige Classe L und gegen
die Annahme K3 — LK,.

Alle Classen (3) gehdren dem Hauptgeschlechte an und es
erhellt, dass dieselben dieses Geschlecht genau erschopfen
miissen, wenn man darthun kann, dass jede Classe des Haupt-
geschlechtes durch Duplication entsteht.

Es ist also zu beweisen, dass jede gegebene primitive Form
F des Hauptgeschlechts einer Form <Toq; dquivalent ist, welche
aus der Duplication einer primitiven Form ¢ entsteht.

Zu diesem Ende soll zunachst dargethan werden, dass F
im Stande ist, Quadratzahlen darzustellen. Man darf hiebei
unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, dass der erste Coéffi-
cient von F zu 2D theilerfremd ist.

Es sei
F = AX?+2BXY+CY?
und
A=A4,8 D =D,13

wo g2 1?2 die grossten in 4, D aufgehenden quadratischen Theiler
bezeichnen. Da % zu 4, theilerfremd ist, so kann man eine Zahl
B, bestimmen, welche der Congruenz

hB,=B (mod 4,)
genligt, und es wird

h*B:=B>=D = h?D, (mod A,).
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Hebt man /%2 fort, so ergibt sich
2= D, (mod A,)

—

0 — Bﬁ —A4,Cp

und man hat

wo C, eine ganze Zahl bezeichnet. Wird nun

A +2Bxy+Cy? = f
hB, = B+14,

gesetzt, so ist identisch

F(hx+1y, 8%) = £°1°f (%, 5)
und es genligt darzuthun, dass die Form f Quadratzahlen dar-
stellt, oder die Gleichung

A2 +2Bxy+C y*—22 = 0

in ganzen Zahlen x, y, z 16sbar ist.
Setzt man

¥ =E&—By
y = 4,7
z=AC

so ergibt sich nach Forthebung von 4, fiir & 7, ¢ die Gleichung
E2—Dyr—A,0 =

welche zu den von Lagrange und Legendre geldsten gehort.

Dieselbe erfiillt alle Losbarkeitsbedingungen. Denn ihre
Coéfficienten 1, —D,, —A4, sind ohne quadratischen Theiler,
paarweise theilerfremd und nicht von gleichen Vorzeichen.
Ferner sind die negativen Producte je zweier

_‘Ao D07 AO’ Dn
beziehungsweise quadratische Reste von
1, D, A,

Dass D, Rest von A4, ist, folgt aus der Gleichung
D, = B} — 4,C,. Dass 4, Rest von D, ist, erhellt unmittelbar,
wenn es feststeht, dass A Rest von D ist; denn aus einer

Congruenz
4 =g2%4,= ¢ (mod D)
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folgt, wenn gg, = 1 (mod D) ist,
Ay(88) =4, =(8,9° (mod D).

Dass aber 4 Rest von D ist, folgt daraus, dass 4 eine zu D
theilerfremde, durch F darstellbare Zahl und F eine Form des
Hauptgeschlechts ist, da A demzufolge nicht nur Rest von den
einzelnen etwaigen ungeraden Primfactoren von D, sondern
auch von der hochsten, in D aufgehenden Potenz von 2 ist.

Man kann also nach dem Lagrange’schen Verfahren eine
ganzzahlige Losung &, 1, £ der obigen Gleichung ermitteln und
es ist klar, dass { nicht = O sein kann, da andernfalls aus der
Gleichung £&2—D,7? == 0 auch § = 7, = O folgen wiirde.

Stellt aber die Form F eine Quadratzahl 22 dar, so ist sie
einer primitiven Hilfsform (w2 b, ¢) von &2 dquivalent, deren
erster Coéfficient ein Quadrat ist.

Es lasst sich nun weiter zeigen, dass jede primitive Form
4 = (m? b, c¢), welche zum Hauptgeschlechte gehort und
schlicht ist, durch Duplication entsteht.

Es sei p. der grosste gemeinschalftliche Theiler von 7z und 7,

der von 7 und 2 und 3” der von 3’ und é%ﬁ Die Zahl
1.8'8"” kann nur gerade sein, wenn 8 =2 ist, und ist zu c theiler-
fremd. Hatten ndmlich ¢ und p.3’3” einen Primtheiler gemein,
so miisste derselbe in p. oder &, also jedenfalls in m2, 25 und ¢
aufgehen, was der Primitivitat der Form ¢ widerspricht.

¢ istquadratischer Rest von jeder etwa in p.8'3"” aufgehenden
ungeraden Primzahl p. Denn c ist durch ¢ darstellbar und p geht
in p, also auch in m, b und D = b*—m?*c auf.

Ist die Zahl .8/3"” gerade und 2~ die hochste in derselben
aufgehende Potenz von 2, so ist ¢ auch quadratischer Rest von
2=, Dies bedarf nur eines Beweises, wenn « > 1, also . gerade ist.
Man hat

D b2—m2c  DP—m? T 2 (c—1)
= , = ; —
.2 p2 P2 2

=3a”" (mod 2),

L b+m b—m o . .
weil und bei ungeradem &” beide ungerade sind.
[J.
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Hieraus folgt aber

Il

) I TR AT)
D = 3"p2=nd'3"4+85" ?‘?(‘?— ) (mod 2p2)

—=und’s” (mod 8)
und es ist also entweder gleichzeitig
nd’d’ =4 D=4 (mod 8) =2

c—1

0

(=1

oder gleichzeitig

=1 c=1 (mod4)

ud’3"=0 D=0 (mod 8) =>2
c—1 =1

(=) *=1 (=1 ° =1 ¢=1 (mod8)

Die Congruenz

2

=c (mod p.3/3")) €5

~
~

ist daher immer losbar. Sie ist aber auch so losbar, dass die
b+mz
{Lﬁll
Dass diese Zahl fiir jede Wurzel z der vorstehenden Con-
gruenz ganz ist, folgt daraus, dass in dem Falle 3/ — 2

Zahl theilerfremd zu . ausfalit.

ungerade, also

b+mz—zﬁ1—{4_:__0 (mod 3"

b b

ist.
Fiir jede in p.3/3"” genau aufgehende Primzahlpotenz p* gibt
es zwei ungerade Wurzeln £ und —¢ der Congruenz

2

2=c (mod p™)
b+mi b—m(
T LAY 1

theilerfremd sein. Wéiren namlich beide durch p theilbar, so

und es muss eine der beiden Zahlen zu p

. 2 b 2 m 2 . q
wiren es auch —; — und ; — und daher auch o, weil —
P 0 5 u, i ",

m . . N .
und — theilerfremd sind; es miisste also p — 2, 3" =1 sein,
).

e s
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b+ml b+m
was unmoglich ist, da ———= =
[J, 1,

!
b+m
nd”
stimmt man dann eine Zahl z, welche in Bezug auf die einzelnen
Primzahlpotenzen p~ von p.3/8” der jeweiligen Wurzel ¢ con-

gruent ist, so gentigt dieselbe der Congruenz (4) und es wird

= 38" (mod 2) ist. Man

darf also annehmen, dass zu p theilerfremd ist. Be-

b z b
otmz = + ﬂ: (mod p)

p b

b+mz
Die Zahl i kann also durch keinen ungeraden Prim-
P
factor von p. theilbar sein. Sie muss aber auch ungerade sein,
wenn p, gerade ist, da alsdann 27 = 4, also

b+mz b m
—_—=—4 — (mod 4)
P P P
und
b+mz _ b+ml

pa” = 3"

(mod 2)

ist.

Dieselbe Zahl btmz ist aber auch zu m theilerfremd,

s’ ~
.om b+mz b+mz
weil — zu —, also auch zu — und umsomehr zu AT
1 P N 1
m b+m
theilerfremd ist. Wenn aber p. und — zu 8” theilerfremd
1, 1
)

. . m . .
sind, so gilt dasselbe von dem Product P = m. Weil endlich

2 2(b %
m und 57 theilerfremd sind, so sind es auch 7 und ([’ ;,-;7,2—)

und pd/8” ist der grosste gemeinschaftliche Theiler von
mp.3’3" und 2 (b+mz).
Setzt man nun

S,

_ (b4+mz)*—D 2(b+mz) 2,

—_—
— ~

YH e — M —r
m 8’8" p.8’'3"” na3'3"

w = (mpd'8" b+mz, 1),

so ist ¢ eine primitive Form, welche, mit sich selbst zusammen-
gesetzt, ¥ hervorbringt.
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Dass ¢ primitiv ist, folgt daraus, dass die Coéfficienten
mp.d’3" und 2(b-+mz) nur solche Primtheiler gemein haben
konnen, welche in ihrem gréssten gemeinschaftlichen Theiler
w3’3"” aufgehen; ein solcher Primtheiler geht aber in »2 auf und
. . . . . 2(b+mz
kann in / nicht aufgehen, weil er weder in z noch in %—)

P
aufgehen kann.

Wird die Form ¢ ¢ mit (U, B, €) bezeichnet und eine Lésung
der Gleichung

mpd' 8" o4 2(b+mz)y = pd’'3"

ermittelt, so ist

o — <mp,0’§i’)2 —
na’8”

D - (0 +1m2)?

B =amb+mz)+y Wg//—

(mod m?).

Zieht man von dieser Congruenz die mit multipli-

b
[LSIB”
cirte Gleichung zwischen o, v ab, so folgt
o, D —b2+4-1m22?
%—b =oamz47 W

—_ zQ—c 2
— (7.5+'{ F,W 111=
=0 (mod #22).

Es ist also 8 — b und demnach

U, B,6) =@ =1
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