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Uber die Ellipse vom kleinsten Umfange
durch drei gegebene Punkte

(IL. Mittheilung)

Victor v. Dantscher.

(Vorgelegt in der Sitzung am 21. Mirz 1895.)

Dritter Abschnitt.

Wie im ersten Abschnitte! S. 7 angedeutet wurde, wird
man jetzt darauf ausgehen die sammtlichen Ellipsen E zu
ermitteln, welche ein Dreieck P'P"P" enthalten, das mit dem
gegebenen Dreiecke ABC congruent ist.

Von einer solchen Ellipse E weiss man nach dem Satze
D), S. 43, dass ihr Umfang ein Minimum ist; stellt sich dabei
heraus, dass es nur eine solche Ellipse gibt — was nur von

dem Beweise des Satzes abhidngt, dass durch die Forderung
b2
des Minimums der Werth des Verhaltnisses - der Quadrate

der Halbaxen der gesuchten Ellipse im Intervalle (0. .1) ein-
deutig bestimmt wird — so ist ihr Umfang die gesuchte untere
Grenze und mit ihrer Bestimmung die Aufgabe geltst. Der
Beweis des eben angefiihrten Satzes ist der Gegenstand dieses
Abschnittes.

Zur Berechnung der Seiten P"P" P"P' P'P" dienen die
Formeln 24), 11,2 S. 28, fiir die Coordinaten der Punkte P” und
P als Functionen der Coordinaten z’, ¥’ des Punktes P’/ und
der Grossen a? und 2.

1 Diese Sitzungsberichte, Bd. XCIX, Abth. II. a, Jénner 1890.
Die rémischen Ziffern I und II bezeichnen den ersten und zweiten
Abschnitt.



Mittelst derselben ergibt sich:
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Setzt man wie friither (I, S. 1)
BC? = a2 CA? = p? AB: = 8

so hat man die Grossen a2, b2 «/, ¥’ so zu bestimmen, dass z. B.
) ’ b 3

PrPpie — 42 Ppr — £2, p'pr — 7
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Fiihrt man wieder ein:
2! = ay’, v = by, (x2+y2=1), 0= ta, b= (1—#)p, b2 = (1—w)a?,

(1—28) g2+
A—1)e

so wird ¢'4+1 = und gehen die Formeln 1), 2), 3) nach 4) in die folgenden tiber:

4
G G el

B =g ,)12,2”2]2 (GG +28y VI—2D"+AC—) HE)]a®
. 1
T2
wobei gesetzt ist:
G = (1 —28)2np/s4+(1—28)[2(1—28) (1 +t—2)— (2 —4{—3 L2+ 23 x|yt
+2[2(1—2¢) (3—12)—(2—1) (2—3t—4 L2428 x|+ #* (2—¢) [2— (2—1)n],

H(”?) = (1—28)[— (1 —=28)+(1—t)n]p2+22[— (1 —2¢) + (1—£) (2—#)»].

282+ 2—)][(1 —2¢t— (1 —))r2+¢2]a?

(G —21y \/(1—28) 2+ 82— H')]a,

Diese Gleichungen oder die ihnen dquivalenten:
[(1—28)g2+ #1202 = 4[(1—28) 2+ (2—1)][(1 —2¢—(1—£)2%) /2 4+ 2] a?
[(1—28)g"2 +£T(E++2) = 2G 1) a?
[(I—2)p £ @) = 16,2 (1—p) [(1—20* + 82— H]H ) a,

5)
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12)
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welche nach Einfithrung der Bezeichnung N’ fiir den Ausdruck
[(1—2¢)y/24-#2]2 voriibergehend in der Form

Na? = ¢@?)a?,  N'E+1%) = ¢@'?)a
N2(B2—y2)2 = y (%) a*

geschrieben werden mogen, konnen nun zur Berechnung der
Grossen %, 12, a? dienen.

Ihnen gesellen sich aber noch zwei andere Gleichungs-
systeme derselben Art zu.

Die Gleichungen 24) II bleiben n&mlich, wie bereits bei
ihrer Bildung bemerkt wurde, bestehen, wenn man die Accente

100 cyclisch vertauscht, wobei dann unter ¢’ und ¢/ die Aus-
112 1’2 me e
& y x Y
driicke —— 4+ =— —1 und +
a? b2 a? b2
Zur rechnenden Verification dieses Umstandes stehen die
Relationen:

13/)

—1 zu verstehen sind.

x/xl/ ylyll o x”'\f”’ ylly”/ _
aa + bb +1=0 an + bh +1=0
‘UI”‘V ylllyl
1=0
aa + bb +

zur Verfigung, welche aus 24) II leicht abgeleitet werden. Es
bestehen somit die Gleichungen:

a ¥y a |+ ¥y ]
2 — [——+ ] £ — _r 7
I+ 1 5 Ve d+1 1 a b Ve L.
b : — b [ 9 x =1 Y
=t B A IR B G,
. L i
r n " _ " " T
=il s VL =l eV
s " - S 19)
b yll x/l . b yI/ x// .
m _Z N\ r—_7 X r 7
Y e'+11 B a \/ I /1L B + a \/e I
I/I n I
2 = e”’(.:.l —¥+— \/e”’ o — e”’[.:_l _x_ J/ \/em
- T 16)
b III x m b ylll ¥ wiii
V= M1 6 \/em y”:e’”+1 [—T"' em '

in welchen auf den Zusammenhang zwischen den Vorzeichen
der drei Quadratwurzeln zu achten ist.
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Fixirt man z. B. das Vorzeichen von \/e7, so sind damit
die Grossen z”|9" und x| " durch 14) eindeutig bestimmt
und daher auch durch 15) und 16) die Vorzeichen von \/e_”
und \/e'T.

Um diesen Zusammenhang auf seine einfachste Form zu
bringen, entwickle man aus 14) und 15) die Relation:

N (ba—ab)x'y'+abab \/¢ )
&= ble2+02y’2

und aus 14) und 16) die Relation:

T — — (ba—ab)x'y'+abab \/ ¢ 8)
e = bzx@ﬁz},lz ’

Bemerkt man nun, dass
atbia?p?e'—(ba—ab)?x'?y’2 =

2
= % [(ba—ab)?x'+—2 a®ba (ba—ab) ¥'2+ a*a® (b2—0?))

b2 ] .
= 75 [(ba—ab)x"*——a%(b +5)] [(ba—ab) x'*—a®a (b—b)]

im Intervalle 0 =< #'2 << a? bestdndig positiv ist — es ist ndm-
lich ba—ab — ab <7a_ — E) = ab <1 —2 E) =ab(2¢t—1) wegen
a b b

1= - nicht negativ und wegen a << a kleiner als a(b—b) —
so ergibt sich aus 17) und 18), dass die Vorzeichen von \/e_”
und \/¢” mit dem von \/¢ iibereinstimmen miissen. Setzt
man nun auch z” = ag”, y" = by’ F"2+y"2 = 1), 2" = ",
y" = by (x"24-y/"2 = 1), so ist nach 14):

' = g (% N 2D+ P D]
P = ! [—(1—ty'—y \/A—2D)"+ B (2—1)],

T A=20)+e

und bleiben diese Relationen bestehen, wenn man die Accente

n, " cyclisch permutirt.
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Bezeichnet man die Ausdriicke [(1—2¢)x"”2+£%]2 und
[(1—2#)g"2+#]2 mit N’ und N", so stellen sich den Glei-
chungen 13’) demnach noch die folgenden zur Seite:

NG =o@")a®  N'(1+a) = ¢(")a?
N(P—af)? = y (") a*
A]II/,.{Q =g (& 1112) al N”’(d.z +p2) — q) (glllz) a?
N'”2(Ot2 __p2)2 — X(E’”2) as.

Auch jedes dieser Systeme kann zur Bestimmung der
Grdssen %, a?, ¢'? dienen.
Zunéchst soll nur die Gleichung betrachtet werden, durch
2 b2

welche der Modul » = bestimmt wird; dieselbe wird

a2
anscheinend erhalten, indem man etwa aus den drei Glei-
chungen 13’) die Gréssen g2 und a2 eliminirt, oder aus 13")
£, a2, oder aus 13") y"’2, a®. Die Resultante dieser Elimination
stellt gleich Null gesetzt die nothwendige und hinreichende
Bedingung dar, welche die Grossen a2, B2, 2 x, ¢ erfiillen
miissen, damit Werthepaare g2, a? existiren, welche diese drei
Gleichungen erfiillen; es tritt aber hier der besondere Fall ein,
dass diese Resultante identisch, d. h. fiir willkiirliche Werthe
der Grossen o2, 82, 72, «, ¢ verschwindet, denn offenbar sind alle

2
drei Gleichungen 13’) durch das Werthepaar p/2 = 2; i
. 2
a* = 0 erfillt; ebenso die Gleichungen 13”) fiir p”2 = 51
£ N
a? = 0 und die Gleichungen 13") fiir ;"2 = 51 at =0

Man muss daher die Frage so stellen:

Welches sind die nothwendigen und hinreichenden Be-
dingungen dafiir, dass z. B. die Gleichungen 13’) durch ein
12
2¢—1’
und erhilt die Antwort darauf leicht durch folgende Uberlegung.

Wenn die erste und zweite der Gleichungen 13') erfiillt
werden sollen, ohne dass N’ und a® zugleich verschwinden,
so muss die Gleichung:

2?p—(F+7%)p =0 z21)

von 0 verschiedenes Werthepaar 2, a? erfiillt werden

1 3”)

1 3///)



Ellipse vom kleinsten Umfange durch'drei Punkte. 307

erfiillt sein, und umgekehrt: wenn die Gleichung 21) erfiillt

ist, so gibt es von 0 verschiedene Werthepaare ;2 a?,

2¢—1’

welche die beiden ersten Gleichungen 13') erfiillen, weil fiir

willkiirliche Werthe von 2, 2, 72 die Gleichung 21) nur dann
t2

durch g"Z:?t i erfillt wird, wenn ¢ und ¢ den gemein-

samen Linearfactor (1—2#)x2+#2 enthalten, was aber nicht
der Fall ist, solange % und £ willkiirlich sind.

Wenn ferner die erste und dritte Gleichung 13’) erfullt
werden sollen, ohne dass N’ und a? zugleich verschwinden,
so muss die Gleichung:

U'.IX — ([32_.(2)2,?2 —0 22)

erfiillt sein, und umgekehrt: wenn die erste Gleichung 13’) und

die Gleichung 22) durch ein Werthepaar ¢’2, a? erflillt werden,
2

so ist dieses Werthepaar von - 0 verschieden und wird

2¢—1’
durch dasselbe auch die dritte Gleichung 13') erfiillt.

Dabei kann in 22) noch der gemeinsame Factor (1—2%).
.x"2+13(2—t) der Functionen o und y abgesondert werden, da
er fiir willkiirliche 22, B2, v2 sicher nicht Factor der linken Seite
der Gleichung 21) ist.

Man wird daher das System 18’) durch folgende drei
Gleichungen ersetzen:

[1—22)& +#2]2u2—
— 41 =208 +BC—H[1—2t—1— )20 &' +#]a? =0
G@ENa2—2[(1—28)8+83(2—1)].
T —2¢—(1— )20 & +£2] (B2++2) = 0
CE—H2E) e +[(1 =258+ (2—1)].
Jl—24—(1—2)2n) &+ 22 (p2—7%)? = 0,

LD

wobei fiir ¢2 & geschrieben wurde.

Da nun aber die Grosse @? nur in der ersten dieser drei
Gleichungen vorkommt, so wird die nothwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Existenz von Werthepaaren &, a2,
welche diese drei Gleichungen erfiillen, offenbar durch das
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Verschwinden der Resultante nach §/ der zweiten und dritten
Gleichung ausgedriickt.

Diese Resultante R/ verschwindet sicher nicht identisch —
weil fiir o2 >0, f2 =42 = 0 die zweite und dritte Gleichung
keine gemeinsame Wurzel haben, solange z und ¢ willklirlich
sind —, sie ist eine ganze homogene Function zehnter Dimen-
sion der Grossen o2, §2, 42, symmetrisch in 2 und 42, und ent-
hilt offenbar eine Potenz von o2 als Factor, da fiir o2 = O die
zweite und dritte Gleichung durch (1—2#)&+£3(2—¢) =0,
oder (1—2¢— (1—¢#)2%)&'+# = 0 zugleich erfiillt werden.

Ganz analog wiirden die Gleichungen 13”) ein System 23")
liefern, welches aus 23’) dadurch hervorgeht, dass an die Stelle
der Grossen o2, B2, 12, &' die Grossen (2, 12, 02, £/ = p/"? gesetzt
werden. Die Resultante R” der zweiten und dritten Gleichung
23"y nach & ist eine ganze homogene Function zehnter Dimen-
sion der Grossen a2, B% 42, symmetrisch in ¥ und ¢?, welche
eine Potenz von {% als Factor enthalt; ebenso wiirde sich aus
13") ein System 23"") ergeben, welches aus 23") dadurch
erhalten wird, dass man an die Stelle der Gréssen 2, 42, a2, &"
die Grossen 72, o, B2, & = /"2 setzt. Die Resultante R der
zweiten und dritten Gleichung 23") ist eine ganze homogene
Function zehnter Dimension der Grossen o2, 32, v2, symmetrisch
in @® und P2 welche eine Potenz von 4® als Factor enthéalt. Da
nun nach dem Zusammenhange zwischen &, &/, & jedem
Werthepaare &, a?, welches die Gleichungen 23') erfiillt, ein
Werthepaar £, a® entspricht, welches die Gleichungen 23")
erfillt und umgekehrt und ebenso ein Werthepaar £, a2
welches die Gleichungen 23") erfiillt und umgekehrt, so
miissen die Resultanten R/, R”, R von tiberfliissigen Factoren
gereinigt, identisch sein. Hieraus folgt aber, dass die noth-
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz von
Werthepaaren £/, a® z. B, auf ihre einfachste Form gebracht,
in den Gréssen o2, B2, 12 symmetrisch ist, wie es nach der
Natur der Aufgabe von vorneherein zu erwarten ist.

Nunmehr soll die Resultante R/ wirklich berechnet werden.
Bezeichnet man die linke Seite der zweiten Gleichung 23/) mit

2,8 +a 8% +af +ay,
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(Zur Abkiirzung wird im Folgenden die nach steigenden Potenzen von ¢ geordnete ganze Function
Cot Gt 2 4. +c,t" durch (¢, ¢, ¢,,. .c,) bezeichnet.)
dy, =
(1—=28)3[—2(1—=2£)3(1, 1, =)+ (1 —£)(1—2¢£)2(5, 3, —6)n—4 (1—£)3(1—2) (1 +#)v2+ (1 —£)1u3] ab
+2(1—283[1—2¢—(1—1)2x][1 —2¢—(1—£)%]2at (B2+72)
+(1=28)83[%+(1—28)2%n—2(1—£)2(1—2) 2+ (1 — 1) %3] a2 (B2 —72)?

dyy =
B(1—=2)[—2(1—2£)3(3,0, —1)+2(1—£)(1—28)2(7, —1, —5, Dx—4(1—£)3(1—2¢)(2, 2, — ) %2+
+1(1—=H)'C— )b+ 22(1—24)2[(1—22)(1, 2, —1)—t (1 —£)2(2— )] [1 —2t—(1 — £) ]2t (B2 +72)
FE=28)2[% +(1—2£)2(2, 2, —1)n—2(1—£)2(1—28)(1, 2, — 1) %2+ £(1 — £)*(2—1) %3] 02 (B2 —72)2

dyy =

H(1—=28)2[—2(1—28)2 2 —1)+(1— £) (1 —28) (11, — 11, 2)n—4 (1 — £)*(2—1)x2] o8
+265(1—24)2(2—£)[1 — 24— (1 — £)%]2at (B2412)
(1= 2802 % 4(1—2£) (1, 4, —2)n—2£(1 — £)2 (2—F) n2] o2 (B2—72)?2

dy, =

$1(1—21)2(2—¢) na? (B2—12)2

o1¢e

‘rayosiue( ‘A ‘A
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%z 0T— € 91 21— Q) (1c—1)—1)—@— ‘¢ F+— ‘Da(1c—DI(15—1) 13 +ge[e*:(—2) (17— 1)+
20—+ 1) (—Dz—20— 26— ‘De—1)G—1De— 0 v— ‘Drz—1 2l (12—
— mH@ITwcmw

a(Gh—28) Gh+ ) (t—1) —%(12—1) (17— 1) g +e(15—1) —1:(7c—1) e# T+ 2 — D) e[ %2 (7 —2) 1+ 1) (G— 1) +
X(I—261— ‘a1 ‘el ‘91— ‘Q(—1)g—*(F— ‘T ‘ev— 81 ‘OF ‘Ce — Q) (g—1)+
—ecF—Netz—1Nz—l:(7z—1) a2+
(e +2d) w0l (7—2) G+ 1) G—1) —a%(G— ¥1 08— ‘01 ‘28 F&— B)(1—1)+
x(ze—‘cer‘ 11— ‘©Ue—DNU—1e—(E—% 97— ‘D(7c—D](7g—1) 213+ o0l x:(7—2) G+ 1)c(7 — 1)+
2(19—601 ‘e—@t—nN2—2( ‘e— 22— ¥ DUzc—1G—D1v+0 00— +— ‘D7z —1gl(12—1) a7
— mﬁmul_lmomu
dGr—) A+ ) [*(1—2) (71— 11— — ¢ ‘DD —DIG—2)stz—
)2 v— ‘e— D —2)—0 ‘0‘9)(7e—1Dsl(—2)et
— dmmu
2et—28) Gh+28) [%(7—1)—12—11(01—2) (12— 1)1 73—
Gr—D e x(ce— F— 20— 0— 1DGc—13l(—2) (75 -1).7

oy ﬁﬁ

—
[

Sitzh. d. mathem.-naturw. Cl.; CIV.Bd., Abth.Il. a.



+2(1—£)2(2—1)(2, —6, 4, 2, — 1)u2— (1—£)*(2— £)2w3]ad (B2 4-42) + £+ (1—2£) [2(1 —2£)2(—1, 6, 1, —6, 2)
+(1—2£)(10, —44,60,10, —47, 24, —4)x—2 (1 —£)2(2—£)(3, —9,7, 3, —2)x2+ (1 —£)* (2—1)2 3]0 (B2 —2)?
+20(1—20)[— (1—=20°(1, 2, — D)+ (1—£)* (1 =28) (1, 4, —2)% —£(1—1) 2 — )42 B+ (32— 17)*

d,+dyy =

19[2(1—21)2(1, —4,3, — 1)+ (1—£) (1—2£) (2—£) (— 2,13, —15, 8)x—6 £ (1—£ )+ (2—£)2 k2 £(1—£)4 (2—1)3 %508
+28[(1—28)2(1, —4, 5,0, —1) — (1—#) (1—2£) (2—1) (2, —5, 1,6, —2)x

+(1—1)2(2—1)2(1,0, —7, 8, —1)x2—t (1—£)*(2—£)3 %3]or* (B24+2) +£5[2(1 — 2£)2 (—1, 12, —2, —8, 3)
+(1—28) (2—£) (6, —25, 24, 28, —32, 8)x—2(1—£)2(2—£)2(1, —1, —4, 7, —2)x2

(1 —£) (2—£)Pn¥] 02 (B2—12)2 4 245 — (1—2£)2(1, 4, 2, —4, 1)

21— (1—28)@—1)(1, 2, — 1) (1— ) C—1)P 2] (B 47 (B — )2

Von der Determinante 24) kann zunédchst der Factor #?(1—2£)*(2—¢)a® dadurch abgesondert werden,

dass man ihre Elemente durch die folgenden ersetzt:

c.. — dyy .. — dos co — dys P dy,
T (1—2¢)3a2 127 (1 —2¢)%a2 13 2(1—21)2a2 14 #(1—=2£)2(2—t)0?
dys dyy+ dl 2 . dy+dy dyy

= s y = Cop = ri—r b
1 = R _2g) 2 = (1 ay) ‘3= A2 M= R{_21(0—1)

(A%

ayosjue(q ‘A A



— dyg __ dyy iy _ Gy t+dyy - dyy
Gy A1 —21) C30 = 2 C33 — £6 Cay ‘_-L‘-Bd(Z—I,‘)
a, ) . N - a2 . a
‘=g ‘a = % ‘b = = Fa—n

Man bemerkt ferner, dass die Determinante |ic;|| den Factor a* enthilt. Ersetzt man ndmlich ihre zweite

Horizontalreihe H, durch
H) = H,—[1—2¢t—(1—1)2x](B*—y%)2 H,,
(in leicht verstdadlicher Symbolik) und ihre dritte Horizontalreihe H, durch
H} = H,—[(1—28)(1, 2, — 1) —t(1—£)2(2—1) %] (B — 1?2 H,,

so zeigt sich, dass die Reihen Hj, und H} den Factor a2 enthalten.
Bezeichnet man die Elemente der transformirten Determinante mit e;;, so ergibt sich

R = 12(1—2£)*(2—¢)aS|eq|]
und sind die Ausdriicke flir die ¢; die folgenden:

e = C11, (/6 =1, 2, 3, 4)

=1Q

621 =

[—2(1—2£)3(3,0, -~ 1)+ 2(1— (1 —22(7, —1, —5, Nn—4(1—£)3 (1 —2£) (2, 2, — D)2+ £(1—£)* (2—2)xF] ot
+2[(1—28)%(1, 2, — 1) — (1 — ) (1 — 2£)2(2, 6, —5, D)x

"9yqung Tedp yoanp sSuejwi usjsurafy woa asdid

e1e
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der =) (7—2) (G— 1) —2G— ‘e 8 11— DN+G+ 1D Ue—D—1)e—]
— 7%,
s —aDe*e(7—2)s(F — D+ (F — ‘801 ‘15— Q) s(1—1)—% (¥ ‘91— ‘61 ‘91 ‘23— ‘01)(#g—1)+
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Aber auch die Determinante ||e;|| enthdlt noch einmal den Factor a? Ersetzt man ndmlich ihre erste
Verticalreihe V, durch

VI=e(l—2t)V,—[1—2t— (1 =20V, +[1—2¢ — (1 —2)2x]2V;— (2 — ) [1 —2¢ — (1—£)?x 3V,
so zeigt sich, dass alle Elemente von V! den Factor

(=21 —2H—(1—8)(2—t)n]na?
enthalten.
Bezeichnet man die Elemente der Determinante nach dieser Umformung mit fi, so ist

R/ = 1101 —£)4(1 —2£)3(2—£)[2(1 —2£) — (1 —£) (2—2) %] %08 | fil.

Die Ausdriicke fiir die Elemente f;; sind die folgenden:

Ju=
22(1—2£)2—6(1—t)(1—28)n+(1—2) (4—51)%?|a?

Jor =
[2(1—28)2(—1,2, D+2(1—)(1—28)(1, —6, —2, D+ (1—£)(2, 1, —2, —5, 2)x2— (1—£)3(2—1)n%]o?
+[%+4(1—1)21—28)n—2(1—#)2(4, —7, )2+ 2(1—£)3(2—2)#3| (B2 +1?)

Jo1 =
[—2(1—28)34+2(1—t)(1—28)(2—¢t)(1—4t)rn—(1—1)(2—¢) (1, —10, 16, —6) x> —£(1—£)3(2—1)? %] 0
F[*+4t(1—£)2(1—=20)C—Hn—2t(1—£)22—1) (4, —7, Du2+21(1—£)3(2—1)2%3](B2+7?)
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fn=
2(1=28)—2(1—=)C—Hn+(1—£)(2—1t) >

_ i=1,2,3 4>
ﬁk—“elk <k: 2,3,4
Bezeichriet man nun mit ), ¥, [ dic symmetrischen Functionen:
0 = o2+ f2472 = —ol Bl 2 (a2B2+B2y2 2 02) 0 = a2p2y2, 25)
so ist:

Byt = 0—of  (B—1)2 = —3al+2002—; 26)

die Grossen a?, 2, 12 sind die Wurzeln der cubischen Gleichung

23 —022 4~ % (@24+-E)z—I1 = O,
insbesondere ist also:

o8 = Ot L (024 T)o 411 27)

Mittelst der Formel 26) lassen sich daher die Elemente fj; als quadratische Functionen von o dar-
stellen, deren Coéfficienten ganze Functionen von %, £, 0, X, [I sind. Die Ausdriicke fiir die Elemente fj; in
dieser Form sind die folgenden:

Ju=
22(1—282—6(1—8)(1—28)n+(1—2)(4—5¢)x%]a?
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S =
(1—=222—H[2(1+t)—(2+1t)n]a?
+2(1—=2H[—(1—28)+(1—£)%x]®

Ju =
(1—=20)2—H[4(1+1)—(2—1F) (1+28)%]a?
+2[—(1—=28)(1, 2, —1D)+t{1—£)2(2—#)%]®

Ju=
[2(1+£) —(2—¢)n]a2—2¢0.
Mittelst der Relation 27) lasst sich nun auch die Determinante || fiz|| selbst auf die Form

Q)+, 02+ Q, ot

bringen; dabei zeigt sich, dass €, und &, identisch verschwinden, fiir &, ergibt sich der Ausdruck:

B—=)31—=2H)(1+5)n[2(1—22) — (1—2) @—1)n] F(x, t; 02, B2, 1%);
also ist:
R =2(1—p2(1=2)'A+) 22— [2(1=2¢) — (1—4) C—1)n]?ad F(x, ¢; a2, B2, 12),

wobei gesetzt ist:
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Fn, t; 22 6% 7%) = 29)

4r(l—n)[2(1—28)—(1—&) —)n][1—2F—(1—#)2n] [1 —2¢ 41 (2—¢) %] B2 X2
—32(1—2£)2(1—n)?[2(1 =282 +4¢(1—2¢8) 2—H)n—(1—1) 2—1£) (1 + 21—2£)»?] O XTI
+2568(1+1£)(1—28)1(2—1¢) (1—w)31I2
+x[2(1—28)—(1—)C—H)n][2(1—28)—2(1—12) 2—t) v+ (1 — ) (2—1) %2]2E3.

Die nothwendige und hinreichende Bedingung filir die Existenz von Werthepaaren ’2, a? (verschieden
9

von dem Paare 571 0), welche die Gleichungen 5), 6), 7) erfiillen, wird also, solange die Grossen =, £,

a2, B2, 42 willkiirlich sind, durch
F(u, t; 0%, 82,729 =0 30)
gegeben.

Es erschien mir unerldsslich, die Richtigkeit des Ausdruckes F durch eine rechnende Controle zu
prifen. Zu dem Ende wurden vermittelst der Formeln 5), 6), 7) die Grossen 0, X, I1 als ganze Functionen
von p'%, a? «, f, gebrochen durch eine Potenz von N’ dargestelit. Fiihrt man diese Ausdriicke in die
Function F ein, so muss das Resultat identisch verschwinden (natiirlich ohne Riicksicht auf den trans-
cendenten Zusammenhang zwischen «» und #), wie auch vollstdndig constatirt wurde.

Die Function F ist, wie zunéchst hervorgehoben werden soll, im Rationalititsbereiche (x, #, a2, (2, 12)
irreducibel. Dass sie im Rationalitidtsbereiche (x, ¢, ©, X, [I) irreducibel ist, ist unmittelbar zu iibersehen.
Sie hat ndmlich die Form C 02£24 C 0L+ G112+ C, 23, wobei C,, C,, C,, C, ganze ganzzahlige Functionen
von » und ¢ sind, ohne einen allen vieren gemeinsamen Theiler, wie man sofort {iberblickt, wenn man die

[N}
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Factoren von C, betrachtet; als quadratische Function von II,
deren Coéfficienten keinen gemeinsamen Theiler haben, ist sie
irreducibel, weil ihre Discriminante [(4C,C,—C?) 02 +4C, C, X152
kein Quadrat ist.

Aus der Irreducibilitat im Bereiche (0, %, [1) kann nun aber
auch leicht die Irreducibilitdt im Bereiche (22, £2,42) erschlossen
werden.

Eine reducible ganze symmetrische Function von «?, B2, 4%,
welche im Bereiche (8, X, II) irreducibel ist, ist ndmlich noth-
wendig eine Potenz einer nicht symmetrischen ganzen Function
von o2, B2 42 und zwar einer alternirenden Function (siehe
E. Netto, Substitutionentheorie, Leipzig, 1882, S. 63, Lehr-
satz XVI). Also konnte nur sein F— C[(>—?) (v*—a?) («2—[?)]%,
wobei C eine ganze Function von % und ¢ bezeichnet; das ist
aber ersichtlich nicht der Fall, weil z. B. fiir a2 = 2 =2, wofir
® = 302, ¥ = 3!, Il = b werden, die Function F fiir willkiir-
liche Werthe von » und ¢ nicht identisch verschwindet.

Die Function F ist also in der That im Rationalitdts-
bereiche (x, £, 2, 82, 7%) irreducibel, solange diese Grossen will-
kiirlich sind.

Fiir den Eliminationsprocess kam der transcendente Zu-
sammenhang zwischen % und ¢ nicht in Betracht, = und £ waren
dabei als unabhédngige Verdnderliche zu betrachten. Damit aber
durch die Formeln 3), 6), 7) die Quadrate der Seiten eines
Dreiecks P/P"P" dargestellt werden, muss nach dem Satze I,
S. 43, IIl) ¢ die in I, S. 33 definirte transcendente Function

—(1—2) K : :
_( %) ‘+E— sein, deren Entwickelung in der Umgebung

wE ) 3
oy — i 31 - . 2
der Stelle » = O mit den Gliedern 5 + o %+ o5 *
beginnt.

Wenn aber = und ¢ nicht mehr von einander unabhangig
sind, so kann auch nicht mehr ohne Weiteres behauptet werden,
dass die vier Functionen C,, C,, G,, C,, die Coéfficienten der
Function F = C,02%2+ C, 0211+ C,II?+ C, X3, fiir keinen Werth
von % zugleich verschwinden.

In der That zeigen die Entwickelungen in der Umgebung
der Stelle = = 0:
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e s
01 :%Js;.(;? B 342.67 - 3421})7 - ]
el |

C, = v—g—:+g—:%—%%2 J

dass diese vier Functionen fiir * = 0 sdmmtlich, und zwar mit
der Ordnungszahl 4 verschwinden.

Die Gleichung F =0 wirde daher fiir willkiirliche Werthe
von o, 82, 42 viermal die Wurzel = = O ergeben, die aber offen-
bar, wenn nicht gerade o2 — B2 = 2 ist, flir das vorliegende
Problem ohne Bedeutung ist.

Diese Bemerkung regt ferner die Frage an, ob die vier
Functionen G, C,, C,, C, nicht auch noch fiir andere Werthe
von % saimmtlich verschwinden. Der einfache Bau der Function
C, =256 (14-4)(1—2£)*(2—£)(1—=)® lasst aber leicht erkennen,
dass dies nicht der Fall ist.

Fir #=—1 ndmlich wird C, =—268.3*(1-—%)*, verschwindet
also nicht, weil flir x =1 # =1 ist.

2

Fir 1—2¢ =0, also ¢t = %, wird C; = %x*(l—*/.). Dass
% = 0 gemeinsame Wurzel der vier Functionen C,, C,, G,, C,
ist, wurde bereits bemerkt, x =1 ist aber eine solche nicht, weil
dafir £ = 1 und somit C; = —23% wird.

Fir t =2 ist C; = —2%.3%x, also sicher von Null ver-
schieden, da flirz = 0 ¢t = % ist.

Damit ist gezeigt, dass C,, C,, C,, C; nur fiir den Werth
% — 0 sammtlich verschwinden.

Um nun aus der Function F(x, ¢; o2, #2,+2) den Factor «!
abzusondern, wird an Stelle von ¢ die Function

211

S =
%

31)



eingefiihrt, deren Entwickelung in der Umgebung von = = 0 mit den Gliedern

) 3 3 3.37 , 38.47 . 3.7.73 3.17.43 | .
S=gy okt g M o Wt o w0+ 32)

. .. . . . s+ 1 . .
beginnt und welche fiir x = 1 zugleich mit { den Werth 1 erhalt. Setzt man nun ¢ = 5 so ergibt sich:

%4 2 2 2
F(‘X” t; az, Bg7 72) = 7}‘ %(%7 S; a’" g‘? 7‘)’
wobei

F(n, 55 02 B 1%) = 33)

4(1—)[1+2(2—n) s+x2s2|[3+4 (2—n) s +x2s2][3—2 (2—n) s—x2s?] B2L2
+256(1—)2s2[9 412 (2—w) s — 16 (1—n) s2—4%2 (2—n) s3—un'st] OZ[1+4096 (1—x)>s1 (3 +xs) (3—ns)II2
—[3+4(2—w)s+%2s%|[3(2—n) +4 (2—2%+22) s+x? (2—n) s2]°%3
ist.
Die Function $(x, s; a2, 2, 1?) verschwindet fiir keinen von a2, B2, 12 unabhingigen Werth von =, und es

ist somit
%(%7 s; 0'27 327 .{2) = O 34)

die Gleichung, welche zur Bestimmung von » durch o2 82 42 oder 0, I, II dient.
Da F(x, s; 02, f2,12) in 22, 2, v® homogen ist, so hidngt = nur von den Verhiiltnissen zweier der Gréssen
22, 2,12 zur dritten ab, wie geometrisch von vorneherein evident ist.

opqung 12ap yoanp sfurjw) uejsurely woa asdid
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Nun kommt Alles darauf an, zu untersuchen, wie viele
Wurzeln # im Intervalle O =<« << 1 die Gleichung

Fn s; 2% 8% 7%) =0
fiir ein eigentliches Dreieck ABC hat.
Ein solches Dreieck ist bekanntlich dadurch charakterisirt,
dass der Ausdruck
x — _(a-lr_l_pi_i_.ri)_'_z(d232+B272+.‘,2a2>
= (a+B+7) (—o+L+7) (a—B+7) (2+E—7)
einen positiven Werth hat.
Zunachst lasst sich zeigen, dass die Gleichung
& s; 2% 6% 7%) =0,
wenn X = 0 ist, sicher eine Wurzel im Intervalle O <<« <1 hat.

Dazu wird diese Gleichung durch 06 dividirt und gesetzt:

,12_ Bz_ .{2_ '
B e~ @17

¥
o — S % =P 35)
1 ) a2 o
o7 8% s 9% B 1) = f(% 53 S, P),

woflir im Folgenden, wenn es der Zusammenhang gestattet,
zur Abkilirzung auch nur f(,s), f(x) oder f geschrieben wird.
Dann ist

S = —4@@+ry+1°)+4(x+y)—1 36)
P=xy(l—x—y) 37)
und nach 33)
f(0) = 32|10S2+63SP+81P2—545%
(1) = —2983,
Wenn sich daher nachweisen ldsst, dass, solange nur

S > 0 ist, die Function
10S2+463SP+81P%2—54 5%
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einen positiven Werth hat, oder wenigstens nicht negativ ist,
so folgt daraus, dass die im Intervalle O =< » = 1 unzweifelhaft
stetige Function f(x, s; S, P) mindestens einmal den Werth
Null annimmt, wenn % dieses Intervall durchlduft.

Fasst man #, y als rechtwinklige Punktcoordinaten auf,
so wird durch S = 0 eine Ellipse dargestellt, deren Mittelpunkt

in den Punkt i i fallt und welche die Seiten des Dreieckes

313
der Punkte 010, Ol1, 110 in ihren Halbirungspunkten beriihrt.
Firx =y = % ist S= %, somit wird durch S> 0 das

Innere der Ellipse S = 0 dargestellt.
P—=0reprasentirt die drei Geraden* =0,y =0,x+y—1=0.
1
Die Function S erreicht ihre obere Grenze 3 an der Stelle
. . 1
¥ :y:é, die Function P ihre obere Grenze 57 an der-

1
selben Stelle. Fixirt man einen Werth S, im Intervalle 0 << S= 3

so wird durch 4 {(#2+xy+3y?) —4 (x+ )+ 1 +S, =0 eine Ellipse
im Inneren von S=0 gestellt, &hnlich und dhnlich gelegen zur
Ellipse S = 0.

Die zugehorigen Werthe von P, d. h. diejenigen, welche
den Werthepaaren x, ¥ entsprechen, welche die vorstehende
Gleichung erfillen, liegen, wie nach bekannten Regeln leicht
ermittelt wird, zwischen den Grenzen

14+9S,—(1-3S)N/1=8S, g 1+9S,+(1—3S)\/1=335,
108 108 ’

wobei der \/1*35‘0 ihr positiver Werth zu ertheilen ist.
Da \/1—38S, <1 ist, so ist, wenn fiir S, nun wieder S
geschrieben wird:

S
9

1 S 1
<< R
P=5r+1g (OS—S 3) 38)

IA
IA

Somit ist 10.5?+63SP+81P2—-54S53=18.S2(1—3.), also
positiv, wenn nicht gerade S:—é- ist; dann ist aber das

Sitzb. d. mathem.-naturw. CL; CIV, Bd., Abth. IL a. 22
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Dreieck ABC gleichseitig und » = O eben selbst Wurzel der
Gleichung 33). Damit ist gezeigt:

Die Gleichung §(%, s; o2, 8% 7% =0 oder f(x,s; S, P)=0
hat fiir jedes eigentliche Dreieck ABC mindestens
eine Wurzel » im Intervalle 0 == x < 1.

Jeder solchen positiven Wurzel % entspricht nun aber

%
n—1
Vertauscht man namlich die Grossen 4? und 5% unter-

a’—b2
——— die Grosse
a2

auch eine negative Wurzel A —

einander, so ftritt an die Stelle von » =
,_ b*—a? , Y
A= Um das Verhalten der Functionen §(x, s; o2, 82, v2)

und f(, s; S, P) bei dieser Vertauschung kennen zu lernen, ist es

erforderlich, den Zusammenhang zwischen #(x) und t<'i>,

beziehungsweise s(x) und s<K i ) Zu ermitteln.

Hiezu wird bemerkt: Die Integrale

drp B
i und \/cz2 cos?o+b2 sin®ody

2 2 2 A2 V ’
\/a? cos? p-+b? sin? ¢ o

in welchen der \/a‘z cos? o+b?% sin? o ihr positiver Werth
ertheilt werden soll, bleiben ungedndert, wenn a2 und % mit
einander vertauscht werden; versteht man also unter ¢ und 4
die positiven Quadratwurzeln aus a2 und % so ist

w

ifg dgo —if? d‘P
a ) \/1T—wsin?gp b, \/1_7x1 in g

af \/l—xsin‘chdcp f \/1—
0

wobei den beiden Quadratwurzeln ihre positiven Werthe ertheilt
werden sollen.

und

sin® ¢ dy,
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Setzt man nun & =a\/T—x (V1= =|\/T—x|), so
ergibt sich

K( * ):\/EK E( * )— L B

%—1 r—1/" \/1_,._
— (11— K+E
daraus folgt fiir ¢ = —(—:E)_F—:
— —1_ 1
¢ x—l)_t(‘)_l £(n) 39)
. 2¢t—1
und fiir s = :
%
s<%_1>:s()\):(1—u)s(x).2 40)

Nun ist es leicht das Verhalten der Functionen §(,s; 24,(2,72)
und f(x,s; S, P) beim Ubergang von « in k zu beurtheilen. Setzt
man zur Abkiirzung:

1 Fir die Coéfficienten by, der Entwickelung

folgt daraus:
2v—1 2v—1 2v—1
299y ="T1— 1 Tet\ o JT3—- oy o) T2n—1

2 Fiir die Coéfficienten d2y—1 der Entwickelung

folgt daraus:



Dy(r, s) = 4(1 —0)[14+2(2—n)s+%2s?][3+4 (2—n) s+ %25%] [3—2(2—n) s—x2s?]
D, (#,5) = 256 (1— %)% [ 9+ 12(2—n) s —16 (1 —n) s2— 4 #2(2—un) s3—nls?]

D,(x, s) = 4096 (1 —=x)?s1(3+xs) (3—ns) 4
D,(x, ) = —[3+4(2—n)s+12s2][3(2—n) + 4 (2—2%n+%2) s+x%(2—n) s?]?,
so ist nach 33)
& (%, s; 02, B% 7% = D,02X24 D, Ol + D,I12+ D, X3 42)
und
fl,s; S, Py = D,S?*+D,SP+D,P>+D,S?. 43)
Beim Ubergange von = zu X treten an die Stelle von %, 1 —x, 2—x, s, (2—x)s, #s die Gréssen
—x 1 2—u
— 2 —%S:
o T T (1795 @95 —=s;
damit ergibt sich aber sofort fiir die vier Functionen D,(%, ) (v = 0, 1, 2, 3) die Relation:
% 1
D, (v._—T’ (l—w.)s) w—1e D, (x, s), 44)

und daher auch fiir die Functionen § und f die bemerkenswerthe Relation:

§0us09) = gz B0, 700 50) = g5y S0 560 45)

0ge

‘IaYoSIuB(Q ‘A A
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Jeder von 1 verschiedenen Wurzel % der Gleichung § = 0
oder f = O entspricht somit in der That eine Wurzel * i
%

die Wurzel z = 1 tritt nur auf, wenn X = O ist, die Wurzel
% = 0, welche mit ihrer entsprechenden zusammenfillt, gehort
nur zu dem Falle des gleichseitigen Dreieckes.

Setzt man die Entwickelung der Function f fiir die Um-
gebung der Stelle x = 0 an in der Form

f=Ay+ A+ A+ ..
so muss nach 45) die Relation erfiillt sein:

A”+ 2A1;~1+3A"»2+ . +(71+ l)AO =

= (= 1) [A,y— (“TI)A,,_1+ (“;1) Ay_s—..—(—1)14,]. 46)

Hieraus folgt: die Coéfficienten der geraden Potenzen von
» werden durch die Relation 45) nicht beeinflusst, die der
ungeraden Potenzen aber durch jene der geraden bestimmt;
insbesondere ist:

A=A, A, —0 A = A, A, =24,—A,,

47
Ay=3A,5A,+3A4, A, — 44, —144,4+284,— 174, )

u. s. w.

Es ldsst sich aber ferner auch zeigen, dass die Gleichung
fl,s; S, Py =0, wenn S> 0 ist, also fiir jedes eigentliche
Dreieck ABC, im Intervalle 0=% <1 nicht mehr als eine
Waurzel hat, und zwar dadurch, dass man nachweist, die Ab-

. d .
leitung Ev—f(%’ s; S, P) ist unter den angegebenen Voraus-
setzungen im Intervalle 0 = % << 1 bestidndig negativ. Fir die

. . 1,
Stelle = = O selbst folgt dies, wenn nicht gerade SZ? ist,

aus 43); differentirt man namiich vollstandig nach =, so folgt:
e SO = o f e )
T/ V= ey 1y

und daraus fiir x = 0, also auch A = 0,

f1(0) = =5 48)
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Nachdem nun bereits bewiesen ist, dass f(0) fir 0 < S <
% positiv ist, so ist damit gezeigt, dass f/(0) negativ ist. Das-
selbe zeigt natiirlich ebenso die Relation A, = —A4,, da
f1(0) = A4, £(0) = 4, ist.

Fir das Innere des Intervalles (0, 1) 1asst sich aber dieser
Nachweis aus 43) offenbar nicht ableiten, da der Coéfficient A4,,
der flr jedes n aus 46) wegfallt, im Ausdrucke der Coéfficienten
As,._y nicht vorkommt, somit, ohne die tibrigen Coéfficienten zu
beeinflussen, flir sich allein ganz willkiirlich bleibt.

Um die Ableitung der Function f(, s; S, P) nach = zu
bilden, muss der Zusammenhang zwischen der Function s und
ihrer Ableitung s’ betrachtet werden.

Zwischen ¢ und # besteht ein einfacher algebraischer
Zusammenhang.

Aus (1—w) K+ (t—1)E = O, der Definitionsgleichung fiir
¢, folgt durch Differentiation:

K =, . dE
— K+ (1—w) ™ +(at'+E+ (2t —1) = 0.

Fihrt man darin ein:

dK _ —DK+E dE _ —K+E
de 2% (1—w) s« 22

so ergibt sich:
—(1+HK+22t'+3)E =0,

und daraus in Verbindung mit der Definitionsgleichung:
2u(— Dt —a B4+ 2(w—1)t+1 = 0. 49)

Um die moderne Theorie der linearen Differentialglei-
chungen auf die Function # anzuwenden, hitte man nur zu
bemerken, dass die Differentialgleichung 49) durch die Sub-

/
stitution /=142 (1—=) % in die hypergeometrische Differen-
tialgleichung
1
w(—1)z" + (1 — 12— TE= 0

transformirt wird.
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Wenn man die bekannten Darstellungen der Functionen
K und E in der Umgebung der singulédren Stelle » = 1 beriick-
sichtiget, welche logarithmische Glieder enthalten, so iberzeugt
man sich leicht, dass die Ableitung # bei der Anndherung von
% an die Stelle 1 logarithmisch unendlich wird.

Beildufig seien noch die Recursionsformeln angeflihrt,
welche sich aus 49) fiir die Coéfficienten 7, der Entwickelung

(=]
3 :Z 12" ergeben. \
n=0

Fiir ein gerades 1 > 2 ergibt sich:

2(n+ D= Cn—1)1—1— [271 ‘(n—2+272 Tn—3+ .

fiir ein ungerades n > 3:

2+ 1)1 = Cu—1)1—1— [271 tn—2+ 2" (u—3+

~ ~ 02
+2 (1L—3 {H-i—l +1 n—1
2 2 2

<

Firs =

erhélt man aus 49) die Differentialgleichung

4y —1)s"—#2s2+2Br—4)s+3 = 0. 51)

Mit #/ zugleich wird offenbar auch s’ bei der Anndherung
von % an die Stelle 1 logarithmisch unendlich.

Die entsprechenden Recursionsformeln fiir die Coéfficienten
8, sind fiir ein gerades 7= 4:

4(n42)3, = 2(2n+1)8,_; — (23, 5y_o+

fiir ein ungerades 7 = 3:

4(1+2)3, =2 (21418, 1— (23 Bu_s4... 423 5 ). 50')&
2 2

d
Damit lasst sich nun Hf(x, s; S, P) als ganze Function

voh s darstellen. Zunédchst erhdlt man:
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(*pe {eSs(e—g)gre+,S(G 61— ‘08) 1% G+
$S(L—62°211°¢ %

s(gg ‘e e— 0%a)e+(C 01— Q)8 2—
&2 {158+ gS(XT—C) gh5G +oS5% € —
(*¥g {LSgng+os(xp — 6) % s+

(pe

(eg

(zs

T— ‘€ e a*aC+ S (63— 1T 26— ‘L1°C 65 ‘11 96— ‘€ 10)c+

Hes v—2) e +5(1 ‘o— @Dy +(r—2)e] = 7

SE—8) e C—Se€ et —1ag =7

oS(IT %8 12— ‘G e@) g%+ 45(8°6G ‘0 117 +5—220) G +eS(C" € ‘L 43— 20) €—aS(t—1)2€ 50 +5e€) s(0—1)sC = '
{1Sg%E+os(M9—ET) g% 53+
¢S(BT°€°C 93— ‘1T 60) %+ 35(€— T 2L 13— %€ 903 +eS(UF €— L4311 21T ‘11753~ ‘€0)+
S(27€Cee— 9T U1 18—) e +S(L° €592 ‘€ 4c—) e+ (e—F)e8 gt (v —1)eg = 7
1381 19qRQ
S+ d T +dS'T+S"T =(d 'S ‘s 5\ L w—1)ng
1yo1s 3q1319 0S
¢ €y €1 IS - XNu
=7 T = —(*%*—1)%
gz1'0=mn 747G 9& 19k37%
IuBW 323195
se
: - —s(® V)3 +aSan]— - r— )y = %
(ez1'0="m) SE (xg—) 2+ %] SA 1% )%y
1(1¢ Jne JyoIsNONY NW pun
e “Q 4
(e‘z1‘0=n+ §— + - —
0= ae ae ~— ‘aqr
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Es sind also die Vorzeichen der Functionen E, E,, E,, E,
im Intervalle O <<z <1 zu untersuchen.

verschwindet flir x = 0 und = = 1; flir das Innere

des Intervalles ldsst sich zeigen, dass E, bestindig nega-
tiv ist.
Es ist namlich Dy =4(1—%)QQ, Q,, wenn gesetzt wird:

4+ 0.0+ 0,02+ o3+ .

L\D’ ot

Q =142@2—x)s+un2s* =
0, = 3+4Q2—-n)s+%22 = 6 +0.2+3, %2+ B3+

3
Q, = 3—2(2—u)s—n2s? = 5 +0.n—oyn2—a, n3—

Setzt man die Entwickelung des Productes Q Q, O,, welche

45 32.13 32.13
i iedern — _. 22— 3__ i
mit den Gliedern 2 +0.% 55 % 5y K beginnt,
an in der Form: €,+0.%x4€,x2+. so ldsst sich zeigen,

dass die Coéfficienten €, von 7 = 2 angefangen negativ sind.
Hierzu werden folgende Bemerkungen vorausgeschickt. Fir
die Coéfficienten &, der Entwickelung

—_ o N N 2
S == 840, %+ 0,22+ .
bestehen die Recursionsformeln

o ch 3(n+1)

8y = 28,1+ 3, Sy_ot ...+ 51 ot m+2)Cn+1) Ch1 Ry)
- 1.3.5...2n—1
(aus I, S. 33, 81 = 24y, ¢, = 5 4. 6 ( 5 ) )
und
2n+1 1 [ ]
- 8,0 28,8, >
1 2 d By_1— 4(71—[—9) 09n—2+ n—3-+. R-)

(aus 50").
Aus R,)) folgt schon, dass die 3, positive rationale Zahlen
sind, aus R,), dass auch fiir alle 7=3 3, <<8,_ ist.
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Aus R,) folgt weiter:

2
Ci—1 C
28, = 6‘?23”_1-{- 32 28,9+ ..+ 3%_—*3 261 -+ ._?”’L _19804-
6+,
(n+2)2n+1) Citt
b | 3n .

62
Syt =280+ 23, 3+. + cs.
"t 102t T Ou—s 21n—3 °+(n+1)(2n—1) "

Angenommen nun, es sei bereits constatirt, dass

3
2811—1 > 5:1—25 -fan—‘l > 6n 3. e 262 > 817 261 - 80: §
ist, so ist auch 23, > 3,_; gewiss flr solche Werthe von #, fiir
welche

3 6+1) 3n

— > ¢2 ist
41" o) @nrD) T D Ea—1) "
. 2n+1 . .
Setzt man darin ¢, 1 = Y42 cn, so folgt die Bedingung
n > 1.
. . 3.37 _ 3 .
Nun ist aber in der That 28, = —/3 > 5y =3 alsoistfirn=>1
26/1 > au—l .

In der Entwickelung von (2—u=)s ist der Coéfficient von
#* gleich 28,—38,_;, also positiv; somit sind die Coéfficienten
Oy, Og,. By, B3,.  sdmmtlich positiv.

Ferner ist zu bemerken, dass o, <<a,—; und B, <P, ist
flir 2> 3.

Dies folgt — wie wohl kaum hervorgehoben zu werden
braucht — auch von einem noch so grossen Werthe des 7 ab
(ebenso wie oben fiir die Coéfficienten 8,) keineswegs aus dem
Umstande, dass die betreffenden Potenzreihen auch fiir » = 1
noch convergiren.

Bezeichnet man fiir den Augenblick (2—=)s mit #, % mit
v und setzt die Entwickelungen von z und v in der Umgebung
der Stelle » == O an in der Form:

1= gy+z Ate, 2+ v=A A+ A nt
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so ergeben sich aus den Differentialgleichungen fiir » und v,
welche aus 51) leicht abgeleitet werden, namlich:

dn(1—n)2—w) o' +1202+2(8—8x+u)u—3(4—4x+u?) =0

und
2 (l—wyv'+92sv+2(4—3%)v—3s = 0

Recursionsformeln fiir die Coéfficienten ¢, und A,,.
Aus der Differentialgleichung fiir » folgt, wenn 7 > 2 ist,

8(n+2)e, = 4@Bu+1)e,_1—22n—3)e,_2—(2gpep—2+...).

Angenommen, es sei bereits bekannt, dass g,_o>¢,_; ist,
so folgt:

8(m+2)e, < 2(4n+3)e,_1—(2egyep2+...),

also ist:
e < Ep—1.
Die Rechnung ergibt:
3 3.5 _ 35
S =" g, =0, g =g, = 59 % = o < S

also ist die Voraussetzung e, g >-¢, ;1 flir #n =5 erflillt, und
gilte, <ep_yfirn=4¢ —s,.
Aus der Differentialgleichung fiir v folgt:

2(m+4H)A,—2m+2)A, 140y A2+ . +3,_24))—33, =0,

also ist:
80 An~2 +... +3u—2 AO 3 Bn_4 An—l
All == Aﬂ-—i - R Y
2(n+4) 2(n+4)
A1 =28,3,1+23 3, 2+.. also ist, wegen 3, = %, fiir

n=24A,_1=33,_1 > 39,,

somit ist:
A, <A, fiir n=2.

Die Rechnung ergibt:
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Da nun o, = 2¢,+A,_» und B, = 4e,+A,_o = 0,425,
ist, so ist auch ¢, << e,_; und B, < Pn—1, wenn n =4 ist. Die
Rechnung ergibt:

3.17 32151 . 3.11 32.72
25 ) 0'4'—“ 013 ’ Bz —ﬁa-— 27

<

0.2:.(7,3:

Jetzt lasst sich zeigen, dass die Coéfficienten €, von 7 = 2
angefangen sammitlich negativ sind.
Zundchst ergibt sich:

15
€, = z Bn"Gan'_ (Bn—-z ”J~2+3n—3 Ogoun +B2 O'-u—2)
— [Bu—a 02+ Bu—s20y 0y +Lus(2 050+ 02) +...05 (20,04 +...)]
—120,0, s—12050, 3—. . (1 =25)
Fur n =4 ist ﬁ,,_z > ﬁn, 311,—3 = pn, o2 = 0y, also
15
€, < <T ——oaz——a.3> Bp—(6+120,)0,.
51 1 153
i — —_ - 20, — — 2
Es ist ay+0y =20, = 28 = 2 und 120, = 61~ %
also:
7 8a, = 1 16 7
C, < 5 B,—8a, = — 3 ( Ip— ‘311)-
Aus
Oy — 45"—23”_1-{-(2 808”_2—{- )
B = 88,—48,_1+(2 8()Bn—2'+ ces)
folgt:
16‘7-11'_7?‘71 = 4(2 61;‘“811—1)"'9(230611—2"‘ -);
also ist:

160,—7p,>0, somit €, <0, flir n=5.

2 :

Die Rechnung ergibt €, =€, = — 32—913 , &, =— 822& ,
also sind in der That die Coéfficienten @, von €, angefangen
sammtlich negativ.

In dem betrachteten Intervalle O <= <1 sind Q und O,
durchaus positive Functionen, @, nimmt bestdndig ab, erhilt
fiir x =1 den Werth 0, ist somit ebenfalls durchaus positiv;
also nimmt D, bestdndig ab und ist daher E, negativ.
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Um das Vorzeichen von E, zu beurtheilen, wird der
Ausdruck %Dl(v., s) betrachtet, welcher voriibergehend mit
(1—x)%s2¢, (%, s) bezeichnet wird, wobei
0,(%,8) = 9+12(2—%)s—16 (1 —u) s* —4%? (2—u) s3—utst

ist.
Nach Fritherem nimmt (2—=«)s zugleich mit z zu, (1—=)s?
mit wachsendem =z ab, #2(2—=)s® und »tst zugleich mit % zu.

. 3 32 43
Also ist ¢, (%, §)=9+12 —25—16 QF_4—1 =7 durch-
aus — wobei hier immer das Intervall 0 <« <1 gemeint ist —

positiv.

Wenn sich daher zeigen lasst, dass (1—u)o,(, s) mit
wachsendem % abnimmt, so gilt dies auch vom Producte aus
(1—%)p,(%, s) in (1—=)s% und folgt daraus, dass E, negativ ist.

Hiezu ist erforderlich, dass

o | 00 9% /}
—?1+(1_‘)[‘au'+ 5s S <0
—2s2—2(4—3%)s+3

4%(1_.&) eimniunr

sei, oder dass, wenn man s/ =
und 4« T (1—=) v, mit ¢,(x) bezeichnet,

d,(n) = 72(1—)—24(12—8%—u?) s+ 16 (16 —20%—2%2+
+3%%)s24422(40—32% —%2) s34+ 8x1 (B—2w) st + 4485 < 0
sei.

Von den hier auftretenden Coéfficienten der Potenzen
von s wechselt nur 16—20%—2%24 343 zwischen 0 und 1 sein
Vorzeichen; er wird deshalb in zwei Theile zerlegt, welche
einzeln ihr Vorzeichen nicht wechseln, namlich

16 —172—2%243% und —3=.

Nun wird von dem Umstande Gebrauch gemacht, dass die
Potenzreihe 3,+8x+ 3,12+ auch fiir » = 1 noch convergirt
und die Summe der Coéfficienten gleich 1 ist; offenbar gilt das-
selbe auch von allen ganzen positiven Potenzen der Reihe.

Setzt man
1—(80+81+ .. +8,'_1> =¥,



so ist:
80+81'K—|— Ce +6,t_1%1._1+85‘}ti< S<< 60+81%+ .. +6i_1%i—l+ﬁ',‘%i

und bestehen analoge Begrenzungen fiir die ganzen positiven Potenzen von s.
Damit ergibt sich:

3 3.37 ,, 3.47 . 3.7.73 ,  3.17.43
% % %

3
$, () <72(1—n)—24 (12—8x—?) {?+?x+ 710+ 5o + 5 '+ o

32 32 32.563 33.7 2089 |
+16<16—17’K—27€2+3%3) ['2—6+F%+ 212 %2_{" 211 %3_'_ 212 wLJ

_48%[ﬁ+§%+ 8.5 , 8.7, 8.5.1693  32.6707 . 32687781 %6]

26 7 28 212 211 220 220 227 i
+4%2(40—32% —x2) [Z’_Z +%%+ 352'1263 X 512?607 %3]

— 3% 7y g‘* b0 222613107 i 1522516771 o 462281273 iy 743(2)2531777.7

<%[—63+3%+111%3—23%*—70%549x6]

<%[—60+4+112%3—84x%5] = —4%[15—28%3+21x6].

ore

‘“layosjueq ‘A ‘A
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Nun ist aber, da 142—15.21 <0 ist, 15—28x3421%8
bestandig positiv, somit auch E, negativ.

Die Anwendbarkeit dieses Verfahrens beruht wesentlich
auf dem Umstande, dass ¢,(1) von Null verschieden ist. Um
das Vorzeichen von E, zu beurtheilen, wird der Ausdruck dafiir
auf die Form gebracht:

E,=212(1-%)3s%{2 . 32[3—(2~3x) 5] -%25%(33-22. 5 5)— #3s3(23-3us)},

aus der man sofort ersieht: wenn 3—(23—3%)s im Intervalle
0<% <1 negativ ist, so gilt dies auch von E,.
Nun ist aber, da 28—3% >0 ist,

3 3  3.37 .
3—-(23—3?’.)5 < 3—(23—37-) [‘2—3 -+ ? e W 'L"jl _
3 3.13 32.37 3
= e Sl 1284 1044 11123)

Der Ausdruck 128+ 104%—111%2 ist im betrachteten Inter-
valle, wie unmittelbar evident ist, positiv, also ist in der That
auch E, negativ.

Es ist also jetzt nachgewiesen, dass die Functionen E, E,
und E, im Intervalle O <z <1 bestdndig negativ sind.

Ware auch E; negativ, so wire damit nach 53) die Frage

d .
nach dem Vorzeichen von Ef(v., s; S, P) schon erledigt; das

ist aber eben nicht der Fall.
Der erste Factor von E; 3(2—%)+4 (2—2%+%2) s+ 22(2—=) s?
ist ersichtlich durchaus positiv; der zweite Factor

—2.32(8,—10, 5)+3(2% 0, —2, 53, 53) s+ . .

verschwindet fiir x = 0 und » = 1, seine Entwickelung in der
Umgebung von » = O beginnt mit 22.33%%, er ist daher fir hin-
reichend kleine Werthe von = positiv. Fir x =06, 0:7; 0*8,
0-9 ergibt die Rechnung die Werthe 7:1...,—0"3..., —9'6...,
—6-8..., die Function E, verschwindet daher fiir x = 0 und
%=1, nimmt aber im Inneren des Intervalles O > >1 sowohl
positive als negative Functionswerthe an.



Man kann daher nur Folgendes behaupten: wenn ABC ein eigentliches Dreieck ist, d. h. 0 << S =< —:1);-,
O<P§ﬁ~, so ist fiir diejenigen Werthe von » des Intervalles O < <1, flr welche E; negativ ist,
sicher auch

2w (1—2%) j—%f(u, s; S, Py=E,S?+ E,SP+E, P2+ E,S?
negativ; fiir diejenigen Werthe von =, fiir welche E, positiv ist, ist, da E; und E, negativ sind, nach 38):
d . 2 1 2 1 2 1 2 — SZ 1 2 3
2 (l—w) r Sl s; S, PY< ES?+ 37E18 + 37E28 + EEsS =57 (3'Ey+3%E, + E,+3%E,).  55)

Es bleibt daher jetzt noch das Vorzeichen der Function 3'E,+ 32E, + E,+33E, im Intervalle 0 < n <1
zu untersuchen. Fithrt man ‘aus den Formeln 54) fir E,, E,, E,, E, ihre Ausdriicke ein und ordnet das
Resultat nach Potenzen von s, so ergibt sich eine ganze Function in s vom siebenten Grade, deren Coéffi-
cienten simmtlich den Factor 2 enthalten.

Bezeichnet man nach Absonderung dieses Factors das Resultat mit G(x, s), so ist:

3E,+3%E, + E,+ 3E; = %*G(x, s), 56)

G (% 8) = (W) + &,(0) s+ g, (%) 2+ (W) B+ g, (%) ST+ g5 (%) $°+ g, () 8+ g, () ST, 57)

ove
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g, = —2.35(8—>dn)

g g, = —36(21.5, —25.3, 31)

- g, = —22.35(21.5, —25.5, 3.37, —52)

% g, = 33(29.5, —29.5, —21.3.17, 21.85, —307) -
g g, = 2.33(210.5, —28.32.5, 27.77, —25.5%, 22.193, —3.19)

;‘ g, = 32(212,7, —214.5, 28.3.127, —21°.61, 21,1421, —26.3.23, 3%.13)

? gs = 2%(212.5, —212.17, 28.3.139, —29.187, 2¢.3311, —21.3%.121, 3%.113, —23.3%)

5 g, = 3(0,0, 212, —212,3,28,3.19, —29.17, 2*.32.19, —2*.33, 33).

i 3 3 312

% Fiir » =0, also s = 3 ist G<O, -»8>: — i fiir x =1, also s=1, ist G(1,1) = 0. Der Umstand, dass

# G(1,1) verschwindet, macht es unmdoglich, zur Untersuchung des Vorzeichens von G (%,s) dasjenige Verfahren
zu beniitzen, welches fiir die Beurtheilung der Vorzeichen von E, und E, angewendet wurde, ndmlich
dadurch, dass man s und die Potenzen von s durch zwei ganze rationale Functionen von « begrenzte, eine
ganze rationale Function I'(x) zu bilden, so beschaffen, dass fir 0 <« <1 durchaus G (x,s) < I'(x) <O ist. Fiir

2 = 1 erhalten ndmlich die oberen Begrenzungen von s und seinen Potenzen den Werth 1, die unteren aber
Werthe, welche kleiner sind als 1, folglich ist I'(1) positiv und daher auch I'(x) in der Nahe von = =1 positiv.

Das Verfahren, welches hier eingeschlagen wird, um zu zeigen, dass in der That G(x, s) flir das
betrachtete Intervall von % negativ ist, lasst sich vielleicht am besten in der geometrischen Einkleidung
auseinandersetzen.

"a1ung 1a1p younp sSurjw() us)surd[y woa asdiy
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An Stelle von s wird eine von % unabhédngige Veranderliche
z eingefiihrt, » und z werden als rechtwinkelige Punktcoordi-
naten in einer Constructionsebene aufgefasst.

Wenn es nun gelingt in dieser Ebene ein Flachenstiick &
so zu begrenzen, dass die Curve z = s(z) (0 <<« < 1) ganz im
Inneren von & liegt und dass tiberall im Inneren von & G (%, %)
negativ ist, dann ist damit gewiss auch gezeigt, dass G (%, s) im
Intervalle O << % << 1 durchaus negativ ist.

Nach 57) ist

Gt 2) = g+ g2+ 5,22+ 8,2+ g v 4+ 8,25+ 5,254+ g.27, 59)

wobei zur Vereinfachung das Argument » bei den Functionen
£, wie in 38) weggelassen wird.

Uber die Vorzeichen dieser ganzen Functionen g im Inter-
valle O < » << 1 ist Folgendes zu bemerken.

g, ist ersichtlich durchaus negativ, ebenso g,, weil

28,32—-24.5.31 <0
ist; ebenso g,, denn es ist
21.5—25,5%43.3772—5%%3 > 2¢.5—25.5%2+4(3.37—5) % =
=2[28.5—2%*.572+443%2];

dieser Ausdruck ist aber positiv, weil 26.52—23,5.43 < O ist.
&, ist durchaus positiv, denn

ygg = —29.5—25.51242+.3.85%2—22,307%3
< —21(23.542.51—3.85)%2—22.307 %3

ist ersichtlich negativ und der kleinste Werth von g;, ndmlich
&, (1) == 3%.79 ist positiv.

g, ist durchaus positiv, denn
%3’ 81 = —28.32.5428.77%—25.3.5%%2+21.1932%—3.5.19%!
= —28.32.54+28.77%—2%.557%2—24.193%2(1—»)—3.5.19%*
ist bestdndig negativ, da 214,772—212,32 5,557 = —212,1349

negativ ist. Der kleinste Werth von g, ist somit g, (1) = 2.3% 19,
und da dieser positiv ist, so ist g, durchaus positiv.
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g, ist durchaus positiv, denn es ist

1 5)
o 5|é< = —2.3[736—351%] <0,
32 4lg(‘*)(l) — 5921, also ist g% durchaus positiv; ferner ist
39 3' —— g (1) = —22.5.433, also ist g"/ durchaus negativ; ferner

32 =5 &5 (1) = 8.5.511, also ist g’ durchaus positiv; ferner
ist 31,, gl (1) = —2.3.5.109, also ist g; durchaus negativ; endlich

t% g5 (1) = 32.55, also g; durchaus positiv-.

g. ist durchaus positiv, denn es ist

S6
1 6
Wg<6>:33[113—23.7x]>o,
! g(1) = —-2.32.203, ! ¢P(1) = 4061
2251 - 22 41800 — ’
L iy = —_92 1155, 2 g"(1) = 32.485,
5z gy 6 (1) = 25 1155, 55 &5 (1) =

1
& (1) =—2.34.11, 22 £(1) = 3%,

&, ist durchaus positiv, denn setzt man fiir den Augenblick
g = 3%%g, so ist

1 1
2780 = — B[21—64] < 0, 579 @ (1) = 3.109,

%g’”(l) = —22.5.7.11, %g”(l) = 32.109,

g/(1) = —2.38.5, g(1) = 3%,

Hieraus folgt unmittelbar, dass fiir positive Werthe von z die
dritte partielle Ableitung von G nach z, welche durch G, (%, 2)
bezeichnet wird, fiir alle betrachteten Werthe von % positiv ist.
Die Function G, (%, 2) wichst daher mit z zugleich.

23%
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Wenn sich also zeigen ldsst, dass G,,, <v., %) fiir jeden der
betrachteten Werthe von = positiv ist, so ist G,,(x,2) sicher
positiv flir 0 <<u < 1, 2= % .

Es ist

/ 2 33 3 = 5 5

. 3 o 3 33.5 .5
Go»z(""»@ =28+ _Z?g.%’*"rﬁgf" 27 &+ 511 g+

36.7
+ o &= 911 ‘i’(%), 60)

wobei

b)) =
217.33,5—217,32,35%+212,3%.4142—212, 5843 %3+
+28,3571901—213 265%5+424.33.68346—2+.32.143%74-3¢. 7%*
ist.

Der Beweis, dass ®(x) im Intervalle 0 == %=1 positiv

ist, ldsst sich ganz analog wie flir die Functionen g, &, £
erbringen; es ist namlich

1 (R , ,
77 PO () = —29.3[286—63%] < 0, ; PO(1) = 2°.32.4633,

% ®6) (1) = —23.100153, _tI)G)(l)_ .3.339079,
3L (1) = —2°.3.160555, = D" (1) = 2¢ 1543633,

/(1) = —28.3.171541, ®(1) = 530775.

Somit ist in der That G, , (%, 2) positiv, wenn 0 =<z =<1,

w

= ist. Hieraus folgt aber, dass die Function G(x,#), flr

8
jeden Werth von % des Intervalles O <<% =<1, in einem Inter-

3 L. L
valle ggzgc ihre obere Grenze nur in einem der Be-

3
grenzungspunkte des Intervalles erreicht; wenn also G<w., §)

fiir O <<% =1 durchaus negativ ist, und wenn sich eine
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Function ¢ von » angeben ldsst, so beschaffen, dass fiir jeden
der betrachteten Werthe von =

%<5<C ist und G(x,¢)

negativ ist, so folgt daraus sicher, dass auch G(x,s) fir
0 < x<1 durchaus negativ ist, also nach 56) und 55), dass

[—{d—f(x, s; S, P) fiir jedes eigentliche Dreieck im Intervalle
%

0 <<% << | durchaus negativ ist.
Es ist

wobei

W) = V' 280939 g,—
)= > &

v=0

— 217,33 4217 33%—212 32 19%2—212 109%3+4
428 10577%1—212 3, 5%54-24,43926-—21 524743248 ist.

Von dieser ganzen Function ist aber sofort zu ersehen,
dass sie flir 0 =< % =<1 bestdndig negativ ist, wenn man sie
auf die Form bringt:

—217_33(1 —x)—212 32 19x2—28(2+.109 — 1057x)%*
—24(28.3.5—439%)%5— (21.52—32x)x7

. . . . 3
Bezeichnet man die Punkte mit den Coordinaten O 3

1 %, 111 mit den Buchstaben L, M, N, so ist demnach die
Function G (»,2) auf den geraden Strecken LM und MN, mit
Ausnahme des Punktes N, wo sie verschwindet, iiberall nega-
tiv. Wenn es also noch gelingt, eine von L nach N fiihrende
Begrenzung L7N so zu bestimmen, dass G(x,2) im Inneren
des Fliachenstiickes LMNTL {iberall negativ ist und die Curve
£ =s() fur O<x<! im Inneren verlauft, so ist damit ein
Flachenstiick & gefunden, wie es oben beschrieben wurde.
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Eine solche Begrenzung LTN liefert aber eben die jetzt
zu bestimmende Function ¢

Man wird sich zunichst an die fiir das Intervall 0 <% <1
geltende Begrenzung erinnern:

3 : .
5 <s<<®y+d a4 ... oW IH I Gy .. 8 +H=1)

und nun den kleinsten Werth von 7 zu ermitteln suchen, flir
welchen G (#, 8,+3,2+ . .+3¥x) durchaus negativ ist.

Dazu betrachte man die Lage der Tangente ¥ an die
Curve G(%,2) = O und der Tangente t; an die Curve z =
= J+dx+. .+%% im Punkte V.

Die Gleichung der Tangente ¥ ist:

4

Q

und nun zeigt sich, dass fiir # = 3 es zuerst eintritt, dass
die Tangente t; innerhalb des Dreieckes LM N in der Nahe des
Punktes N auf derjenigen Seite von ¥ verlduft, auf welcher
G(n,2) << O ist.

Um aber eine recht deutlich negative Function zu erhalten,
wurde 7 = 4, also

3 3 .3.37, 3.47 , 533
=55 T 5%t o ¥t o Wt g%

* 62)
gesetzt.

Nun ist nachzusehen, ob in der That G(x, {) im Intervalle
0 < % < 1 durchaus negativ ist; diese Function ist in % vom
36. Grade, verschwindet fiir x =— 1 und enth&lt daher den Factor

%—1. Setzt man
G, ) = (v—1)H(n), 63)

so ist H(x) eine ganze Function 35. Grades in %, welche durch
35

Zaym bezeichnet wird, wobei die a, rationale Zahlen sind,
v=0

deren Nenner nur Potenzen von 2 sind. Die in der folgenden
Tabelle angegebenen Zahlen a, stehen mit den «, in dem
Zusammenhange, dass fiir ein positives a, a, <<a, dadurch



Ellipse vom kleinsten Umfange durch'drei Punkte. 349

gemacht wurde, dass die auf die letzte beibehaltene Stelle von
a, folgenden Decimalen weggelassen wurden, fiir ein negatives
a, aber —a, > —a, dadurch gemacht wurde, dass die letzte
beibehaltene Stelle von a, um eine Einheit erhoht wurde.

35
Bezeichnet man also die ganze Function Z a, %’ mit 9 (x),
v=0
so ist fur positive Werthe von »
H(t) = § ). 64)

Tabelle der Coéfficienten a,.

ay v ay ’ ay ay
0 33215 9 5978 18 —2796 27 36
1 0 10 — 307 19 1027 28 | —20
3805 11 — 198 20 — 330 29 4
4757 12 — 9276 21 525 30 — 07
4 5008 13 10907 22 — 569 31 0-7
—13881 14 — 4594 23 340 32| — 09
6 788 15 757 24 — 110 33 0-4
448 16 — 1949 25 36 34| — 009
8 — 17555 17 3794 26 — 41 35 0-006

Nun ist aber sehr leicht zu sehen, dass die Function §(x)
im betrachteten Intervalle O <<% << 1 bestdndig positiv ist.
Es ist ndmlich:

a,%’ > (46785 —13881)#5 = 329043,

g

<

=

Z ay#? > (32904 + 788 +448—17555)x% = 165854,
y=0
9

!
N a0 > (16585+5978)x8 = 225634,
750

Ferner bemerke man, dass die Summe der negativen
Coéfficienten, welche auf a, folgen, ndmlich
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17
a0+ ay, +a,+ ? az = —20191-69
A

r=7
dem absoluten Betrage nach kleiner ist als 22563, also ist
H®) > (22563—20192)%% = 2371 %Y.

Daraus folgt nach 64) und 63), dass G () fiir alle
betrachteten Werthe von » durchaus negativ ist und weiter
nach den friheren Ausfithrungen, dass auch die Function
G (%, s) bestandig negativ ist.

Damit ist nun vollstindig bewiesen, — wie schon oben

d
hervorgehoben wurde — dass die Ableitung —d—xf(x, s; S, P) fur

jedes eigentliche Dreieck ABC im Intervalle O << » << 1 be-
stindig negativ ist, also auch der im zweiten Abschnitte S. 43
vorausgesetzte Satz: Die Gleichung (%, s; o2, 2, 7% = O,
oder f(x,s; S, P) = 0 hat fiir jedes eigentliche Dreieck
ABCimlIntervalle0=<x <1 eine und nur eine Wurzelx.

Der Fall des gleichseitigen Dreieckes erledigt sich auch
leicht direct: einerseits folgt aus

SO, %; S, P)=2.3452(1—3.),

dass die Wurzel » = O nur dem Werthe S:% entspricht,
anderseits zeigt die Zerlegung
f(v S; L i) = — L%2[3+(4—7')3]3[3+(4—37¢)s]3
v 3 ) 27 - 3[; v )

dass dem gleichseitigen Dreiecke im Intervalle 0=« < 1" nur
die eine, doppelt zu zdhlende, Wurzel » = O entspricht.
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