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Zur Theorie der Dielektrica

Dr. Anton Lampa.

(Vorgelegt in der Sitzung am 14. Juni 1895.)

L

Die mathematische Behandlung der Dielektrica von Clau-
sius! gestattet eine Verallgemeinerung, welche geeignet ist,
den Fall solcher Dielektrica zu umfassen, welche nach ver-
schiedenen Richtungen verschiedene Dielektricitdtsconstanten
aufweisen. Die Giltigkeit der Clausius'schen Theorie ist auf
isotrope Stoffe eingeschrankt; die Grundannahme, von welcher
sie ausgeht, kommt schliesslich darauf hinaus, das Dielektricum
als aus gleich grossen leitenden Kugeln constituirt anzusehen,
welche in dem nichtleitenden Raume gleichmassig vertheilt
sind, indem einerseits moglichen Verschiedenheiten in der
Grosse und der Erstreckung nach den drei Dimensionen durch
Einflihrung eines Mittelwerthes fiir den Radius der Kugeln
Rechnung getragen, anderseits die Verschiedenheit der Orien-
tirung durch die gleiche Wahrscheinlichkeit aller Lagen com-
pensirt gedacht wird. Der Vorzug derselben ist wesentlich in
dem Umstand begrindet, dass sie zeigt, wie man vom Boden
der Moleculartheorie aus zu den Gleichungen dielektrischer
Medien gelangen kann; und in gleicher Weise diirfte die Ver-
allgemeinerung der Clausius’schen Methode einiges Interesse
fir sich beanspruchen, da sie die Verschiedenheit der Dielek-
tricititsconstante krystallisirter Korper mnach verschiedenen
Richtungen in eine Beziehung bringt zu den Erstreckungen der
Molekel nach diesen Richtungen.

Clausius, Die mechanische Wéarmetheorie. 2. Aufl,, 2. Bd., S. 62 —-97
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Die einfachste Annahme, mittelst welcher eine Erklarung
des nach drei Richtungen verschiedenen Verhaltens eines
Dielektricums versucht werden kann, ist die, sich das Dielek-
tricum aus gleich grossen, im nichtleitenden Raume gleich-
missig vertheilten leitenden dreiaxigen Ellipsoiden mit (der
Krystallstructur entsprechend) durchgidngig analoger Orien-
tirung constituirt zu denken. Bringt man ein derartiges Medium
in ein elektrisches Feld, so werden die Ellipsoide durch Influenz
elektrisch, und es handelt sich vor Allem darum, die dussere
Potentialfunction eines solchen Ellipsoids zu bestimmen. Wenn
nun auch das Feld im Dielektricum nicht homogen sein sollte,
so ist doch die Annahme zuldssig, dass es in jedem einzelnen
Raumelement des Dielektricums homogen ist; es geniigt daher,
die Elektrisirung eines Ellipsoids im homogenen Felde zu
kennen, um die weitere Entwicklung der Theorie zu ermdg-
lichen. Man konnte die nothwendigen Formeln aus der Theorie
der Magnetisirung eines Ellipsoids im homogenen Magnetfeld
herleiten; da jedoch die Methode der Gleitschichten! unmittel-
bar zum Ziele fuhrt, will ich hier die Elektrisirung eines
leitenden Ellipsoids im homogenen Felde nach dieser Methode
behandeln.

Die Vertheilung einer elektrischen Ladung auf einem
Ellipsoid ist bekanntlich bestimmt in der Weise, dass sie in
dem von der Oberfliche des Ellipsoids und eines mit dem-
selben homothetischen mit constanter Raumdichte vertheilt
erscheint. Ein unelektrisches Ellipsoid konnen wir uns mit
zwei beliebigen, jedoch gleich grossen entgegengesetzten
Ladungen versehen denken, welche den ganzen Raum zweier
gleich grosser, zu dem gegebenen homothetischer Ellipsoide
mit den constanten Raumdichten +5 und —p erflillen. Bringen
wir nun ein solches Ellipsoid in ein homogenes Feld, welches
einer der Axen parallel ist — jeder andere Fall ldsst sich auf
diesen zurtickfuhren —, so erfahren diese homothetischen
Ellipsoide gleich grosse, zu der Kraft parallele, jedoch ent-
gegengesetzte Verschiebungen. In Folge dessen werden an den

Uber Gleitschichten siehe Joubert und Mascart: Lehrbuch der
Elektricitit und des Magnetismus. Deutsche Ausgabe, 1. Bd., S. 134.
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beiden Halbellipsoiden entgegengesetzte Ladungen auftreten,
welche dadurch bestimmt sind, dass die Rdume, welche die
homothetischen Ellipsoide von einander ausschneiden, mit den
constanten Raumdichten +p, respective —p geladen sind.

Das Feld habe die Starke @ und sei parallel der X-Axe,
zugleich parallel der a-Axe des Ellipsoids, da wir das Coordi-
natensystem so legen, dass die X-Axe || a, die Y-Axe || b, die
Z-Axe || ¢. Die Richtung der Kraft brauchen wir nicht zu
beriicksichtigen, da es sich uns nur um die absoluten Werthe
handelt. Die Grosse der Verschiebung betrage fiir jedes der
Ellipsoide den Werth ¢; die Poldichten werden dann, absolut
genommen, durch die Strecke 2¢, die Dichte an einem beliebigen
Punkte wird analog durch den Abstand der beiden homo-
thetischen Ellipsoide an jener Stelle bestimmt sein. Bezeichnen
wir das leitende Ellipsoid mit E, die homothetischen mit E’
und E”) so wird gelten

2

42 32 o2

fur E: mt ot = 1 D
T Y i A P S 1m
a? 2 c?
fur E": (l——::i + ij + ; = p? [if)
worin
p=1+ iz

Die Normale in einem Oberflichenpunkte /N des Ellipsoides
E, dessen Coordinaten & 7, { sein sollen, ist gegeben durch die
Gleichungen

8 ~
&

E—x)+ o7 (t—2) =0
V)
0z . .
(=9)+ 5, (=2 =0

Diese Normale wird das Ellipsoid E/ im Punkte N’/; das
Ellipsoid E” im Punkte N” schneiden. Da e klein ist, kann
angenommen werden, dass die durch IV) bestimmte Normale
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auch zu E’ und E” normal ist, so dass die Strecke N'N" den
Abstand der beiden homothetischen Ellipsoide fiir den Punkt
N(&, 1, %) darstelit. Bedeutet df ein bei NV genommenes Fldchen-
element, so wird daher sein (absolut genommen):

hy.df = p.df . N'N"

A%
he = p.N'N", )

wenn mit %, die Flachendichte im Punkte N bezeichnet wird.
Der Punkt N’ ist gegeben durch die Gleichungen

. 0z .
=)+ 5o —2) =0

9
(h—y)+ g f—2) =0 V)

(v—e)? g2 2
a? b? c? =P

und analog der Punkt N” durch

, 0z
(E—x)+ o (t—2) =0

0z
(n—x)+ £ (=2 =0 VII)
(x+¢)? y‘z 22 5
2 tTepta=?

Die Gleichung I) liefert

0z cx . cx
ox \/1 _ﬁ_é/i z
a b2
. VIII)
b2 _ Yy __%
dy /1 PR - 2
a? b2

flir den ersten Octanten, auf welchen wir uns beschrdnken
kdnnen, da auf den andern Alles symmetrisch ist.

VIII) in VII) und VI) eingesetzt, wiirde uns zu Gleichungen
vierten Grades zur Bestimmung von N’N” fithren. Ziehen wir
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aber vom Mittelpunkte von E (dem Coordinatenanfangspunkte)
einen Radiusvector zu N’ und bezeichnen den Punkt, in
welchem dieser Radiusvector E” schneidet, mit R”, den Winke!
endlich, welchen N’R” mit N’N” einschliesst, mit , so ist

N'N" = N'R".cos . IX)

N’/R 14sst sich leicht berechnen. Wir kénnen annehmen,
dass der zu N’ gezogene Radiusvector durch dieselben Glei-
chungen bestimmt ist wie der zum Punkte NV gezogene, dessen

Gleichungen lauten:
cos a
z

cos 7

cos f X)

=—z
‘4 cos ’

worin a, B, 7 die Winkel bedeuten, welche er mit den Axen
einschliesst. Man hat daher

cos o = N S ——
\/&2_*_.,]2_,_&2
1
cos B = e X1
\/£2+.q2+c2 )
‘
COS | = ————
Va2
wodurch X) tbergeht in
_ ¢
r=-—-z2
¢
XII)
1
= —=2.
=7
Es dienen daher zur Bestimmung von N’ die Gleichungen
r=Se
¢
Y= %z XII)
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und zur Bestimmung von R”:
£
r = - <
Al
_ 4 ,
y=z XIV)
w+e? P2
T + 55+ e :]12

Diese Gleichungen liefern fiir z — 1wobei das obere Zeichen
fiir N/, das untere fiir R” gilt:

+ ’ - -
a? ZEEa
d. i. weiter
22 ( g2 02 #2 > ¢ 22
= 4= ) = 22 = prt—_—-
c? \a? 2 c?) - la? 1 a?
CZ .qi) 2
Da =— + 4+ =~ =1, folgt weiter

a® b? c? g

3 e2)
PF 2852 = p-——»— 2
<as a?/ 7’

was der Kirze wegen geschrieben werden mag:

Wir haben also

und hieraus die Losungen:

fiir N': 2/ —=eS =+ \/2S°+ T
fiir R”: 2" = —eS o= \/2S?+ T

Nun ist N'R"2 = (x"—x")2 4 (9""—4")2 4 (2" —2")2;
gibt mit Bertcksichtigung von XII):

XV)

das
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2

N’R”?:(%.+ L +1)(~" /)2
N

&7

Q

und da 412+ = »%:

2

- 72
T2 — n" ~1\2 .
N'R"2 = (" —2")? —

Wir erhalten daher mit Riicksicht auf XV), indem wir bei
der Wurzelausziehung jenes Zeichen wihlen, welches, da die

Normale fiir den ersten Octanten genommen wurde, z"—
positiv macht:

N'R" = 2&‘81'

¢
& . 57 &7 .
Nun war S = —, es ist also N'R" = 2¢ , somit
22
- gy
N'N" = N'R" cos w = 2&e— cos o,

daher
Er
hy, = 2¢p T CoS W,

2ep ist die Dichte am Pole der a-Axe; sie heisse g,

. Wir
haben dann

v

h, = 3,4

cos o. XVI)

Diesen Ausdruck wollen wir noch weiter transformiren.
Die Winkel der Normale mit den Coordinatenaxen sind bestimmt
durch

COS'r—l oF
"TTQ
cosy— | OE
T 0

1 0F
COS‘/‘ZU—/"’

worin E die Gleichung der Fliche,

0E\_(BE 7 [OE)
\/ )+ (5)




688 A. Lampa,

ist. In unserem Falle ist

0E  2x oE _ 2y OE 2z

F A A TR PR
- y2 22
Q=+2 et
somit fir den Punkt N:
cos ¢ = s
T BN
I
cos ¢ =
\/__ + rF cz XVII)
cosy = S S
/‘ g2 ,,‘2 c2

2 = § =
¢ \/ at + bt + ct

Die Winkel des Radiusvector mit den Axen waren 2, 3, 7,
somit ist

COS == COS 2 €08 w4 C0s § cos +cos cos .

Das gibt mit Riicksicht auf XI) und XVII):

1 g ? c2
CoS 0 = ——— — (9+—9—+~>:
J& P e ?
Vato T |
. 1
/ &2 .,‘2 ¢2

Dies in XVI) eingesetzt, gibt
4 1
h, = o4 —517 T
“ s L
Vat ¢

(d. 1. mit Riicksicht auf XVII) = a, cos g; d. h.:

0

N
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Sind die Kraftlinien parallel zur a-Axe, so ist die
Dichte in einem Punkte des Ellipsoids proportional
dem Cosinus des Winkels, welchen die Normale in
diesem Punkte mit der a-Axe einschliesst.

Analoges gilt, wenn die Feldrichtung parallel zur 5-Axe
oder parallel zur c-Axe ist. Man kann daher schreiben:

hy = 6, COSQ
hy = o, cos ¥ XVIID)
he = 6, cos y,

worin 6,4, 5p, 3. die Poldichten bezeichnen.

Die Grossen o,, 55, 6. lassen sich leicht bestimmen. Fir s,
stellt sich die Rechnung wie folgt:

Im Innern des Ellipsoids darf keine Kraft herrschen, d. h.
die Summe der darin herrschenden Krafte muss gleich Null
sein. Ist F die Wirkung des Ellipsoids auf einen Punkt im
Innern, ® die Feldstdrke, so muss also F+® =0, d. i.

F=-—-o XIX)
sein.

Die Grosse F ist selbst die Summe aus den Wirkungen
der beiden Ellipsoide E’ und E”. In Betracht kommen nur die
Componenten parallel zur X-Axe. Denn die Componenten
parallel zur Y-Axe und parallel zur Z-Axe sind gleich gross.
aber entgegengesetzt gerichtet; die Y-Componenten sind flr
den betrachteten Punkt, der in E’ die Coordinaten %/, y, z,
in E” aber ", 3, z von den Mittelpunkten gezidhlt haben soll!

3M'y 1 12du
fur E’Z v,:_— p { 3 o BN
) ), TR
3M"y M usdu
fiir E": U 7 S o3 9, oN1].
Y al I (1—=2202) (1—N202)':
L)

Der Werth des Integrales, in welchem # bestimmt ist durch

1 S . ..
= 1+ g Wo s= a’*—os2, wenn o die grosste Axe des
1

1 Siehe Mathieu, Théorie des Potentials. Deutsche Ausgabe von Maser,
S. 121,
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durch den fraglichen Punkt zu dem betreffenden Ellipsoid
confocal gelegten Ellipsoides bedeutet, hidngt nur ab von

2 2 2 2
a*—b . ai—c . .
;az—l und M2 = —152—1—, nicht aber von #, ist daher
1

1
fiir beide Ellipsoide gleich. Da ferner die Masse M” des
Ellipsoides E” — —M’, der Masse des Ellipsoides E’, folgt

)\f =

@""@” — O
und ebenso
B'+3"=0.
Dagegen ist, da wir M’ = M, M"” = — M schreiben kénnen,
. 1 12dun — J set )
wenn wir U B (1 Wy — setzen:
. 3MJ 2 M.
F=%+%=—— @'—2")=— 3J 2e.
al a

Da nun a, = ap, b, = bp, ¢, = cp ist, ist auch

J— 1 w2dun
- o ( { —)\2 1L2) 'a (]. ‘—)\/2 ﬂg) /s

4z 47
und M = T‘Lalblclp = _3_»_ abepdp; ferner war 2ep = o,; daher

folgt
Fe=—4z7 % XX)
a

Das gibt nach XVI):
1 a?

% ="YxT be o

Ist dasselbe Feld parallel zur b-Axe oder c-Axe, so folgen
analoge Formeln. Wir haben daher

1 a?
[ P e —— ()
“T dad ke ¢
1 b2
T 4ad ac ® XXD)
1 c?
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Beziiglich J ist noch eine Bemerkung zu machen. Es ist

2 2 2
= ﬁg;b und V2 — aa;?c unter der Voraussetzung
gesetzt, dass a die grosste Axe ist.

Die Formeln XVIII) und XXI) sind diejenigen, welche
wir bei der Entwicklung der Gleichungen des dielektrischen
Mediums brauchen werden. Der Vollstindigkeit halber soll
jedoch noch die Grosse der Flache bestimmt werden, deren
Kraftlinien von dem Ellipsoid aufgefangen werden. Dieselbe
kann bestimmt werden durch die Erwagung, dass die Ladung
des Halbellipsoids absolut genommen gleich sein muss der
Ladung dieser unbekannten Flache. Auf dieser selbst ist die
Ladung gleichférmig vertheilt, da sie ja dem homogenen Felde
angehort. Wir flihren wieder die Rechnung durch fiir den Fall,
dass die Kraftlinien parallel sind zur a-Axe.

Das Oberflachenelement ist?!

_az 12 c2—p? P
2

\ I —— s+ (5 — 3
df = — P dxdy,

_—zb_z

seine Ladung 7h,df = s,df cos ¢, worin ¢ der Winkel der
zugehorigen Normale mit der a-Axe. Es ist nach XVII)
x

9 P .3/'
@ \,/ e +_4

Cos 1p =

'.,‘)

R
Die Wurzel \/ -+ ?]4 + o kdnnen wir mit Hilie der

v,

. — = 1 umformen. Wir haben
b2 c?

Gleichung ; +

1 Serret, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. Deutsch von
Harnack, 2. Bd., S. 338.
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIV.Bd., Abth.II. a. 45
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somit
22 1 2 P
ot c? a2c? b2’
also
22 42 22 . 1 . c2—a? 42 c2—b? 42
P TR FEE R T R

also schliesslich
cx

P—a® 42 2—p2 42
a? 1+ —_— -+ — yq
a? a® b2 b?

cxdydz

— —G,.
a? 1 2 _3/2
T a2 e

Es geniigt, die Ladung des ersten Octanten zu bestimmen;
wir haben dann das Integral

xdydz
f\/ 12 2

r=a

COsS ¢ —

o

und

5,df cos o =

ZU nehmen von

y =0 bis y = ?,

wobei nur das positive Zeichen der Wurzel gilt, wie sich
gleich zeigen wird. Wir filhren neue Variable ein gemdiss der
Gleichung?

Bw 9y 9x 9y
fdexdy_f[ 36 8¢ 94 90 Vaoed.

Wir haben

V= ad
12 _j;?
a® b

1 Serret, im obengenannten Werke, 2. Bd., S. 326 u. folg.
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und setzen
x = a sinf cos ¢
y =>bsinbsind

z = ccosb,

was der Gleichung des Ellipsoids gentiigt. Man findet

a2 y?
\’/1— a?: —F: COSe,
und zwar +4cos 6, da in dem ersten Octanten 2z — c¢.cos 6
positiv sein muss. Ferner ergibt sich

9x 0y  ox dy

5 B—zp—ng 36«:absmecosﬁ,

daher endlich

: wdxd
[y‘ [_1E;;L__;::cﬂb£f$n2ﬁcos¢d6d¢, XXIl)

x2 32
\/ a? b2
worin
fir + =0 a sinf cos ¢ =

fir y =0 bsinf sin$ =0

z = ¢, also ccosh=c¢

ist, woraus 6 = O folgt. Der Werth 6 = —- liefert z = O und

ro! 2

sin = 1; diesem Werthe entsprechen

einerseits * = O, anderseits ¥ = a
y=0 y=0
also .
. . - .
einerseits ¢ — 5 anderseits ¢ = 0.

w

Die Grenzen fiir 6 sind also O bis 5 fiir ¢ entweder O bis

T . . . .
oder -5 bis 0. Wir haben jene zu wihlen, welche unser

%

| A

Integral positiv machen, da ja dieses fiir den ersten Octanten

gelten soll; diese sind % bis 0; wir haben also

<

45%
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!

zu berechnen. Man findet daflir leicht den Werth %—, somit

a b xdvdy T
f) \/ e = a?b,

und dementsprechend die Ladung des Octanten 5, [ df cos ¢ ==
ben
4
Ladung ist so gross, als ob seine ebene Begrenzung bcw mit
der Poldichte s, gleichférmig belegt wire.

Bezeichnen wir die unbekannte herausgeschnittene Flidche
mit W',, die auf derselben herrschende constante Dichte mit X,
so muss absolut genommen

ber.s, =W,.X.

SR

0
sin? Odef cos ¢ di

2

= 3, und die des Halbellipsoides L, = bcx.3,, d. h. seine

Ist nun die Feldstirke ®, so ist absolut genommen

1 l a?
v —
= 1= ®; da wir 5, inJ be & gefunden haben, so
erhalten wir endlich ‘
v, — a’w
J

und analog fiir die anderen Stellungen

R 2w
Y, = —
. XXIID)
! cin
W, =
J

Die Formeln XX) geben fiir die Kugel, indem wir a = b =

. 1
= ¢ = 7 setzen und J = [u2du = 5 finden:
0

¥V, =V, =¥. =¥, =3+

wie bekannt.!

Joubertund Mascart, in dem oben genannten Werke, 1. Bd., S. 138.
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IL.

Wir gehen nun {iber zur Entwicklung der Gleichungen fiir
ein dielektrisches Medium, welches in der oben geschilderten
Weise constituirt ist. Das Coordinatensystem wéhlen wir aber-
mals parallel zu den Axen des Ellipsoids, welche wir wie frither
mit @, b, ¢ bezeichnen; die X-Axe sei parallel zu g, die Y-Axe
parallel zu b, die Z-Axe parallel zu ¢. Im Innern des Ellipsoids
sei ferner ein Punkt p mit den Coordinaten x, ¥,z etwa der
Mittelpunkt des Ellipsoids, angenommen; die Coordinaten eines
Oberflichenpunktes mdgen dann mit x+§, y+1,2+{ bezeichnet
werden. Betrachten wir nun einen ausserhalb des Ellipsoids
liegenden Punkt p/ mit den Coordinaten #/, 3, 2’ und bezeichnen
seinen Abstand vom Punkte p mit » und seinen Abstand von
jenem Oberflichenpunkte mit »,, so ist unter Vernachldssigung
der Glieder hoherer Ordnung

- - g L
: —7L+ S R AR 1
r, v ex o oy | 8z )

Ist nun bei jenem Oberflichenpunkte ein Flachenelement
dw genommen und wird die auf demselben befindliche Elek-
tricititsmenge mit s dw bezeichnet; bezeichnen wir ferner die
Potentialfunction des Ellipsoids mit # und ihren Werth im

Punkte p’ mit #/, so ist
, hdw
1H —=
"y

Uber die ganze Oberflaiche des Ellipsoids genommen.
Mit Beriicksichtigung von 1) erhdlt man

0

5 3 L 2 L
, 1 v v v .
1 :7f/zd1y+8—xf§]¢d1v+—@—j’qhdw+ 5 JChdw. 3)

Das Integral fhdw stellt die Gesammtladung des Elli-
psoides dar; da dieselbe nur von Influenz herriihrt, ist sie
gleich Null, daher
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s L g L s L

! :_ai_jedeJr »a;éj-qhdwr d—; [Chaw. 4)

Die drei andern Integrale reprasentiren die elektrischen
Momente des Ellipsoids, und diese sind vor Allem zu bestimmen.
Diese Bestimmung ist moglich, da der Werth %, die elektrische
Dichte in dem Oberflichenpunkte x+§, y+1, 2+ eines Elli-
psoids, dessen Mittelpunkt die Coordinaten x, y, z hat, bekannt
ist, wenn sich das Ellipsoid in einem homogenen Felde von
der Stdrke K befindet. Die Bedingung der Homogenitit des
Feides, trifft, wie oben bemerkt wurde, in unserem Falle zu.

Im Allgemeinen wird jedoch K mit den (in unserem Falle
zu den Ellipsoidaxen parallelen) Coordinatenaxen Winkel ein-
schliessen; die zu den Coordinatenaxen parallelen Componenten
von K mogen mit X, Y, Z bezeichnet werden. Die Dichte %
entsteht dann durch Superposition der von X, Y, Z herriihrenden
Dichten, welche beztiglich %, &, k. heissen sollen, so dass

= h,+hy+h.. 3)

In der Gleichung 4) sind die Coordinaten §, 7, { von x, ¥, 2,
dem Mittelpunkte, gezdhlt. Da aber &g, &, 2, nur von den
Cosinussen der Normalen mit den Axen, keineswegs jedoch
von den Mittelpunktscoordinaten abhdngen, kénnen wir zu ihrer
Bestimmung die im 1. Theile entwickelten Formeln unmittelbar
anwenden.

Die Formeln XVIII) und XXI) ergeben, wenn wir beriick-
sichtigen, dass die Feldstdrken in der Richtung der a-, b-, c-
Axe beziehentlich XY, Z sind:

1 9
By =64 COSP = —— ixT be —Xcos o
1 b2
hy = 6, cOS ¢ = inT ac Y cos ¢
Izc:ctcosz—4TJ deCOS/

Mit Beriicksichtigung der Gleichungen XVII), in welchen

AN L
wir \/ Bi — T setzen, erhalten wir daher
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1
, 1 {87_§£f£2dw+Y Eqdw  Z "‘&CdW{
W=y e be) T %‘T‘FEJT\
1

o X (nde Y (dn | 2 frddn)
3y b T Y T ab) T

1
0— ¢ )
P %{ éde_*_ Y 'quw+ Z [Caw }
0z be T ac, T ab T
Die in 5) vorkommenden Integrale sind nun zu bestimmen.

Setzen wir £ = a sin 8 cos ¢, = b sin 6 sin ¢, { = ¢ cos 6, was
der Gleichung des Ellipsoids genligt, so wird

dw = \/cﬁb2 cos? §4c? sin? 6 (a? sin? ¢+ 5% cos? §).sin 646 dY?

und
g ¢ e
T—= I +ﬁ+ P
_ 1 252 20322 sin 0(aZ sin? O+ b2 EN
_W\/a cos? f+4¢? sin? (a2 sin? 452 cos? ),
somit

dT”’: abe.sin 0d0d;

in 3) eingesetzt folgt:

1
9 —
1 7 ces s :
7 =17 o {aX [[& sin6dOdYL+DY [ [&n sin 6d6d+
{ +cZ § J & sin 6d6dd}
9
+ a; {aX [ & sin 0d6dY-+DY § f42 sin 6d8dY+
{ +cZ [ [t sin 6d6dd}
()
+ {aXE& sin0dOdY+0Y [ [0 sin 6d6dd+

+cZf[(? sin Gdﬁdn‘g}}

1 Serret, in dem oben genannten Werke, 2. Bd., S. 338.
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Die Integrationsgrenzen sind dabei, da die Integrale {iber
die ganze Oberfliche des Ellipsoids zu nehmen sind, fiir § 0
bis =, fiir ¢ O bis 2z. Man findet nach leichter Rechnung

[f& sin hdhdy = %cﬂ

Jfn? sin 6dbd) = t—ﬁ b2

[4¢ sin 8d8dy — % e

Der Werth der Ubrigen Integrale ist, wie die Rechnung
lehrt, gleich Null. Es resultirt somit

1 ! 5 !

ad P b3 v c3 v
=2 x T Ty "z T
=gy Xt Yy a7 e

Denken wir uns nun an der Stelle, wo das betrachtete
Ellipsoid sich befindet, ein Raumelement dz des Dielektricums
genommen und nennen NV die Zahl der in der Volumeinheit ent-
haltenen Ellipsoide, so ist Ndr die Anzahl der in dem heraus-
gegriffenen Raumelement enthaltenen. Da wir nun alle diese
Ellipsoide als gleich voraussetzen, so wird die Potentialfunction
dieses Raumelementes gegeben sein durch

1 1 1
— 0 — —
g r b e c? g

" a3 ” }
T . o o - o
¢ —J LJX w 37 e Tyt 1N

was wir schreiben wollen:

1 a: agi !
. " -
UI:./ T A P L 6
Darin ist
; as’N
T 3J
b3N
B:—STY 7)
3
‘(——C N‘Z.
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X, Y, Z sind die Componenten derjenigen Kraft, durch
welche die Ellipsoide polar gemacht worden sind. Da nun
diese zum Theil von solcher Elektricitét, welche sich ausser-
halb des Dielektricums, theilweise jedoch von der Elektricitat
im Dielektricum selbst herriihrt, wird dieselbe nicht an allen
Stellen des Dielektricums gleich gross sein. Jedoch konnen
wir annehmen, dass sie innerhalb eines Raumelementes con-
stant ist.

Die Componenten des ersten Theiles der Kraft sind, wenn
IV die Potentialfunction der nicht im Dielektricum befindlichen
o oV v
w0y 6
Die Componenten des zweiten Theiles lassen sich aus der
Potentialfunction des Dielektricums bestimmen. Es handelt
sich dabei um den Werth, welchen diese Potentialfunction im
Punkte x, , 2z hat. Wir erhalten sie aus 0), indem wir die
Coordinaten des Raumelementes mit z/, 3/, 2’ bezeichnen. Die
Coéfficienten o, f, 7 bleiben dieselben, da wir vorausgesetzt
haben, dass die das Dielektricum constituirenden Ellipsoide
alle gleich sind. Wir haben daher als Potentialfunction des
Dielektricums im Raumelement dr:

Elektricitdt bedeutet, gegeben durch —

( 3L 5 oL
7 7 7
U:k[ o 5 + £ 5y + 7 o )dt. 8)
Die Kraftcomponenten filir dr sind aber nicht ohneweiters
) oU oU
durch — —E, — —+——, — —— darzustellen. Wenn wir von der
ox 9y 9z

Kraft sprechen, welche ein leitendes Korperchen erleidet und
durch welche eine Influenz auf das Koérperchen ausgeiibt wird,
so ist darin die von der Influenzelektricitdt des Korperchens
ausgelibte Kraft nicht mit einbegriffen. Es ist daher von der
Potentialfunction des Dielektricums noch jener Theil, welcher
von der Elektricitdt des betrachteten Korperchens selbst her-
riihrt, in Abzug zu bringen. Dasselbe gilt fir unser Raum-
element dr. Wollen wir die in dr von dem {brigen Dielek-
tricum ausgelibte Kraft kennen lernen, so miissen wir die
von den in dt enthaltenen polarisirten Ellipsoiden herriihrende
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Kraft subtrahiren. Das konnen wir dadurch, dass wir uns
dieses Raumelement aus dem Dielektricum herausgenommen
denken; es entsteht auf diese Weise ein Hohlraum, und die in
diesem Hohlraum herrschende Kraft ist die zu bestimmende
Kraft.

Da die Korperchen in dem Hohlraume Ellipsoide sind,
so wird die von ihnen ausgelibte Kraft nach verschiedenen
Richtungen verschieden sein. Wird der Hohlraum passend
gewdhlt, so ldsst sich jedoch das Potential der in ihm ent-
haltenen Ellipsoide leicht bestimmen. Dies findet in dem vor-
liegenden Falle dann statt, wenn wir drt als ein Ellipsoid heraus-
schneiden, welches zu einem der in ihm enthaltenen Ellipsoide
homothetisch ist. Wir denken uns also aus dem Dielektricum
einen kleinen ellipsoidischen Raum herausgeschnitten und
bilden die Potentialfunction des ausserhalb dieses Raumes
befindlichen Dielektricums fir irgend einen innerhalb dieses
Raumes liegenden Punkt x, 3,z Indem wir mit U die Poten-
tialfunction des gesammten Dielektricums bezeichnen, mdge
die Potentialfunction des ausserhalb des herausgeschnittenen
Theiles befindlichen Dielektricums mit U, bezeichnet werden.
Dann werden die Componenten der gesuchten Kraft gegeben
U, o, ol
ox * 8y ' oz

Bezeichnen wir nun noch die Potentialfunction der in dem
herausgeschnittenen Ellipsoid befindlichen Ellipsoide mit U,

sein durch —

so haben wir
U =U0-U,. 9)

Die Componenten — 8T, , — 80, , — A sind also
0x 2y 0z
bestimmt, wenn man U, kennt. U, ist gegeben durch das
Integrale 8), welches iiber das ganze herausgeschnittene Elli-
psoid zu erstrecken ist.
Da fiir das Raumelement X, Y, Z constant sind, sind auch

=, 8, ¢ fiir dasselbe constant, und wir haben

. 5 3L

r v oy
UO _ 71/ W [lf-{’—la‘/[ BJ}I df"r"{L[ le*df. IO)
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Die Gleichung
r =\ =2+ —y P+

liefert
o L s L L a1 gL 3
ro_ T v ro_
2 o T ¥l T y 0 T 0z

Wenn wir diese Werthe in den Ausdruck 10) einfithren, so
erhalten wir

‘18—

e vt [T
nder 8 [do a8 (de
T T T
UO_EUW By Y 1)

dr . . . .
7 ist nun das Potential des mit der Dichte 1 erfiillten

herausgeschnittenen Ellipsoids auf einen inneren Punkt und

] dr ) dt 9 dr .
dementsprechend Wf_’;’ Wf;, gfy die Compo-

nenten der Anziehung dieses Ellipsoids auf den betrachteten
Punkt?® parallel zu den Axen.

Bezeichnen wir die Axen des herausgeschnittenen Elli-
psoids, welche den Axen eines, also bei der vorausgesetzten
Constitution des Dielektricums, aller in ihm enthaltenen Elli-
psoide parallel sind, mit 4, B, C, ferner mit x,, y,,2, die Coordi-
naten des betrachteten Punktes (¥, 9,2) vom Mittelpunkt des
Ellipsoides aus gez#hlt, so haben wir unter Beriicksichtigung
des Umstandes, dass die X-Kraft nur von den %,-Dichten, die
Y-Kraft nur von den 7%,-Dichten, die Z-Kraft nur von den
Ih.-Dichten herriihrt:

8 (dt _ 3Mx ! wldu

) r A (1A u?)'(1—A"22)'"

0 (dv _ 3My, [ uidu 12)
By o B ) —A2u?)'h(1—A242)'k: -
8 (dv _ 3Mzg (! u3du

W{ v C ) A=A (I —Aud)k

! Mathieu, in dem oben genannten Werke, S. 121, §. 8.
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Da das herausgeschnittene Ellipsoid homothetisch ist mit
einem der in ihm enthaltenen, ist A2 = X2 A’2 = N2 also das
in 12) auftretende Integral gleich dem fritheren J. Ferner ist die
Dichte gleich 1, die Masse des herausgeschnittenen Ellipsoids
also gleich seinem Volum. Nun ist aber zufolge der Homo-
theticitat

4ABCr __ 4ben  4ABCm _ 4acz  44BCr _ 4abzw

343 T 3a%’ 3B3 31 3C3 T 32
somit:
9 {df — —4ng 2
va 7 a?
0 drt ac
Byf 7 —an/ pr N
0 dr a
g 7* —4TEJ 5 %y

Bezeichnen wir noch die Coordinaten des Mittelpunktes
des herausgeschnittenen Ellipsoids mit g, Y, 3, so wird, da #, ,#
die Coordinaten des betrachteten Punktes waren,

Y=L Y=Y, =2

zu setzen sein. Wir erhalten dann

9 [(dr bc

—a:} 7 =AY
9 dr ac

va ” po— —475»’? (y—u)
9 [dr ab

—B;J p _—4TCJ?(Z—5)

Mit Hilfe dieser Gleichungen bestimmt sich der Werth U, zu

be ac ab |
Uy =457 | 2 o) + 9 80—y + L ye—p| 19
und
[ be ac ab
UI:U—41:JL12 a(r—1) + 55 By + — *f(z—a)] 14)
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Die Axen des herausgeschnittenen Ellipsoids kommen in
dicser Formel nicht vor, es ist daher nicht n6thig, ihre Werthe
zu kennen. Aus 14) erhalten wir unmittelbar

0
o0, 3, b
0x ox 2
3, AU ac _
ay W 475\]—1‘7—2'"{3 10)
0
O, Ll af
0z 0z

Diese Gleichungen setzen uns endlich in Stand, die ¢, B, 7
zu bestimmen. Die Componenten der ganzen auf die leitenden
Kérperchen in dem gewdhlten Raumelement wirkenden Kraft
sind nach dem oben Gesagten:

x—_ W,
o ox
% oU,
Ty 16)
s WV _ 0,
0z 9z’
also mit Riicksicht auf 15):
x= 230+ | sk,
ox a’
o(V+U ac
Y:———(—By—) +4nJ b2 B 17)
g BV | ab
0z c?
Nun ist nach 7)
_3J
~@N”
J— SJ e}
A
__3J

=N "



704 AVLampa,

Diese Werthe liefern in Verbindung mit 17):

L 1 I(V+U)
T 3J be ox
oy i
" 1 N(V+U)
T TeT ac oy
AN —4nJ be
- 1 W(V+U)
— 7 3J ab oz
oN A

Eine einfache Umformung fiihrt im Nenner aller dieser
4abcm

Grossen gleichen Werth herbei. Er wird dadurch 1 —
4abcrm
3

selben in der Volumseinheit,

N.

Nun ist

das Volum eines Ellipsoids, N die Anzahl der-
4abcn

N also nichts Anderes als

die Raumerfiillung des Dielektricums. Bezeichnen wir diese
Grosse mit g, so wird

a’N
3J a(V+U)
o — . _
1—g ox
b3N
. 3J o(V+0U)
b= l—g ay
N
L 8d o(V+U)
r= l—g 8z
Setzen wir noch der Kiirze wegen
a’N 3N AN
3J(1—g) — Ey, 3J(1—g) — 7% 3J1—g) — By 18)
so kdnnen wir schreiben:
- o(V+U) . s(r+u) o(U+7T)
%= —E, EEEC B= _EZT’ (= _E3’7_
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und erhalten endlich, wenn wir diese Werthe in G) ein-
setzen:

1 1
. 3L , 3L
s(V+U) °r s(V+U) °7

! — __ | K . o R —

U = J E, P o dz JE,z i 5 drt
o L
—f B(V'*'U) " _dr. 19
9z o

Dieses ist die zur Bestimmung der Potentialfunction unseres
Dielektricums dienende Gleichung. Der Werth der Constanten
E,, E,, E, ist in unserem Fall von einander verschieden; er
hangt nicht nur von der Raumerfiillung, sondern auch von den
Axen der Ellipsoide ab. Da wir jedoch alle Ellipsoide als gleich
gross und gleichméissig vertheilt angenommen haben, werden
sie fur alle Theile des Dielektricums gleichen Werth haben.

Es ist nun noch die Aufgabe zu l8sen, ihre Beziehung zu
jenen Grissen abzuleiten, welche wir als die Dielektricitats-
constanten des Dielektricums bezeichnen. Zu diesem Zweck
soll im Folgenden der Fall eines Plattencondensators behandelt
werden.

1L

Wir formen die Gleichung 19) zunachst um, indem wir

setzen
g L
g 20y Tr
K ox o
3,, c%)
= |\E(V+U —(V+U) 5 ( 3—1 20)

und in ebensolcher Weise die Ausdriicke unter den beiden
andern Integralen transformiren.

Die Gleichung 20) muss mit dr = dxdydz multiplicirt und
lber den ganzen von dem Dielektricum ausgefiillten Raum
integrirt werden. Wir erhalten
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CA(V+U) 37

u/El TR PR Uf

fffrnile

Bei dem ersten rechts stehenden Integral ldsst sich die
Integration nach # ausfithren. Man erhalt

: '
f[[ E(V+U) o dyvdydz =
a— [ -~ |1
—[f E(WVA4+U)——|,— { l(V+U)v— 15(l‘rdyd:,

worin die Indices 1 und 2 andeuten sollen, dass in dem in der
Klammer stehenden Ausdruck die Werthe zu nehmen sind,
welche an den Stellen stattfinden, wo eine der X-Axe parallele
Gerade, deren andere Coordinaten y und  sind, die Ober-
fliche des Dielektricums schneidet. Der Fall, dass diese Gerade
die Oberfliche an mehreren Stellen schneidet, tritt bei einem
Plattencondensator nicht ein, ist also fiir uns belanglos.

Wir bezeichnen nun das Flachenelement an der durch
den Index 1 angedeuteten Stelle, welches ein langs der Geraden
gedachtes unendlich diinnes Prisma mit dem Querschnitte dy dz
aus der Oberflache des Dielektricums herausschneidet, mit dw,.
Man hat dann

E(V+U) dedydp—

)
=

) dxdydz.

oo

2)

dydz = cos h.dw,,

worin A den Winkel bedeutet, welchen die auf dw, nach Innen
errichtete Normale mit der X-Axe einschliesst. Bezeichnen wir
noch die Normale mit #,, so haben wir weiter

ox
COSA = ——,
012,
woraus wir erhalten
Ox
dydz — — dw
J 012, 1
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Fir die durch den Index 2 bezeichnete Stelle, an welcher
die positive X-Richtung von der Flache nicht nach Innen,
sondern nach Aussen geht, lautet die entsprechende Gleichung

ox
aydz — — — .
ez on a,

2

Setzen wir diese Werthe in Gleichung 22) ein, so geht sie
{iber in folgende

1
[
=—f

worin an der rechten Seite die Integration {iber die ganze Ober-
flache des Dielektricums auszudehnen ist.
In 21) eingetragen folgt:

dydydz —

1
9
1/]34»

ox 1 on e

E,(V+U) 23)

3L al

fE IV+U) 7 :_[ v }y
1 ox ox 07

1
”

([foemi ( 7 o

E(V+U)——

und analog

1
[}sga(I;;U) 37 —j [E(V U) 7} Y —
}” I i(E ié) dydydz
2 ay -
. gL g L
JEaa(Va_:U) 4 _I[E V4 U) v J 2 _

([forror s ( )M -

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIV. Bd., Abth. IL. a.
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Hieraus ergibt sich endlich

% ox 3_1_ oy
-, X s
(/:f E(VHU) — o g +E(V+U) — e

nn -a a% a/ a%
+jjf(v+U)ME,3 +~-kE2»v+

J ¥ oy

+W 2 0z

Das zweite Integral ldsst sich noch weiter vereinfachen,
da wir voraussetzen, dass E,, E,, E, innerhalb des ganzen
Dielektricums denselben Werth haben. Es ist dann:

: g L pe L . 31) g2 L
—/E1—1:E1—1—,—E ! E__r

ox by 2Ty /T2 g

0 ( 3%) s 11,
5 B g, T E

dxdydz. 24

somit:
[ 3% ox 8% oy
7 — 7 7 e
U _f E(V+U) v o + E,(V+U) 5y +

5L

0
+E,(V+U) —5:— %J dw

92 1 azi azi

. ! /
- f [ } (V+U)(E1 o+ B g+ B a;;)dxdydz. 25)

Diese Gleichung kann zur Untersuchung eines Platten-
condensators benlitzt werden. Wir nehmen an, dass wir aus
unserem Dielektricum drei kreisformige Platten von gleichem
Radius p und gleicher Dicke 4 herausgeschnitten haben. Jedoch
soll in der ersten Platte die Normale auf die Kreisflichen,
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welche parallel ist zur Distanz d, parallel sein der a-Axe, in
der zweiten der b-Axe, in der dritten der c-Axe der Ellipsoide.
Diese Platten sollen der Reihe nach in denselben Condensator
gestellt werden, dessen Platten kreisférmig vom Radius p, deren
Distanz in gleicher Weise d sein soll, so dass sie also den
Kreisflaichen der dielektrischen Platten unmittelbar anliegen
sollen. Bezeichnen wir noch die bezliglichen Werthe von
(V4+U) mit (V4+U),, (V+U)y, (V+U)., so erhalten wir aus
%

9
25) fur die erste Platte, fiir welche -— — 0 und Z —o:
on on

U,=E / (V+U),

1 1

i 92 — 32 L
(V+U) Y 4E, L 4+E U arayds. 26)
a 22 2 ayg 3 azr_) 24 .

Da wir das Coo1dmatensystem stets so legen, dass die
X-Axe || a, die Y-Axe || b, die Z-Axe || ¢, so ist fiir die zweite

Platte 8_4, =0 und % =0, also
on on

1

Ul = Ezf(r/+U)l, o dwt

1 g 1

1

— d

v 7 r
+{:/f(V+U)b\E1 oy +E, 5 +E, 5a )d,vdydz 27)

. . ox 9
und analog fiir die dritte P —0und 2 = 0, also
on o7

02

3L

‘_EJ(V+U)C dw +

g ! g2 L

1
: 92 —
+W(V+U)C(El - +E, By; +Ey -y )dxdydz. 28)

Die Integrationsgrenzen sind fiir das erste rechts stehende
Integral in allen drei Gleichungen dieselben. Dagegen fiir das
zweite Integral, da wir den Coordinatenanfangspunkt in den

46%
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Mittelpunkt der dielektrischen Platte anliegenden Seite der
einen, sagen wir etwa der linken, Condensatorplatte verlegen:
in 26): firxy: Obis 4
yoo—p +p
ZL—p +p;

in 27): fir x: —p bis +p
y: 0 d

—r +p;

in 28): fiir 1 —p bis +p
Yo = +p

0 d.

Wir wollen diese Integrationsgrenzen kurzweg dadurch
bezeichnen, dass wir die dreifachen Integrale mit den Indices
a, b, ¢ versehen. Betrachten wir zun#chst diese dreifachen
Integrale. Herrscht auf der linken Condensatorplatte das Poten-
tial P, auf der rechten das Potential P/, so wird, da das Feld

zwischen den Platten homogen ist, das Potential V+ U an einer
von der linken Platte um die Distanz # entfernten Stelle den

P
Werth P + P -2t haben. Wir haben daher zu setzen:

d
P!— P, P/—P
(V+U), = P, + (d L, (V+U)p = P, + bd l’y,
P!—P,
(V4+U). = Pt =575
und erhalten:
ey 1 cy 1
o 0? — 02 —
7
fj (V+U)u( 1 ; E2 d)/) “+E3 922 )dvdydz

P, [—(E +E, +1:;)de”b % 3K, Uf d"jffydz
y~d‘rdyd7 ? 2¥dxdydz
o [ e )R
(ll a d d d 3 s
P_ [ (E+E+E)fffvvyz QE[de’:?d
+3E, ﬂj xy-d;)clydz +3E3[jf xz-d;:lydzJ 29)
[ a < a
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, 1 1 1

92 92

JIf(V_FU)b \By Ba,z +E, B_y; +E38;) dydydz —
P, [_(E1+E2+E3)fffdxﬁ/dz L3E, [[‘fxgdx;zydz N
+3Efffﬁ,°dvdydz BEIUZ-dmdydzJ N
Pb[ (E,+E, +E)fjfydxdydg
+3Efjf yx* dxdydz SEjff)/“dxdydz
b _,_gEfff J,;dxdydﬂ 30)
b

1 ge L a“_

[[forsonde o en " an e

{ (E+E+E)jffd$djdz SEIJI zdlﬁydz +
+3Efff /’d;tdydg SEfffz2dvdydzJ+
[—(E +E, +E)[ff”d¢7f?’dz
+3Eff 212 dxdj_lﬁz BEzf]‘j‘ zygd,;;iydz +
c
3E, ,/f z%,«:/;iydz} 31)

Da » = (#*+ 92 +2%)':, sieht man bei den gegebenen
Grenzen folgende Beziehungen unmittelbar ein, welche wir
durch Einfithrung eines gleichen Buchstabens andeuten wollen:

dxdydz dx dy dz dxdy dz .
3 - f - 3 — 9[

o . L
/ﬂ "dL dj dz J U y’dm d_ydﬁ ﬂ‘f 22dxy dy.L .

S
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drdydz f 2 dvdyd__z vdxdydz
ff B I
. 2dydydz Ydydyde f Vidxdyde 6
Ut} S|
xdxdydz (M ydxdyde “zdxdydz !
= e =
a7 b 4 JIJe T
xidydyde Yi¥dvdyds [ Bdydyds %
HE= == 5=
' xy%xdydz o [ vefdydyde yx‘-’dxdydz o
— 1)/, 7P - 7? -
yz*dm dy dz zx¥dydy dz zy-dv dydz
= [ e
c c

Wir konnen die Gleichungen 29)—31) hiemit kiirzer
schreiben:

3 L

91 2
v
ff (V+U)L-,(E1 5 +E, 5 +E,;- 3" )dmdydz

P,[—(E,+E,+E)U+3EB+3(E,+E,;)C]+

I
+P“ dP” [—(E,+E,+E)M+3EN+3(E,+E)P] 32)
( az% 32% a)
ff (V+U)p \E, 7" +E, 57 +E, 5 dxdydz —
Py[—(E,+E,+E)UA+3EB+3(E,+E,)C]+
P,—P
b (B + By + E) MABE,N+3 (B, +E)P] 33)

92 1 02

321

I
~ 7 7
Jf (V+U)C(E1 B B )dmdydz_
P.[—(E,+E, +E)9’(+3E B+3(E,+E,)C]+
P/

L | (B, +E,+E)M+3E,%+3(E, +E)P]. 34)
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Die Integrale 9, B, €, M, N, P wiren nun zu bestimmen.
Vor Allem bemerken wir, dass der Punkt, flir welchen die
Potentialfunction des Dielektricums gesucht wird, sich ausser-
halb des Dielektricums befindet. » kann also nie gleich Null

werden und daher gilt die Gleichung

e 942 T =0
aus welcher folgt:
R
_ — 9 26 =
fg s T o o drdyde — —UA+B+2€ =0

1

) (827 32 .11/_ 82 _)
g = — 0
fﬂl PR 92 T e dydydz — —IM+N+2P=0.

Wir haben also die Relationen
A=2B+2¢ o
39)
M=N+2%
welche uns die Berechnung von € und 8 ersparen. Die Be-

stimmung von 2, B, M, ! wollen wir jedoch noch verschieben.
Der Kiirze wegen schreiben wir die rechten Seiten der Glei-

chungen 32)—34):

I
PLL'M£1+PadPaNa

P
L Ns 36)

/
P,,.M,—i-Pb

P /
d

P .M.+ JVC
und damit gehen die Gleichungen 26)—28) iiber in:

P({ —P,
d?’U—I-Pa M, + d ¢ Nﬂ 37)

U, = f(V+ U)a
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1
- Pi—P,
Ul{ = E2 (V—I— U)b ’E; aw + P, M, + —d— Ny 38)
1
vi— g [(v+v i Pe—Fe
I =E, | (V+U). o™ aw +P. M, + d N.. 39

Wir kénnen uns nun bei der weiteren Berechnung dieser
Ausdriicke auf Gleichung 37) beschrinken, da die beiden
andern ganz analog gebaut sind. Es ist in 37) nun noch das
Integrale

sl
E, f (VU # dw
Zu bestimmen.

Da die Bestimmung dieses Integrals von Clausius durch-
gefiihrt worden ist, ist es iiberflissig, sie hier zu wiederholen.
Der Werth U/ wird auf den beiden Platten des Condensators
verschiedene, aber von der Randwirkung abgesehen, constante
Werthe haben. Man kann daher U/ einfach fiir die Mitte der
Condensatorplatten bestimmen. Man erhalt dann (Clausius,
am angegebenen Orte, S. 85, Gleichung 34):

1 d Na
Ui =2z E (P;—P,) <1 — ?> + M, Py+(Pi—P,) R 40)

Da wir die Potentialfunctionen V, und U, nur in den
Mittelpunkten der beiden Condensatorplatten zu betrachten
haben, so wollen wir die Werthe, welche sie auf der linken
Platte haben, einfach mit V, und U,, diejenigen, welche sie auf
der rechten Platte haben, mit V! und U/ bezeichnen. Dann ist
zu setzen

P,=V,+U, 41)
Pl =V/4+U].

Da ferner der Punkt, fiir welchen U/ (Gleichung 40)
bestimmt worden ist, der Mittelpunkt der linken Platte war, ist
U/ in dieser Gleichung gleich U, zu setzen, und wir haben
zunéchst:
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U, =2=E (Pji—P,) <1 — % %) + M, P+ (Pj—P,) J:i/a

42)

Um die entsprechende Gleichung fir den Mittelpunkt der
rechten Platte zu bilden, haben wir an Stelle von U, zu
schreiben U/ und P/ und P, zu vertauschen; sie lautet sonach

1 d

U = 2%E,(Pa —P;)<1 — = ?> + M, P/+(P,—P/)

N,
o 43)

Subtrahirt man die Gleichung 43) von 42), so folgt

| d oN,
U(,—Ul{:——[41:E1<1—7F>—<Ma— a )] (P.—P)),

Z

und wenn man hierin die Werthe von P, und P/ gemiss
Gleichung 41) einsetzt:

Ui— Ur{ =

== {ME](I—% %)— <M— ‘fi\"ﬂ(v +Ua—Vi—Ul);

wir erhalten daher

4ﬁE1(1 _1 i>_<Ma—2dN">

1 d / 2N,
s, (1L D) (20

U,—Ul = — (Va—V0).

Vernachldssigen wir nun noch die Grosse — (siehe
4

Clausius, am angegebenen Orte S. 86), so kommt

NN
4nE — (Maa%
Us—Uf = — - TN, (Va—V4) 44)
1+4TCE1—<M 3 )

Dies ist die gesuchte, zur Bestimmung der Potentialdiffe-
renz U,—U, dienende Gleichung. Aus derselben ergibt sich
unmittelbar diejenige Gleichung, welche die ganze wirklich
stattfindende Potentialdifferenz der beiden Condensatorplatten
bestimmt. Die gesammte Potentialfunction aller getrennten
Elektricitdten, sowohl jener auf den Platten, als auch jener im
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Dielektricum, ist fiir die linke Platte P, = V,+U,, fiir die
rechte Platte P, = V/+ U/, die zwischen den Platten statt-
findende Potentialdifferenz somit P,— P} = V,+U,—V/—U/.
Wir erhalten sie aus Gleichung 44), wenn wir beiderseits
VV,—V/ addiren. Es folgt:

1
7
1 +4nE, — (]l[a — '—'—‘;\—)

P,—Pl = (Va—V0D.  45)

Diese Gleichung besagt, dass die urspriingliche Potential-
differenz V, — V! des Condensators durch das Einschieben der
dielektrischen Platte auf den Betrag P,—P, sich geidndert hat.
Ist O die Elektricitdtsmenge auf der linken Platte des Conden-
sators, so gilt fir den leeren Condensator die Gleichung

_f V=V
Q= 4 d ’

wenn f die Fliche der Platten bedeutet. Ist er dagegen mit
einem Dielektricum, etwa unserer dielektrischen Platte, deren
Dielektricitidtsconstante wir mit D, bezeichnen, ausgefiillt, so
herrscht nunmehr die Potentialdifferenz P,— P, und es gilt die
Beziehung:

Aus diesen Werthen von Q folgt:
J A
P,—P, D (Va—V5. 40)

Der Vergleich von 45) und 46) liefert uns die Relation

_2Na>
d

Dy = 1+47 E,— | M, 47)

Bezeichnen wir mit D, und D, die Dielektricitdtsconstanten
der beiden anderen Platten, in welchen die &, respective die
c-Axe der Ellipsoide senkrecht zu den Kreisflachen stehen, so
folgt durch Analogie
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Dy, =1+42E,— <Mb~2N">
48)
D, = 1+47:E3—<MC— 25)

Die Gleichungen 47) und 48) bestimmen die Beziehungen
zwischen den Constanten E,, E,, E, und den Dielektricitéts-
constanten D,, D,, D, der Substanz.

Mit Beriicksichtigung der Gleichungen 32) und 36) nimmt
die Gleichung 47) folgende Gestalt an:

5 1r - 222)ofo— 28]

+5|(a— 28 s 2R
3

SN

+a (1= 53—

Der Kiirze wegen setzen wir

2

d
SE)’ — D _
€—=F)|=Di—1. 49)

A-—m=o
2M
d _p
2P

——_(

Dann nehmen die Gleichung 49) und die entsprechenden
aus 48) abzuleitenden Gleichungen die Gestalt an:

47 B+ E,(0—3p)+ E, (0—3 1)+ E; (a—37) = Do—1
4nE +E (0—37)+ E,(6—3p)+E, (¢—37) = D,—1 50)
4B+ E (0—3)+E,(2—3)+E,(¢—38) = D, —1
Addiren wir diese drei Gleichungen, so folgt:

17 (E, + E,+ E,)+ 3 (0—B—2v) (E, + E, + E,) = Dy + Dy + D.—3.

Lassen wir die Ellipsoide in Kugeln, tibergehen, so wird
E, = E, = E, = Eund D, = D, = D, = D, wihrend sich die
Werthe von o, B, v nicht dndern. Die Gleichung lautet dann

4nE+3(a—B—27)E = D—1.
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Clausius findet fiir Kugeln (am angegebenen Orte, S. 93,
Gleichung 53):
47 E = D—1,
woraus sich ergibt:
o—f—271=0. 51)

Setzen wir die urspriinglichen Werthe ein, so folgt:
()
[A—(B+26)]— % [(M—NR+2P)] = 0,

welche Beziehung durch die in 35) gegebenen Relationen
erfiillt ist. Dieselbe Relation wiirde sich Uibrigens aus jeder
der Gleichungen 50) ergeben, wenn E, = E, = E, — E gesetzt
wird.

Die Gleichungen 50) dienen zur Bestimmung von E,, E,, E,.
Setzen wir der Kiirze wegen noch

4dn4(0—3B) = A,
a—37 =,
so findet man leicht

o Dam D0 )+ (Dy— (e )+ (D) ()
1= )\3+2P.3—3p42)\

52)
und dhnliche Werthe fiir E, und E,.
Diese Gleichung ergibt fir D, =D, =D.=D und E,=E:

5— (D—1)(2+p2—2p))
T W 2p3—3p2)

4%
= A+2p=4= sein, d. h. mit

und dies muss nach dem oben Gesagten gleich sein

4203 —3p2h
A2 p2—2

Riicksicht auf die Werthe von k und p.:

Es muss also

4t430—3p—07 = 4=
und
o—p—2y =0,

dieselbe Relation, welche wir schon verificirt haben.
Unsere Formeln befinden sich also mit den Formeln von
Clausius in voller Ubereinstimmung.
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Es handelt sich jedoch noch darum, E,, E,, E, wirklich zu
pestimmen, und zu diesem Zwecke ist es vor Allem nothig, den
Werth der Coéfficienten a—3f und a—37v in den Gleichungen

50) zu kennen. Es ist

53 = (U—3%8) — o (39,

d:
Es war U = vdydz —. Man findet zunichst
RS

,fij,}Cizi, o i arc t p2 .
J W yrayh — x PO e

konnen wir — ebenfalls ver-
p

.4
wodurch dieser Ausdruck in — arctg P —
* E7 \/2

da wir — vernach1a551gt haben,

nachléssigen,

ibergeht. Es wird hiedurch

dd:K p
A = — arct —.
fo A PIVE

Was den Werth von B betrifft, so kann man zunichst

schreiben:

2 -+
B — U ¥ dxflyd: . _f “d“ff i vdjdfdz =
o (PF Y +2R) (*2+ 92 4-22)
+e dydz
= xdy. — f
_— I 3 0 f (P 242y
Nun is

te dydz 8 /1 p )_
ff (2442 22T =4 ox (T arc tg N2/
4\/2

4
= ——arct
x? gx\/Z xrp

b

wenn wir wieder —- vernachldssigen. Es ergibt sich daher

4\/2 d 1
_3__?__%

3

4 e dy p
B=—] —arctg —
3_[0 x x\/2

somit —3B = 0.
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In gleicher Weise findet man

a P
M =4 dx arct —
I gx\/2

%:if dx arc tg 19)?
0

und

3 »\/2

somit M—3 N = 0, also endlich a—3B = 0.
Nun war (Gleichung 51)

o—p—21 =0,
was wir auch schreiben kénnen
30—38—67 = a—3B+2(2—37) =O.

Da a—3p = 0, folgt hieraus auch a—3y = 0. Die Glei-
chungen 50) nehmen also die einfache Gestalt an:

l+4zE — D,
1+4=E, =D, 53)
l+47E, = D,,

woraus mit Berticksichtigung der Werthe von E, E,, E; (Glei-
chung 18):

D — 14 4ma’N a*’N  D,—1
e 3J(1—g) 3J(1—g) 4=
. 473N i )N Dp—I1 -
Dy =1+ 570—2) oder S(1—g) — 4z o4)
D — 14 4nc’N SN D.—1
¢ 3J(1—g) 3J(l—g) 4=

Durch diese Gleichungen ist zundchst das Verhéltniss der
Axen der Ellipsoide bestimmt:

a_l

b _ \/__Db—l .
c  V D.—1— 7
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ferner liefern sie einen Ausdruck fiir die Raumerfiillung, wenn
wir sie mit einander multipliciren und ber{icksichtigen, dass
4 wabc

N = g ist:
L =D DD~ D) 56)
-5
o— IV Da—1) Dy —1) (D.—1) -
8= :
14+J N/ (Da—1)(Dy—1) (De—1)
Fiir Kugeln wédre D, =Dy, =D, =D und J= % VAR
setzen, somit
g D—1
S — Eﬂ“!

wie bekannt.

Es eriibrigt noch, die gefundenen Formeln auf einen
speciellen Fall anzuwenden. Es wurde vorausgesetzt, dass
a>b>c, es muss also D,> D,> D, sein, wie aus den
Gleichungen 54) ersichtlich ist.

Fiur krystallisirten Schwefel vom specifischen Gewichte
2:075 fand Boltzmann?! die drei Dielektricititsconstanten
4-773, 3-97, 3-81, wiahrend die elektromagnetische Licht-
theorie 4+596, 3-886, 3:591 liefert. Naherungsweise dirfen
wir die Richtungen, nach welchen diese Werthe gelten, als
senkrecht auf einander ansehen. Es wird dann, wenn wir die
aus der elektromagnetischen Lichttheorie fliessenden Werthe
zu der Berechnung wéhlen, p = 11154 und s = 1-0366. (Die
Boltzmann’schen Werthe wiirden p = 11031 und 5 =1'0185
ergeben.) Hieraus folgt das Axenverhiltniss

a b c=11154 1-0366 1.

) 1 u2du
Ferner ist JHV[, A 02ud) (1 Ny
und da O <hu<
< Nu <

Boltzmann, Uber die Verschiedenheit der Dielektricititsconstante
des krystallisirten Schwefels nach verschicdenen Richtungen. Diese Sitzungs-
berichte, 70 (2), S. 366.
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! 1 2 12 2 1 247 !
:f L o (N2 0 4 M4 2024 3Nt +
0
_— (5)\6+3)\‘*)\’2+3)\‘-’)\’4+5)\“5)u6+ ] wrdu

— (x2+w2)+ h (sw+2x2w+3w)+

3
+*1474(5)\G+3)\L)\/2+3)\9)\/4+0)\,G) -+
2__p2 2 __ 52 2___ 2 2_
ESist)\2:a9b292 ,)\’gzazczpzl,
a? o a p
das gibt
A2 =0-13639, »2=0-19627,
daher
A24-N2 = 0-32266
SA42X2N2 43Nt = 0- 32489
SN ZNN 23NN 4506 = 0- 07689,
woraus

J =0-37193.

Mit Hilfe dieses Werthes findet man geméss 56)

o
S — 111427
1—g

und gemdiss 57)
g =0-52703.

Unter der Voraussetzung, dass die Raumerfiillung sich
nicht #ndert, wenn der Kkrystallisirte Schwefel in amorphen
ibergefiihrt wird, kdnnte man nun mit dem gefundenen Werthe
von g die Dielektricitdtsconstante des amorphen Schwefels
berechnen. Nun ist aber das specifische Gewicht frischen
amorphen Schwefels 1' 92, seine Raumerfiillung g’ also geringer
als die des krystallisirten. Da sich die Raumerfiillungen ver-

. 1-92
L . . ; -
halten wie die specifischen Gewichte, ist g’ = 50758 —
= 0-9253 g = 0-438766.
1429/
Gemdss der Formel D = T—g/ findet man

D = 3-853,
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wahrend Boltzmann! nach derselben Methode, mittelst
welcher er die Dielektricitdtsconstanten des krystallisirten
Schwefels bestimmte, den Werth 3:90, aus Condensator-
versuchen dagegen den Werth 3'84 gefunden hat.

Die gute Ubereinstimmung dieser Werthe mit dem aus den
Brechungsquotienten des krystallisirten Schwefels gefundenen
darf wohl als ein Beleg fiir die aus der elektromagnetischen
Lichttheorie sich ergebende Beziehung zwischen Brechungs-
quotient und Dielektricitdtsconstante angesehen werden.

Es ist mir schliesslich eine angenehme Pflicht, dankbar
zu erwédhnen, dass ich die vorliegende Untersuchung auf eine
Anregung hin unternommen habe, welche von Herrn Prof.
Franz Exner ausgegangen ist.

Boltzmann, Uber einige an meinen Versuchen iiber die elektro-
statische Fernwirkung dielektrischer Koérper anzubringende Correctionen. Diese
Sitzungsberichte, 70 (2), S. 339. Boltzmann hat allerdings nicht mit
amorphem Schwefel gearbeitet; doch haben die Untersuchungen Benischke’s
(Experimentaluntersuchung dber Dielektrica, diese Sitzungsberichte 1894)
ergeben, dass sich die Dielektricititsconstante des amorphen Schwefels nicht
andert, wenn er in gewdhnlichen iibergeht.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIV.Bd., Abth. II. a. 47
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