Die Laplace’seche und die Salmon’sche
Schattentheorie und das Saturnring-Schatten-
problem

Dr. Hugo Buchholz.

(Vorgelegt in der Sitzung am 4. Juli 1895.)

Das Problem, die Gleichung flir die Schattenfigur eines
beliebigen dunkeln Koérpers, der von einem hellen beleuchtet
wird, aufzufinden, ist bereits zu Ende des vorigen Jahrhunderts
von Laplace bei Betrachtung der Jupitertrabanten-Verfinste-
rungen eingehend behandelt worden. Auf Grund der bei dieser
Gelegenheit von Laplace vollstindig entwickelten Schatten-
methode?® wird es aber nur in seltenen Fillen, durch besondere
analytische Kunstgriffe, moglich, specielle Aufgaben zu ldsen.
Und obendrein konnen diese Aufgaben, sobald sie nicht mehr
einfacher Natur sind, mittelst der Laplace’schen Theorie auch
nicht mehr strenge, sondern nur noch unter festgesetzten, bei
naturwissenschaftlichen Problemen der Wirklichkeit aber nicht
immer entsprechenden Voraussetzungen ausgefiihrt werden.
Es riihrt dies daher, dass die Laplace’sche Methode im
Allgemeinen die Auflosung einer Gleichung hoheren Grades
erfordert, und dass man bei ihr auf héaufig nicht zu Uber-
windende Eliminationsschwierigkeiten stdsst, wofern man nam-
lich die betreffenden Eliminationen ohne Vernachldssigungen
ausfiihren will.

Fiir den Astronomen hat der Fall ein besonderes Interesse,
dass der leuchtende Korper die Sonne ist, die Laplace in
seiner Theorie als Kugel voraussetzt, was bei ihrer minimalen

Cf. Laplace, Mécanique céleste, tome IV, cap. 8.
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Ellipticitat keinen wesentlichen Fehler zur Folge hat. Unter
dieser Voraussetzung hat der grosse franzosische Theoretiker
in dem genannten Capitel der Mécanique céleste die Losung
zweier specieller Aufgaben bereits durchgefiihrt. Diejenige der
Ersteren: die Schattengleichung eines kugelférmigen Pla-
neten — und als solche sind unsere acht grossen Planeten mit
Ausnahme von Jupiter und Saturn zu betrachten —, der von
einer kugelférmigen Sonne beleuchtet wird, zu finden, ergibt
sich nach seiner Methode unmittelbar und strenge. Hingegen
gelingt die Aufstellung der Schattengleichung des Jupiter-
Ellipsoides nur noch durch jene fiir Laplace typischen
Kunstgriffe und wurde zudem nur durch ganz specielle Voraus-
setzungen und Vernachldssigungen ermdglicht, die aber flir das
System: »Sonne—Jupiter« astronomisch geniigend streng sind,
wie man sich aus der betreffenden Partie der Mécanique céleste
liberzeugt.

Ganz neue Kunstgriffe hingegen erforderte schon die
Behandlung des zweiten Sonderfalles im Planetensystem, die
Aufstellung der Schattengleichung des Saturn-Ellipsoides,
weil bei diesem Planeten der Aquator eine Neigung von circa
28° gegen die Ekliptik aufweist, widhrend beim Jupiter von
Laplace diese Winkelgrosse Null gesetzt werden konnte. Die
Folge davon ist die, dass beim Saturn der Elevationswinkel
der Sonne tiber der Aquatorebene oder Ringebene (die so gut
wie zusammenfallen) bedeutende Werthe anzunehmen vermag,
z. B. —11°10*1 fir 1889 Nov. 1'0. Desshalb konnte man das
Saturnellipsoid-Schattenproblem auch nicht unter der speciellen
Voraussetzung behandeln, dass die Sonne in die Aquator-
ebene des Planeten féllt. Diese Voraussetzung macht nam-
lich Laplace bei Ableitung der Gleichung der Schattenfigur
des Jupiter-Ellipsoides astronomisch geniigend strenge und
erleichtert sich dadurch den Gang der Rechnung. Und oben-
drein muss man beim Saturn in Folge seiner starken Aquator-
neigung von einer ganz anderen Form der Oberflichengleichung
ausgehen, als sie Laplace dem Jupiter-Ellipsoid zu Grunde
legen konnte, indem man der genannten Neigung in der Saturn-
oberflichengleichung Rechnung tragt. Das verursacht aber, wie
man sich tiberzeugt, einen vollig anderen Verlauf der Rechnung,
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bei der man dann von den Laplace’schen Kunstgriffen in
keiner Weise mehr Gebrauch machen kann. Vielmehr entsteht
analytisch ein ganz neues Problem. Dieses zweite Problem
ist von Prof. Seeliger gelost worden in der dieser Frage
gewidmeten Abhandlung: »Uber den Schatten eines Planeten«.!
Auf den Gang dieser Losung gehen wir hier indess gleichfalls
nicht ein, sondern verweisen auf die betreffende Abhandlung.

Gemeinsam beiden Losungen ist das eine: wiewohl sie
ziemlich bedeutende Schwierigkeiten durch analytische Kunst-
griffe Uberwinden, so sind sie doch nur »astronomisch« ge-
niigend genau, hingegen keine mathematisch strengen
und allgemeinen Ldsungen, was jedoch, wie wir sehen
werden, durch die Laplace’sche Methode als solche bedingt
ist und an den beiden Losungen selbst nicht liegt. Man wird
iiberhaupt soweit gehen miissen, zu sagen, dass es, in Folge
der eintretenden Eliminationsschwierigkeiten, praktisch kaum
durchfiithrbar ist, eine allgemeine und strenge Lodsung dieser
zwei Probleme nach der Laplace’schen Schattentheorie wirk-
lich aufzufinden.

Bei Anlass schliesslich des von mir behandelten Phédno-
mens der »lapetosverfinsterung vom Jahre 1889 durch Saturn
und sein Ringsystem«2? machte sich das Bediirfniss geltend,
die Gleichung der Schattenfigur des Saturnringes — des
letzten Sonderfalles im Planetensystem — zu kennen. Gliick-
licherweise gestatteten auch hier die speciellen, fiir das System
»Sonne—Saturn« geltenden Verhéltnisse die Losung des Saturn-
ring-Schattenproblems nach der Laplace’schen Methode unter
Anwendung von Kunstgriffen astronomisch geniigend strenge
zu geben. Das war aber in gewissem Sinne eben wieder nur ein
gliicklicher, durch die beim System »Sonne—Saturn« geltenden
Verhiltnisse bedingter Zufall. Fir die allgemeine und strenge
Losung versagt indess auch hier die Laplace’sche Methode,
wie wir an diesem Beispiel ausfiihrlich nachweisen wollen,
wihrend die beiden anderen erwi#hnten Probleme zu noch
grosseren Complicationen fiihren als das letztgenannte.

! Cf. Seeliger, Aus den Sitzungsberichten der mathem.-physik. Classe
der k. bayer. Akad. der Wissensch., 1894, Bd. XXIV, Heft IV
Cf. Astr. Nachr., Bd. 137, Nr. 3280.
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Schon bei diesen astronomischen Naherungsuntersuchun-
gen — wenn ich mich so ausdriicken darf — iiber die
Schattengleichung des Saturnringes lag nun aber der Gedanke
nahe, die Anwendbarkeit eines vom Laplace'schen total ver-
schiedenen Losungsweges zur Behandlung von Schattenauf-
gaben zu priifen, der im Princip zwar noch complicirter und
weitldufiger ist als jener, der aber, wie sich bald ergab, doch
wenigstens das fiir sich hat, dass er stets zu einem positiven
Resultate fiihren muss in jedem beliebigen Falle. Doch erwies
sich damals fiir die Priifung der Barnard’schen Beobachtungen
— die sich auf die genannte lapetusverfinsterung beziehen —
die Behandlung des Saturnring-Schattenproblems auf diesem
viel verwickelteren strengen Wege schliesslich nicht als néthig.
In der folgenden Abhandlung aber soll dieser Gedanke wieder
aufgenommen, und vom Beispiele des Schattenproblems eines
von der kugelféormigen Sonne beleuchteten Kreises — als
welchen man, wie in der letztcitirten Abhandlung gezeigt, den
Ring des Saturn betrachten durfte — ausgehend, nachgewiesen
werden, dass die Laplace’sche Methode bei allgemeiner und
strenger Behandlung dieser Aufgabe wirklich versagt; um
sodann die schon angedeutete, von dem genialen englischen
Geometer George Salmon stammende, in der modernen Geo-
metrie basirende Methode?! zur Ldsung von Schattenproblemen
zundchst in einem anderen Zusammenhang noch einmal aus-
fiihrlich abzuleiten — die Salmon’sche Ableitung ist sehr kurz
und bei Behandlung anderer geometrischer Fragen gegeben —
und hierauf zur strengen Losung des Saturnringschatten-
problems wirklich zu verwenden. Dabei sei jedoch gleich an
dieser Stelle bemerkt, dass die thatsachliche Aufstellung dieser
strengen Losung eines bestimmten Schattenproblems — der
erste, so viel mir bekannt, wirklich durchgefiihrte Versuch —
lediglich seines theoretischen Interesses halber im Folgenden
ausgefiihrt wird, weil er einen Einblick in die eigenthiimlich
complicirte Natur der strengen Ldsung als solcher gestattet,

Cf. Salmon, Elemente der analytischen Geometrie des Raumes und
der Theorie der Flidchen zweiten Grades. Theil I, S. 87 und 88; ferner Theil II,
Zusitze VI, §§. 12 und 15 (deutsch von Fiedler; Zusitze VI, §8. 12 und 15
bloss in Fiedler’s Ubersetzung, nicht im Original).



Laplace’sche und Salmon'sche Schattentheorie. 867

withrend auf die praktische Verwerthbarkeit des aufgefundenen
Resultates im astronomisch-rechnerischen Sinne — eine An-
forderung, welcher die in meiner friiheren Abhandlung abge-
leitete Saturnring-Schattengleichung genfiigte — hier gar kein
Werth gelegt wird, ja die sogar, wie wir sehen werden, durch
die Natur der strengen Losung Gberhaupt ausgeschlossen ist.
Wohl aber diirfte man nach den folgenden Ausfiihrungen im
Stande sein, von vornherein ganz allgemein zu entscheiden,
ob es noch einen praktischen Werth und eine Aussicht auf
Erfolg hat, sich auf die Behandlung eines Schattenproblems,
sei dasselbe nun durch die reine Mathematik oder durch die
theoretische Physik gegeben, einzulassen oder nicht, und wie
man dann ersterenfalls zu verfahren hat, Vorschriften, die am
Schluss der Abhandlung zusammengestellt werden sollen.

Die Laplace’'sche Theorie, deren Leistungsfahigkeit zu-
nichst gepriift werden soll, referiren wir hier natiirlich nicht,
sondern verweisen auf die citirte Partie der Mécanique céleste.
Vielmehr wenden wir diese Methode, mittelst deren also unter
den beim System »Sonne—Saturn« bestehenden speciellen
Verhiltnissen die Saturnring-Schattengleichung sich wirklich
ableiten liess — es ergab sich die merkwirdige Form:

SRy = e

wobei das positive Zeichen dem Kern-, das negative dem Halb-
schatten entspricht — des theoretischen Interesses halber auf
die Gleichung eines Kreises nun noch einmal allgemein und
strenge an, wodurch der analytische Verlauf der Rechnung, der
bei der Laplace’schen Methode allein entscheidet, sich von
jenem friheren total verschieden gestaltet.

Zundchst definiren wir das Problem analytisch, damit die
Laplace’sche Methode Uberhaupt darauf anwendbar wird.
Denn Laplace hat das allgemeine Schattenproblem nur fir
den Fall zweier Oberflachen, nicht aber fiir den einer
Oberfliche und einer Linie behandelt, fiir welchen die
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Grundgleichungen in etwas anderer Form erscheinen und
etwas anders abgeleitet werden miissen. Es geht ja Laplace
bei seiner allgemeinen Untersuchung aus von der Tangential-
ebenengleichung:
' =ay+by+c. (D
Damit nun diese die Kreislinie beriihre, miissen offenbar
zwei Gleichungen vorliegen:

(' Y58) =0 @)
po(x's v 3) =0, 3)

indem der Kreis aus dem Schnitt der zwei Flachen, welche
letztere Gleichungen repridsentiren, entstanden gedacht werden
kann. Differentiiren wir jetzt im Sinne der Laplace’schen
Methode diese drei Relationen (1), (2), (3), so erhidlt man
folgendes System:

dy! = ady +bdy

0
I o G / 1 g7
0= 3%./ d?: + Bt)’ dt) + 85, d3
Opy o, 0w, o, Oy, o,
0= BT + —81),-d1) + 3 d

Durch Elimination von dy’, dy/, dj’ aus letzteren drei
Gleichungen ergibt sich dann die folgende Determinante:

—1 a b
B B B
w9 | =o @)

%24 0P, %2_ |
Bgl 81J/ 85/ I

die in Gleichungsform geschrieben so lautet:

_1(% By G B
oy 9y o oy

o, Op, ., B[J.2> . -
vl = W =0 O

]
)
op,  Op, o, 3(1,2>
+b<8&./ ”3—1)/ - 31)/ 3&./
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Aus den vier Gleichungen (1), (2), (3), () hatte man jetzt
t’, vy, 3 zu eliminiren, um die Laplace’sche Methode allgemein
anwenden zu koénnen. Was man durch diese Elimination er-
hielte, widre die Bedingung, der die a, b, ¢ genligen miissen,
damit die durch Gleichung (1) reprdsentirte Ebene den Kreis
beriihre.

Um diese Rechnung ausfithren zu konnen, fassen wir
unseren bestimmten Fall ins Auge. Da wir denselben aber
allgemein behandeln wollen, diirfen wir jetzt nicht mehr von
der speciellen Form der Kreisgleichung:

E’2+1)12 — 1,.12

ausgehen, weil diese nur eine ganz specielle Lage des Kreises
zur leuchtenden Kugel charakterisirt, die ndmlich, wo die Ver-
bindungslinie d des Kugelcentrums mit demjenigen des Kreises
senkrecht auf der Ebene des letzteren steht, und wobei die
vom Kreiscentrum als Ursprung ausgehende p’-Axe mit dieser
Linie d zusammenfallt. Die Gleichung der Kugel wiirde dann:

@—d)P+y2+32 = 7*
und diejenige der Ebene:
' =0.

Ginge ferner die Ebene des Kreises zufallig durch den
Kugelmittelpunkt, so hdtte man an Stelle der einen Gleichung:

§I2+I),2 — 7,-/2
auszugehen von den zwei folgenden:
G'—d)2+y? =y
t'—d = ay' 4+ c—d.

Wir wollen jedoch das Beleuchtunigsproblem wie gesagt
hier allgemein charakterisiren und haben daher von der fol-
genden Form der Kreisgleichung auszugehen:

('—A)2+ (o —B)? = #"2 (©)
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Der Oberflachengleichung der Kugel indess koénnen wir
die etwas speciellere Form zu Grunde legen:

2y +G—0N =%, @)

indem wir von ihrem Mittelpunkt ein Loth auf die Ebene des
Kreises fallen und den Fusspunkt dieses Lothes als Ursprung
zu Grunde legen, was die folgende Rechnung etwas verein-
facht, ohne ihrer Allgemeinheit Eintrag zu thun.

Verstehen wir jetzt unter der Gleichung:

(e’ 9, 3) =0
die Ebene des Kreises, und diese fallt mit der Coordinatenebene

3 = 0 zusammen, so geht die Gleichung (5) tiber in:

apy 3{"17 —0 ®)

- al)/ a Bgl

Die Relation
pe @ y') =0

reprasentirt die allgemeine Gleichung (6) unseres Kreises. Als
dritte Bedingung tritt im Sinne der Laplace’schen Theorie
noch hinzu:

g’ = c‘Lt)’+C. (9

Mithin haben wir das Problem jetzt vollstandig analytisch
précisirt. Man hat zunéchst die beiden Gleichungen:

P4y +G—h =17 (10)

r = ay+by+c. (1)

Aus ihnen folgt die eine nothige Relation der Laplace’-

schen Theorie in a, b, ¢. Die zweite, hier nur in @ und ¢, ergibt
sich aus den drei anderen Gleichungen:

p = @'—4)P+ 0 —B)—r"? =0 (©)
ou., op, ,
By B 0 (8)

t' = ay +c, (12)
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indem man aus diesen drei Relationen y/ und y’ eliminirt. Aus
den sich in dieser Weise ergebenden zwei Gleichungen folgen
dann & und ¢ als Functionen von a und somit auch:

db d dc
a0 un e

Hierauf wire a selbst nach Laplace aus der Relation.

ab d
0= ypael 4 2 (13)

zu finden und durch Einsetzen der sich so fiir a, b, ¢ ergebenden
Werthe, die ausgedriickt erscheinen als Functionen sammtlicher
Constanten des Problems, in die allgemeine Gleichung:

r=ay+bz+c (14

erhielte man nach Laplace die gesuchte Gleichung der
Schattenfliche eines von einer hellen Kugel Dbeleuchteten
dunkeln Kreises.

Nach dem Gesagten scheint es, als miisse die angedeutete
Rechnung in einfachster Weise zum Ziele fiihren. Nur zu bald
werden wir uns aber vom Gegentheil liberzeugt sehen, was
eben in der dies Beispiel ebensogut wie die meisten anderen
betreffenden Unmdglichkeit begriindet liegt, gewisse Elimina-
tionen auszufiihren.

Aus Gleichung (10) folgt nach der allgemeinen Theorie:

y+ar =0
woraus
Y2 = a2
G—0? = 0%y
Ferner
ay = —a?y
by = bi—0b%y.

Die Gleichung (10) wird daher:

2 [1+a2+0%] = 12 (13)
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Die Relation (11) geht iiber in:
2. [1+a2+0%2 = (c+bj)2. (16)
Also liefern (15) und (16) zusammen:
(c+b1)2 = 2 (1 +a?+b?),

d. i. die erste gesuchte Relation in a, b, c. Die zweite, in a
und ¢, ergibt sich aus den Gleichungen: (6), (8), (12). Durch
Differentation folgt aus denselben:

(y—B) = a2('—A)?
ay = aB.
Demnach wird Gleichung (6):
@'—A2. [1+a%] =7 (17)
Gleichung (12) geht ber in:
(t'—A4)?. [l +a?]? = (c+aB—A). (18)
Mithin die genannte Bedingung:
(c+aB—A)? = r2(1 +a?).
Aus den so gewonnenen zwei Gleichungen:
(c+0f)? = r*(1+a?+b?)
(c+aB—A) = r2(1 +a?)
bestimmen wir zundchst & und ¢ als Functionen von a. Fiir ¢

folgt sofort:
¢ =r'\/1+a*—aB+A. (19)

Der Coéfficient & hingegen ergibt sich aus der quadra-
tischen Gleichung:

2cf h— cA—r?(1+a?)

1,-2_f2 1,-2___f2 -

b? — 0.

Substituiren wir fiir ¢ gleich seinen Werth, so erhilt & die
folgende Form:
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b (1”\/1 +¢272—2aB+A)f L
72—f

(20)

(N 1+ai—aB+A)2.52  ('\/1+a2—aB+ A —rt(1+a?)
—4:\/ (r*—f?)2 + 72 —f2

und von dieser Form geht man bei der folgenden Differentation,
wie leicht ersichtlich, besser aus, als z. B. von der Form eines
Productes, als welches man & auch schreiben konnte.

Nun sind also, entsprechend der Laplace’schen Theorie,
die Differentialquotienten von & und ¢ nach a zu bilden. Fiir ¢
folgt wieder sofort:

dc r’a

e ~\/1+a

Der Differentialquotient von & hingegen ergibt sich erst
nach langerer Rechnung. Wenn man zur Abkiirzung fiir die
bei dieser Rechnung auftretenden Constanten die folgenden
Werthe einfiihrt:

M= P ) (B

—B. (21)

h, = —1?4AB
Ay = —272%7'B
h= +2r2'4
A, = —27%/
ferner:
vV, = —12¢'B
v, = + 121’4
Yy = 412 (r2—p?) P (12 4 B?)
v, = —2124B

v, = +f2 (27" —r?)—s2 (r2—p2)

nimmt dieser Differentialquotient die folgende Form an:

ab i ar!

da = r*—P | \/1+a?

+ )\161 \/1+a}+)\2\/1+02+)\302+7~4a+)\5 (22)
(r2—f2) \/ 1 +a? \/ 9,8 \/ T+ @ +9,\/ T+ a2 +v,a2+v,a-+v,

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIV Bd., Abth. II. a. 57

_B]+
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Soweit ist bei den gemachten allgemeinen Annahmen der
analytische Verlauf der Rechnung durch die Laplace’sche
Methode unabénderlich festgelegt, und man kann hier durch
keinerlei Kunstgriffe auf eine einfachere Gleichungsform als
die folgende kommen. Die nach Laplace’s directer Vorschrift
beziiglich a aufzuldsende Gleichung (14) der allgemeinen
Theorie wird namlich im jetzigen speciellen Falle:

f
| 2 *f? +

ar!

0= v+z 5
- 14a®

s Na N/ 1+ a2 +0,\/ 1 +at+ha?+),a+), N
(r—) \/1+a? \ he Vit+az4+9,\/1 +at+vat 4y a4y

b)

g

7
\/7 +a‘~5

d. i. eine Relation in #, ¥, 2, @ und den Constanten des Problems
v, ', A, B, ¥

Eine Aufldsung dieser Gleichung nach a tberhaupt, ge-
schweige denn eine lineare, wie sie Laplace allgemein fordert,
um den so gefundenen a-Werth dann in Gleichung (14) ein-
setzen zu konnen, ist nun aber eben praktisch gar nicht aus-
fihrbar, wie man sich Uberzeugt. Die Elimination hingegen
von a aus den beiden Gleichungen:

+ —B (29)

N/ xa— ¢
X = av 4 4 \/I_Hi ‘?B—FA) ! e \
e 1/,__fd
N \/ '\ 1+ a2_aB+A)‘-’.f2+(r' \/1+a*—aB+a)—r\/1 +a?
= 7 e
+7'\/1+a*—aB+4
- .
0= pas| 4T J i, (24)
1 4+a® 72 —f*
s a Vi+ a2+)\2\/1 +a?+ha+ha+ 4
(" —) \/1——;03 \/vla \/1_+—ci2+v2\/_1 +at+vya’+v a4+,
-1
4+ __i_ —B /

\/l+a2
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die zusammen, wie man sagen koOnnte, die Schattenflache,
gegeben durch den Parameter a, reprédsentiren, fithrt, wenn
sie principiell betrachtet natiirlich auch immer moglich ist,
praktisch doch zu so enormen Weitldufigkeiten, dass man von
diesem zweiten, fast ebenso aussichtslosen Weg gleichfalls
absehen muss. Auch nicht wesentlich verringert wéren diese
Complicationen worden, wenn man die urspriingliche Gleichung
(6) wie folgt angesetzt hitte:

(' —AP+y"? ="

indem man das Coordinatensystem noch um die 3-Axe so
gedreht hitte, dass die p’-Axe durch den Mittelpunkt des
Kreises ginge, was auch noch, unbeschadet der Allgemeinheit
der Aufgabe, moglich gewesen wdire. Denn auch, wenn B in
Gleichung (23) und im System (24) Null wird, ist die Auf-
losung, respective bei (24) die Elimination, doch nicht wesent-
lich leichter.

Die Laplace’sche Methode versagt also, wie dies eine

Beispiel zeigt — und auf die Betrachtung weiterer Beispiele
gehen wir hier nicht ein — bei der strengen Behandlungs-

weise schon verhédltnissméssig einfacher Probleme in gewissem
Sinne buchstédblich. Ein umso unleugbareres Interesse wiirde,
angesichts dieses negativen Resultates, ein Weg besitzen,
mittelst dessen man factisch im Stande ware, diese nach der
Laplace’schen Methode nicht zu findende strenge Gleichung
der Schattenfigur des von einer Kugel beleuchteten Kreises —
und ebenso in anderen Fillen die Gleichungen beliebiger
anderer Schattenfiguren — aufzufinden, d. h. in Form einer
einzigen Gleichung thatsédchlich hinzuschreiben. Wie schon
angedeutet, existirt aber in der That ein solcher Weg. Derselbe
wurde in unserem Jahrhundert von dem Engldnder George
Salmon gefunden, ohne dass jedoch von ihm seine praktische
Verwerthbarkeit gepriift worden wéare, und wir wollen unser
eben behandeltes Problem an der Hand dieser allgemeinen
Theorie, die wir noch einmal im Zusammenhang unseres Bei-
spieles neu ableiten wollen, jetzt vollstindig 1&sen.
Bekanntlich ist die Gleichung:

uv+ry+mwz+1=—20 (25)
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diejenige einer Ebene, welche nicht durch den Ursprung geht,
da in ihm #, v, w unendlich werden. Und da die drei Grossen
u, v, w diese Ebene bestimmen, so bezeichnet man sie als Coordi-
naten derselben, als »Ebenencoordinaten«im Gegensatz zu
»Punktcoordinaten« Offenbar gibt nun eine Gleichung in
U, U, W

F(u, v,w) = (26)

eine zwiefach unendliche Mannigfaltigkeit von Ebenen an,
indem man ja v und w z. B. beliebig annehmen und # daraus
bestimmen kann. Allgemein ist jetzt die Bedingung aufstellbar,
dass eine solche Ebene eine Flidche beriihrt, z. B. Tangential-
ebene an eine Kugel ist. Die Gesammtheit aller Ebenen, welche
diese Kugel beriihren, ist dann in der Gleichung der Kugel in
Ebenencoordinaten enthalten.

Ferner kann man aber auch die weitere Bedingung auf-

stellen:
G(u, v, w) = 0, (27)

die besagt, dass unsere Ebene eine andere Fliche, etwa
zunidchst auch wieder eine Kugel, bertihrt. Die Relationen
(26) und (27) zusammengenommen geben dann alle Ebenen,
welche die beiden Kugeln gleichzeitig beriihren, und dieselben
bilden wieder eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit, weil
man w etwa beliebig annehmen und dann #z und v aus (26)
und (27) bestimmen kann. Das dualistische Gegenstiick hiezu
ist, dass die Gleichungen zweier Flachen in Punktcoordinaten

gegeben sind:
d(x,9,2) =0 (28)

P'x,»,2) =0, (29)

welche zusammen die Schnittcurve der zwei Flichen im Raume,
d. h. eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit von Punkten
definiren, die diese Curve bilden, und dieselbe entspricht im
ersten Problem jener einfach unendlichen Mannigfaltigkeit von
Ebenen, welche die beiden Flachen gleichzeitig beriihren.

Es kann aber auch zweitens die Relation:

G, v,w) =0 (27)
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die Gleichung einer Curve darstellen, indem sie die Bedingung
dafiir ist, dass die Ebene:

ur+uvy+mwz+1=20

diese Curve beriihrt. Die Gleichung (27) reprisentirt dann eine
zweifach unendliche Ebenenschaar, In diesem Falle umfassen
die Gleichungen (26) und (27) zusammen die Gesammtheit
aller der Ebenen, welche die Fldche und die Curve — in
unserem zu losenden Schattenproblem die Kugel und den
Kreis — gleichzeitig bertihren. Das dualistische Gegenstiick
zu diesem zweiten, flir uns wesentlichen Fall, dass:

G, v,w) =0

eine Curve, die wir dann als Kreis betrachten werden, darstellt,
ist, dass die Relation:

I'x, y,2) =0 (29)

eine abwickelbare Fldche definirt, bei der bekanntlich jede
Tangentialebene ldngs einer ganzen Geraden beriihrt; speciell
wiirde eine Kegelfldche zweiter Ordnung dem Fall ent-
sprechen, dass die Relation:

G, v,w) =0

einen Kegelschnitt darstellt. Ein solcher wird also, dhnlich
wie eine Kegelfldche in xyz, so analog in #, v, w durch eine
quadratische Gleichung dargestellt. Bekanntlich ist nun

A2+ 2 A ,uv+2 A uw+2 A 0+ Ayv, +
+24,,ow+-2 A4, v+ Agm?+24, w+ A, =0

die allgemeine Gleichung zweiten Grades in , v, w. Dieselbe
entspricht also der Gleichung einer Fldche zweiter Ordnung,
und das durch sie dargestellte Gebilde heisst eine Flache
zweiter Classe. Die Bedingung dafiir, dass speciell letztere
Gleichung in %, v, w einen Kegelschnitt reprasentire, ist das
Verschwinden der folgenden, aus ihren Coéfficienten gebildeten
Determinante:
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| *411‘412A13A1-L

i
‘421 A22A2:-‘,A24 ' 3
— 0,
‘431‘4:;21435;"134

] “441‘4'42 ‘413‘4.14.

wobei allgemein:

A-/"A e Ai-/,
ist. Dem entspricht dualistisch, dass die Gleichung

A2 +24, 09 +24 02424, v+ 4, 12+
+2 A5 32 +24,, y+Ag22+2 4, 2+ A4, =0

eine Curve zweiter Ordnung reprisentirt, speciell eine Kegel-
fliche, wenn die genannte Determinante verschwindet.
In unserem Schattenproblem, wo

Flu,v,w) =0
die Gleichung einer Kugel in Ebenencoordinaten,
G@,v,w) =0

diejenige eines Kreises in denselben Coordinaten bedeutet,
miisste also letztere Determinante Null sein, damit

G, v,w) =0

einen Kegelschnitt darstellt. Wir haben somit die Gleichung
einer Kugelflache mit derjenigen eines Kreises, beide in #, v, w
gleichzeitig zusammenbestehen zu lassen, oder dualistisch: wir
haben die Gleichung einer allgemeinen Flache zweiter Ord-
nung und speciell die Gleichung einer Kegelfliche zweiter Ord-
nung zusammenbestehen zu lassen, um den Schnitt, d. h. die
Durchdringungscurve des Kegels mit der allgemeinen Flache
zweiter Ordnung zu bekommen. Das Zusammenbestehen
der beiden Relationen:

F(u,v,w) =0
G,v,w) =0

gibt somit die Schattenfldche.
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Allein wir wollen diese Gleichung nicht in #, v, w, d. h.
nicht in Ebenencoordinaten, sondern vielmehr in Punktcoordi-
naten z, ¥, z haben. Das entspricht dualistisch dem Fall, dass
wir die Gleichung der Durchdringungscurve nicht in x, y,
sondern in #, v, w haben wollen. Mit anderen Worten: wir
haben die Gleichung einer allgemeinen Flache zweiter Ordnung
und einer Kegelfliche zweiter Ordnung, die sich durchdringen.
Durch die Gleichungen:

b (x,3,2) =0
I'(x,9,2) =0

ist dann diejenige der Durchdringungscurve gegeben. Allein
wir wollen diese Gleichung nicht in ¥, y, z, sondern in #, v, w
haben, d. h. wir wollen die Bedingung dafiir aufstellen, dass
eine Ebene diese Durchdringungscurve beriihrt.

In unserem Schattenproblem miissen wir dazu die Bedin-
gung so formuliren, dass ein Punkt x, y, z angehort der
Schattenflache, was dualistisch dem Fall entspricht, dass eine
Ebene #, v, w die Durchdringungscurve beriihrt. Hat man also
die zwei Gleichungen:

F@,v,1w)y =20
G (11, v,10) = 0O,

so muss, falls ein Punkt auf den durch diese beiden Gleichungen
reprisentirten Flachen zugleich liegen soll; die Gleichung:

ur+uvy+mwz+1=20

bestehen. Das Zusammenbestehen der drei Gleichungen:

Fu,v,w) =0
Gu,v,w) =0 {))
ur+uvy+wz+1=20

bedeutet mithin, dass der Punkt v, y,z aufeiner Ebene liegt,
welche die beiden Flachen F und G gleichzeitig bertihrt.
Nehmen wir nun eine andere Ebene an, welche die beiden
gegebenen Flachen F und G auch beriihrt, so ist dieselbe
gleichfalls eine Tangentialebene an die Schattenfliche und
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beide Tangentialebenen schneiden sich offenbar in einer Kante.
Denkt man sich nun die erste Tangentialebene festgehalten
und die zweite so bewegt, dass sie nach und nach zur Deckung
mit der ersteren gelangt, so bewegt sich die Schnittkante auf
der festen Tangentialebene entlang, der Schattenfliche ent-
gegen und fallt beim Grenzilibergang in dieselbe hinein. Sie
bildet dann also die Beriihrungslinie, lidngs welcher die Tan-
gentialebene die Schattenfliche berlihrt. Auf dieser Linie
nun muss der Punkt xyz liegen, wenn er der Schatten-
flache angeho6ren soll. Bedeuten:

0, v, W
die Coordinaten der ersten,

u4-du, v+dv, w+dw

diejenigen der zweiten Tangentialebene, so miissen also auch
die folgenden drei Gleichungen bestehen, wenn der Punkt x, y, =
der Schattenflaiche angehdren soll:

Fu+du, v+dv, w+dw) = 0
G(u+du, v+dv, w+dw) =0 1Dy
(v+du)x+W+dv)y+(w+dw)z+1=20

Das gemeinsame Restehen der beiden Gleichungs-
systeme (I) und (II) zusammen ist demnach erforderlich, wenn
der Punkt x, y, der Schattenfliche angehdren soll. Aus ihnen
wiiren jetzt:

u, v, w, du, dv, dw

)
zu eliminiren. Da man indess durch Subtraction:

Fu+du, v+dv, w+dw)—F(u, v, w) =0
oder

dF(u, v,w) =0

erhilt, so kann man das System Il auch ersetzen durch das
folgende:
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oF oF oF \
— du + cv+ fﬁ dw = 0 ,
w

—
0u dv

eG

G s D
—dut + —G dv+ Eg dnw =0 & (

o ov o
x¥du+ ydv+zdw — 0

so dass also auch die beiden Systeme (I) und (IlI) zusammen-
genommen unsere sechs Bedingungen umfassen, aus denen

u, v, w, du, dv, dw

zu eliminiren sind. Dabei kann man, um das zu bemerken, in
(Ill) dw, dv, dw alle in demselben Verhiltniss vergrossern oder
verkleinern, ohne dass dadurch etwas geidndert wiirde. Da
also in (III) bloss die Verhiltnisse von du, dv, dw in Betracht
kommen, so kommt es Uberhaupt nur auf diese an. Durch
Elimination von du, dv, dw aus (IlI) folgt:
| 8F B8F oF
! o  dw  w
|3G 3G 3G = 0

du v w

X y
oder
(’BF G Eﬁ_ E\‘-H_}(’BF oG oF E)_‘_
oo w w ov) P\t T tn tw,
oF oG oF oG
+2(3r e — 5 ) =O
Man hat somit folgendes Hauptsystem:
1,("aF G oF 3G}
5w T )T
(’BF G oF 8G> /
pl—— = __ =2 Z
+) ow  ou ou  ow
9 2 V
PNCAR ) CANN av

Lo Ov ov o
F(u, v, w) =0 \
G, v, w) =0
ux+uvy+mwz+1=—0
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Aus diesen vier Grundgleichungen dieser allgemeinen
Theorie hitte man #, v, w zu eliminiren, um die Schatten-
gleichung einer beliebigen [Figur G, die durch eine andere
Figur F' beleuchtet wird, zu erhalten. Ehe wir uns aber mit
dieser Elimination beschiéftigen, wollen wir unser nach der
LLaplace’schen Methode behandeltes Beispiel der Saturnring-
Schattengleichung gleich analytisch neu pracisiren, um seine
Behandlung in Ebenencoordinaten nach Salmon’s Theorie zu
ermoglichen.

In unserem Schattenbeispiel sind ja

FG,v,w)==0
GQ,v,w) =0

die Gleichungen einer Kugel und eines Kreises, also vom
zweiten Grad, und swir wollen dieselben, um der rechne-
rischen Behandlung des Folgenden willen in Form von
ganzen rationalen Functionen zweiten Grades schreiben. Dann
sind die partiellen Differentialquotienten offenbar Functionen
ersten Grades und folglich die erste GGleichung unseres Haupt-
systems (IV) vom zweiten Grad. Wir haben dann also drei
Gleichungen zweiten Grades und eine Gleichung ersten Grades
in n, v, w. Aus den drei ersten folgen #, v, w als bekannte
Functionen und durch Einsetzen derselben in die vierte ergibt
sich die gesuchte Schattengleichung. Die Elimination wird
spéater ausgefiihrt werden.

Zunichst sind im Sinne der allgemeinen Theorie fiir =0
und G =0 in (IV) die Gleichungen von Kugel und Kreis in
Ebenencoordinaten einzufiihren. Bedeuten 7, s, # die Coordi-
naten des Mittelpunktes der Kugel, R ihren Radius, so lautet
die erstere Gleichung bekanntlich:

i 4Ssv w1

=R.

\ 12+ 02 ?

Das Coordinatensystem ist nun aber vollig willkirlich.
Wir konnen daher, ohne die Allgemeinheit der Aufgabe zu
beschrianken, iiber seine Lage die Annahme machen, dass die
xrz-Ebene durch den Mittelpunkt der Kugel geht. In diesem Fall
wird die Kugelgleichung etwas einfacher:



Laplace'scheund Salmon'sche Schattentheorie: 883

i+t +1

\/ 120 2

oder als ganze rationale Function geschrieben:

=R

(ru-4-tw +1)*—R2 (1 4+ 02 +w?) = 0.

Die Gleichung des Kreises leiten wvir fliir unseren Fall
gleichfalls unter solchen Annahmen iiber die Lage des Coordi-
natensystems ab, welche die spiitere rechnerische Behandlung
der Kreisgleichung in unserem Problem tberhaupt erst ermog-
lichen. Wir nehmen namlich an, dass die Ebene des Kreises
die xy-Ebene sei und dass der Coordinatenursprung mit dem
Mittelpunkt des Kreises zusammenfalle. Ohne diese scheinbar
unbedeutenden Annahmen wiirde, wie noch ersichtlich werden
wird, die spitere Rechnung im wortlichen Sinne um viele
tausendmal umfangreicher werden. Die Gleichung der Kreis-
ebene E lautet jetzt:

¢=0
z=0.

Denken wir uns ferner die Gleichung des Kreises, die als
Gleichung zweiten Grades in x und y die allgemeine Form hat:

w(x,9) =0,
so konnen wir diese Relation offenbar auch als die Gleichung
eines Kreiscylinders Dbetrachten, dessen Axe senkrecht zur

xy-Ebene steht und als dessen Schnitt mit der Kreisebene z—=0

dann unser Kreis erscheint.
Nun haben wir die Bedingung dafiir aufzustellen, dass die

Ebene:
ux+uvy+wz+1=20

den Kreis berithre. An Stelle der zwei Gleichungen der all-
gemeinen Theorie:

DP(x,9,2) =0

I'(x,5,2) =0
treten jetzt offenbar diejenigen des Cylinders und der Kreis-

ebene, und unser frither allgemein charakterisirtes Problem
specialisirt sich jetzt dahin, dass die Gleichung der Durch-
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dringungscurve von zwei Flachen, der Kreisebene und des
Cylinders in Ebenencoordinaten zu suchen ist.

Das dualistische Gegenstiick hiezu haben wir frither
gleichfalls schon allgemein behandelt. Fiir den jetzigen Fall
konnen wir das Resultat direct hinschreiben, wenn wir nur im
Gleichungssystem (IV) beziiglich ¥ mit %, y mit v und 2 mit w
vertauschen und fiir /=0 und G = 0 die Gleichungen der
Ebene E und des Cylinders » setzen. So erhalten wir folgendes
allgemeine Gleichungssystem:

S b )
\dy 0z oz 9y
+v(BE oy 0F B">+
\ 0z ox dxr 0z
/0E 0o 9E 01\
—I—w(\g-—%‘—/—g-gt)zo
—=z=0
v ) =0

ux+vy+mwz+1=20

oder, da © jetzt z nicht enthélt:

2; —u Zj —0 (30)
£=0 31)

v, y) =0 (32)
ur+uvy+wz+1=20 (33)

Um #, 9,z aus letzterem Gleichungssystem zu eliminiren,
machen wir dasselbe homogen. Wir setzen dazu:

X
o
x,
Yo
=
’1‘/-1-

Dann wird die Gleichung (32) des Kreises homogen vom
zweiten Grad in =z, %,, x,. Die Kreisebenengleichung (31) wird
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, 2
1, =0 (indem = 73) Die Gleichung (33) wird homogen
EY
vom ersten Grad in x, %, x,, x,. Sei nun die aus Gleichung

(32) dadurch entspringende Relation:
I(wy, 2y, 2,) = O,

so lautet die aus (30) hervorgehende Gleichung in Determi-
nantenform:

0l 0/
- 0 |
dx, Oz, ‘, 0 ”
u v w 3 - (34)
|
| 0 0 1]

Hiebei haben wir x,, x, und x, als variabel, x, als constant
betrachtet. Wir kdnnen die Veranderung von x, ¥, 2z aber auch
dadurch bewirken, dass wir x,, x;, ¥, sich #&ndern lassen,
dagegen x, constant setzen. Dann erhdlt man folgende Deter-
minantengleichung:

o/ o/

o 21|
oz, ox, 45
v w1 =0. (39)
0o 1 0 |

Diese zwei Determinantengleichungen sind vom ersten
Grad in %, %,, x,. Aus ihnen koénnen wir also die Verhiltnisse
von #, %, #, bestimmen und darauf fir diese wieder ihre
urspriinglichen Werthe:

einflihren. Durch Einsetzen schliesslich der so fiir  und y
gefundenen Werthe in die Relation (33) erhdlt man eine Glei-
chung zweiten Grades in #, v, w, die gesuchte Gleichung unseres
Kreises in Ebenencoordinaten.

Um diesen allgemeinen Gedankengang rechnerisch durch-
zufiihren, schreiben wir die beiden Determinantengleichungen
(34) und (35) wie folgt:
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0l 9/ \

v W—"H T‘UZ—O (30)
9 o/ -
%Z——B_x;—o’ (37)

welche zwei Gleichungen vom ersten Grad sind, da dies der
Grad der drei in ihnen auftretenden Differentialquotienten ist.
Fiir die allgemeine Gleichung:

v y) =0,

welche ebenso die eines Kreises wie die eines Cylinders repré-
sentirte, setzen wir jetzt, indem der Ursprung ja im Kreis-
centrum liegt:

w— 22422 = 0. (38)

Die Gleichung:
I(xy, 29, 2,) = O
wird dann:
42 2 2 a2
ri+v,—riy, = 0.

Und da:
9/
o =2
Yy
ol 94
o, — ¥

so gehen die Gleichungen (36) und (37) iiber in:
vy, —ur, = 0
r*vx, +x, = 0.
. e W X, . .
Mit %, dividirt, fiir —- und —* wieder # und y eingefiihrt

¥, %,
und ausmultiplicirt, folgt:

vr—uy =
v+ =20
woraus:
¥ = —12u

2

y = —1ru.
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Durch Einsetzen dieser Werthe in (33) folgt als Gleichung
unseres Kreises in Ebenencoordinaten in der speciellen Form,
wie wir sie im Folgenden brauchen:

422 = 1. (39)

Mit der allgemeinen hdchst verwickelten Form der Kreis-
gleichung in Ebenencoordinaten hingegen hitte man spéter,
wie ersichtlich werden wird, die rechnerische Behandlung des
Problems nicht durchfiihren kénnen.

Nach dieser speciellen Zwischenbetrachtung wenden wir
uns wieder dem allgemeinen Problem zu. Um die Schatten-
gleichung eines von einer Kugel beleuchteten Kreises jetzt
wirklich zu bekommen, haben wir im Hauptgleichungssystem
(IV) nur an Stelle der zwei allgemeinen Relationen:

F(u,v,w)y =20
G,v,w) =20
die abgeleiteten Gleichungen von Kugel und Kreis einzufiihren.

Mithin besteht unser Schattenproblem nunmehr in der Elimina-
tion von u, v, w aus nachfolgendem System:

ol

oF 3G oF BG‘)

ov ow v
’(BF % F G /
+) Yw  on o W,)
oF oG oF 939G , (V)
e ——— - | = 2 /
+ <31t ou ov  ou J=0(42)

(ru4tw + 1) —R* (12402 +12) =0 (43)
rru4r?er =1 (44)
nr+uvy+nz+1—0 (435)

Um diese Elimination durchzufiihren, schlagen wir folgen-
den Weg ein, im Sinne des Bisherigen das Problem wieder erst
allgemein analytisch behandelnd und erst hierauf rechnerisch,
flir die in Betracht kommenden speciellen Werthe.

Die allgemeine Form der Kreisgleichung:

G, v,w) =0
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multipliciren wir mit einem unbestimmten Factor » und addiren
den so auf der linken Seite erhaltenen Werth zur linken Seite
der Kugelgleichung:

F(u,v,w) = 0.

Die dadurch entstehende Relation:
F(u,v,w)+ Gu,v,w) =0 (40)

reprasentirt dann die Gleichung einer Flache, welche ein-
beschrieben ist unserer Schattenfldche, weil jede Ebene,
welche die Kugel und den Kreis gleichzeitig beriihrt, auch
diese Flache (46) beriihrt. Unsere Aufgabe ist jetzt, diese
Flache (46) durch eine Gleichung in Punktcoordinaten x, v,z
darzustellen, die vom zweiten Grad in %, ¥,z sein muss. Diese
Gleichung wird aber beziiglich X vom dritten Grad, woraus zu
ersehen ist, dass im Allgemeinen einem beliebigen Raumpunkt
¥y 102, drei Wurzeln % entsprechen. Eine jede dieser drei
Wurzeln liefert eine von unseren Flachen (46), wenn wir sie
in diese Gleichung eingesetzt denken. Es gehen somit von
den Flachen, welche durch Gleichung (46) reprisentirt sind,
durch jeden Punkt des Raumes im Allgemeinen drei hindurch.
Gehort nun aber unser Punkt speciell der Schattenfldche
an, so fallen zwei der Wurzeln zusammen, es wird:

by = by

Die Gleichung der Schattenfldache wird mithin
gefunden, indem man die Bedingung dafiir aufstellt,
dass unsere cubische Gleichung in A eine Doppel-
wurzel hat.

Um zunichst die Flache (46) in Punktcoordinaten dar-
zustellen, ist folgendes Princip anzuwenden. Es sei:

2 2 ) ;
a1+ ag?+a,,w?4a, +2a,,u+2a,, v+
+2a, w+2a,,vw+2a,, wu+2a,mv = 0. (47)

die Gleichung einer Flache zweiter Classe in Ebenencoordi-
naten. Dann findet man die Gleichung dieser Fliche in Punkt-
coordinaten in folgender Weise. Man stellt die Determinante auf:
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l 110190304,
i
I
|

Q318350

|
|

o18990o30oy
33%34

. . (l41 a~1-2 a43a:L~L
wobei allgemein:
Ajp = Qi

ist, und bildet die zu den einzelnen Elementen gehdrenden
Unterdeterminanten. Sei 4, diejenige Unterdeterminante, welche
zum Element a; gehort, so lautet aligemein die Gleichung der
Flache (46) in Punktcoordinaten:

Ayt Ay P4 Agg 2P+ A+ 24, x4+ 24, 5+
+2A4,,2+2A4,, ye+2 4,20+ 24,8y =0, (48)

und es ist das eine Fliche zweiter Ordnung. Die a enthalten
nun X in erster Potenz. Und folglich enthalten die A4, als
Unterdeterminanten der 4, ) in dritter Potenz. Ordnen wir nun
letztere Gleichung nach Potenzen von X, so folgt eine cubische
Gleichung in ), die dquivalent ist der Gleichung 46) in
Punktcoordinaten. Wir wollen diese cubische Gleichung in
der folgenden allgemeinen Form ansetzen:

O+ 012+ Q,h+ 0, =0 (49)

und haben dann also die Bedingung dafiir aufzustellen, dass
diese Gleichung dritten Grades eine Doppelwurzel hat.
Dazu muss der Differentialquotient der linken Seite, genommen
nach %, zugleich verschwinden fiir die Doppelwurzel. Derselbe
ist aber: 30,2420, +0, = 0. (50)

Diese beiden Gleichungen (49) und (50) muss die Doppel-
wurzel erfiillen.

An Stelle der urspriinglichen cubischen Gleichung (49)
kdnnen wir aber mit Vortheil eine quadratische setzen, die wir
erhalten, wenn wir die cubische Gleichung (49) mit 3 und
die Gleichung (50) mit A multipliciren und dann die linken
Seiten von einander subtrahiren, wodurch das Glied in A3 fort-
fallt. Es folgt so die Gleichung:

0,2 +20,% 430, = 0. (1)

Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl.; CIV Bd., Abth. II. a. 58
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Das allgemeine Schattenproblem lduft mithin
darauf hinaus, die Resultante der zwei Gleichungen:

3002 +200+0, = 0 (50)
02420430, = 0 1)

aufzustellen. Dass aber diese zwei Gleichungen eine Wurzel
gemein haben, konnen wir dadurch bewirken, dass wir sie als
lineare Gleichungen in den Unbekannten %2 und » auffassen,
sie fiir diese Unbekannten auflésen und zum Schluss den fiir i
gefundenen Werth, zum Quadrat erhoben, gleichsetzen dem
fir 32 gefundenen Werth. Durch Multiplication beziiglich mit
0, und Q, folgt zunédchst aus (50) und (51):

39092)‘2"'291 Oyh+ Qi —
—0222—20,0,.—30,0, = 0
12(30,0, _Qi)"" Qi—SQl Q, =0,

woraus.
2 2
32 — e Q1 Q:;_Q~2,
30,0,— 03

Multiplicirt man aber (30) und (51) beztiglich mit Q, und
30, und addirt, so ergibt sich:

30,0°—20%+ 0,0, = 0
—30,0,22—60,0,,—90,0, =
2202 —60,0,)+ 0, 0,— 90,0, = 0

9 (9 Qo Q:-}_Q1 Qg)"J
(2 Q?_GQO Qz)')

Setzen wir jetzt die zwei fiir A gefundenen Werthe ein-
ander gleich, so erhalten wir als endgiltiges Resultat unserer
allgemeinen Untersuchungen die Relation:

30 O O) (99093*91 92)2

SQon Q; - (ZQ?—GQn.Q?)L’

d. h. die Gleichung:

(99003_01 Qg)z+4((,)_:_'3‘QilQ3) (391 Q;_Q:i) — O, (52)
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d. i. die gesuchte strenge Gleichung der Schatten-
flache. Und da dieselbe eine Gleichung vierten Grades in
den Q, diese selbst aber x, y, 2 im zweiten Grad enthalten,
so ist die strenge Schattengleichung eine Gleichung achten
Grades.

Um jetzt die allgemeine Form (52) der Schattengleichung
zur Behandlung unserer speciellen Schattenaufgabe rechnerisch
verwerthen zu kénnen, muss man noch einmal die Bedeutung
der vier Coéfficienten Q ins Auge fassen und ihre Form all-
gemein aufstellen. Dies ist aber in folgender Weise moglich.
Es standen ja mit unseren fritheren Untersuchungen gewisse
Determinanten in innigster Beziehung. Wie man leicht sieht,
haben nun die Coéfficienten der allgemeinen Gleichung (48) die
folgenden Formen, die man sofort simmtlich der aligemeinen
viergliedrigen Determinante von S. 889 entnehmen kann:

Qyollyydy, Qytgdyy

A= agagay, Age = | ayayay,

A3y, Ay @@y,

1y 1191283

Ay = ‘ Aoy Qyallyy | A = @y10450,

| @y, 139453

Ayyllyytay | i1yl

A = — agagay, ; A, =1 ayagas,
Ay a3, | Ay Tyays |

118193 A1y,

Ay = — aya4,0,, Ay = — | ayagay,

Ayl | Ayl

Ayaly3y, Ayy@agllyy

Agy = | @20530,, Ay, = —1 agayay,

| Ayl AT ynyy

Diese Coéfficienten lassen sich aber auch noch anders
schreiben. Setzen wir namlich aligemein:

ap, — b,'-,_—l—)\ < Ciyy



892 H. Buchholz,

so wird, indem wir hier z. B. bloss die eine der 10 Determi-
nanten, 4,, hinschreiben:

b11b1zb13
by1bgsbsy
by1b45b5,
\ Ci1b1sbys by1¢15015 | b11bysCyy
'*‘? Corbaslag | + | bo1Caslsy | + b21b22023i -h
V| Caq Bl DoiCanbss Uoy00yCon | _ -
31932033 31€32033 31932 33 )= A, (33)
gl by;€1515 11015615 11619055 l
+\( Dy1CasCay |+ | CarbanCag |+ CoyCapbyg ‘) “h?
|
P D160, Cy1045C55 C31C39b,5

~ 1
C11012013

C91Ca3Ca3 |
31682033
oder kiirzer:

_‘4.44 = B-LL_'—)\C-H:_'—)\ZD»}-L+)\3E-L-l’

wobei dann also B, C, D, E Determinanten beziiglich Determi-
nantensummen von obiger Form reprdsentiren. Man hat somit
fuir die Coéfficienten der allgemeinen Gleichung (48) folgendes
Schema:
Ay = By +h.Cy+ 8D +13E,,
Ayy = Byy+h Cop+12Dy +WE,, |
Ayg = Byg+h Gy 12Dy + 1 E,, S

u. s. f.

Auf diese Weise hat man aber die allgemeine Form
unserer Q bereits gefunden. Denn da dieselben nichts Anderes
als die Coéfficienten jener Gleichung dritten Grades in A waren,
diese selbst aber erhalten wird, indem man sich die 4 simmt-
lich nach dem Schema (54) berechnet, ihre Werthe in Gleichung
(48) eingesetzt denkt und die so erhaltene Gleichung nach :
ordnet, wodurch sich eben Gleichung (49) ergibt, so haben
die O die folgende allgemeine analytische Form:
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Oy = E W+ Ey '+ Ey?+E +2FE x+2E, y+
+2E; 2+ 2E,, y2+4+2E, v+ 2 FE , xy
Oy = D2+ Dy, 3+ Dyy2>+ D, +2 D, x+2D,, y+
+2D,2+2D,, y2+2D, 2x+2D,,xy
0, = C ¥+ Gy 3°+ Gy + C +2 C 2 +2 G 9+
+2C,24+2C 12+2 Cyzx+2 Cyny
O, = B (#*+ By, *+ By, s+ B, +2B, x+2B,, y+
+2B,,24+2B,, y2+2B,,2x+2B,xy /

(33)

In der That sind also die Q ganze Functionen zweiten
Grades in #, 9, 2. Durch Einsetzen derselben in Gleichung (52)
folgt mithin wirklich eine Gleichung achten Grades in ayz.

Ehe wir nun die allgemeine Form (52) der Schatten-
gleichung unter Berlicksichtigung der Systeme (53) und (5d)
zur strengen Losung des Kreisschattenproblems verwenden,
wollen wir zuvor noch eine Bemerkung machen, die tiber die
rechnerischen Complicationen, zu denen diese Theorie wohl
in den meisten Fillen fithrt — die aber, im Gegensatz zur
LLaplace’schen in ganz bestimmt vorgeschriebener, wenn auch
mehr oder minder umstandlicher Weise doch stets tiberwunden
werden kénnen — einiges Licht verbreitet. Es sind ja die O
allgemeine Functionen zweiten Grades, von denen eine jede
zehn Glieder umfasst. Bildet man also, wie Gleichung (52) das
vorschreibt, die Producte je zweier 0, so erhdlt man im All-
gemeinen eine Gleichung von folgender Gliederanzahl, indem
wir zur Abkiirzung Glieder mit » G« bezeichnen

(100 G—100G1)2— (100 GT'—100™) (100 GV —100G V) =
— 60.100 Glieder.?

wobei freilich vorausgesetzt, dass sich gar keine Glieder in
den drei Klammern letzterer Gleichung vereinigen, indem nie
gemeinsame Potenzen von #, ¥, z oder gleichen Combinationen
dieser Grossen auftreten. Das ist nun zwar sicher nicht der
Fall — wie wir auch an unserem speciellen Beispiel sehen
werden — indem sich eine Anzahl von Gliedern jedenfalls
immer vereinigen lassen wird. Aber man bemerkt doch schon,

1 Indem, da es sich um algebraische Summen handelt, hier
1002 = 14+24+3+. .+984-99+100 = 5050 bedeutet.
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dass auf diesem Wege, bei jeder speciellen Aufgabe, wenn
man keine Vereinfachungen einzufithren im Stande ist, die
Berechnung einer geradezu ungeheueren Zahl von Gliedern
nothwendig wird, deren gemeinsames Anordnen nach den ver-
schiedenen auftretenden Potenzen, wie: x5 13 36 23 2143 2342
xyz® ete, d. h. nach einer sehr grossen Anzahl von Combina-
tionen zu lauter verschiedenen Classen eine beinahe unaus-
fihrbare Arbeit werden wiirde. Dies ist offenbar die bei dieser
Theorie sich vor Allem einstellende grosse Schwierigkeit, die,
ganz wie bei der Laplace’schen, schliesslich rechnerischer
Natur ist. Allein diese Schwierigkeit ist eben dadurch ganz
ausserordentlich zu vermindern, dass man durch Annahmen
tiber die Lage des an sich willkiirlichen Coordinatensystems,
wie wir es frither gethan, den Gleichungen der allgemeinen

Theorie:
leone F(u,v,1v) =0

G(uyv,w) =0

im speciellen Falle eine moglichst einfache und praktisch
verwerthbare Form zu geben sucht, wodurch eine ganze
Anzahl von Gliedern in den allgemeinen Functionen zweiten
Grades, durch welche die () dargestellt werden, zum Ver-
schwinden gebracht wird, indem eine mehr oder minder grosse
Zahl der Determinantencoéfficienten Null wird. Dieses Herab-
driicken der Gliederanzahl der Q ist aber in der genannten
Weise immer zu ermdglichen. Inwieweit, ist eine andere Frage,
welche durch die mehr oder minder grosse Complicirtheit der
zwei Figuren bedingt wird, deren Gleichungen durch F =20
und G = 0 gegeben sind.

Nach diesen Ausflihrungen koénnen wir unser specielles
Problem nun wirklich strenge 16sen, ohne weitere principielle
Schwierigkeiten, wéahrend die rechnerische Ausfiihrung, deren
Ergebnisse in den verschiedenen Partien wir hier bloss mit-
theilen werden, immerhin noch sehr verwickelt bleibt. Was wir
dabei liberhaupt auf diesem Wege gewinnen, ist aber keines-
wegs bloss das Resultat als solches, welches die Laplace’sche
Methode uns nicht lieferte, sondern das Werthvolle ist sozu-
sagen vor Allem der Einblick in die complicirte und eigen-
thiimliche Natur solcher strenger Losungen {iberhaupt.
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Wir ordnen jetzt im Sinne der allgemeinen Theorie die
Kugel und Kreisgleichung in Ebenencoordinaten nach #, v, w.
Man erhalt dann:

(r— R 1> — R0+ (P—R) 0 + 2 rtuw + 2 ru+2 tw+1=0 (56)
u? 422 —1 = 0. (57)

Weiter stellen wir die allgemeine Gleichung (46) fiir
unseren jetzigen Fall auf, indem wir Gleichung (37) mit &
multipliciren und sie hierauf zu Gleichung (56) addiren. Gleich
nach #, v, w geordnet folgt:

[72(1 42) — R+ [12)

R v+ (P—R) w2+
+2rtuw+2ru+2tw—i+1= 0.

Mithin haben jetzt die Coéfficienten a der allgemeinen
Gleichung (47) die folgende Form:

dy = (rP*—R2) 412
dyy = —R2+12
a,, — (F—R)H+0.)\
= I—1.%

dy, = r4+0.x (38)
[ — t4+0.%

dyy = 04+0.xn

g, = rt+0.%

L’I.“:O-FO.}\ g
/

idyy = 040.

Das sind zehn Glieder, und vier Elemente, zu je zweien
combinirt, ergeben in der That so viele. Festzuhalten ist fir die
folgende Rechnung noch, dass die sechs {brigen a, die ausser
diesen zehn eben angefiihrten in der allgemeinen Determinante:

A1y
Ay dyyllagty,

Ay Ay yy

|
Ay gy
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auftreten, also:

Qygs Aaqy Agos Ayyy Dy, Ayg
jetzt nicht etwa Null gesetzt werden dirfen, wie man vielleicht
meinen konnte, wodurch indess ein ganz anderes Resultat

erzielt werden wirde. Vielmehr ist, entsprechend der all-
gemeinen Form der fritheren Theorie:

ajp, = Qajy,
auch jetzt:
Ay = agy = 11+0.%

ayy = a;, — 04+0.%
0+0.%
a, =a;; =r+0.%
a,, = ayy — 04-0.%

I

Q
@3
o

I

R
w

2/ (59)
\

Ay == ay, = t+0.%

Unter Zugrundelegung dieser zwei Werthetabellen (58)
und (59) nun hat man die vier Gleichungen des Systems (55)
auszurechnen. Dabei erfordert offenbar die Berechnung des
durch die erste Gleichung in (53) gegebenen Coéfficienten Q,
die Ausrechnung von zehn Determinanten, diejenige von Q,
die Ausrechnung von dreissig Determinanten, die von (),
ebenfalls die Berechnung von dreissig Determinanten und
schliesslich die von O, fordert wieder die Ausrechnung von
zehn Determinanten, so dass im Ganzen achtzig dreigliedrige
Determinanten geméass Schema (38) und (09) erst aufzustellen
und dann auszurechnen sind, was sehr rasch bewerkstelligt
werden kann, indem man in bekannter Weise die beiden ersten
Verticalreihen rechts hinter die Determinante schreibt und
multiplicirt. Bei dieser Ausrechnung zeigt sich nun aber, dass
in Folge unserer frither gemachten vereinfachenden Annahmen
tber die Lage des Coordinatensystems nicht weniger als
zweiundfiinfzig von den achtzig stets zu l6senden
Determinanten verschwinden, was die folgende Rech-
nung eben so ausserordentlich vereinfacht, ja in gewissem
Sinne, wie zur Geniige ersichtlich werden wird, {iberhaupt erst
durchfiihrbar macht. Die Rechnung ergibt namlich fiir diese
achtzig Determinanten die folgenden Werthe:
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I Ad Oy:
E,=Ey,=FE,=E,=E,=E,=E,=E,=E,=0
Ey = —r
II. Ad Q,
0 0
D,= —r{—R? D,,= —1(f—R?)
-0 ( 0
() B
([~ —R)
Dy =  +r°R?
[
+272R?
(O (0 ( 0
Dyy=40 D=0 Du:?O
( +r(P—R?) (0 0
+ (2= R?) 0 0
\ 0 ( O 0 g G
D,y=+0 Dggzzo Dgl_?trf‘ D,= 0
trt 0 0 ( 0
— 0 iy o
II. Ad @,
2R ‘ R
Cy=40 C,h, =10
R (P—R?) [ e (2412 —R?)
+R2 (t2—1'2—R2) +R2 (tg_R3>
( —7’2R2
Cyy =  —12R?

( R? (1 —R?)
—R?(1?+R?)
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— PR(P2—R?) 0 (0

C,, =  —1r*R}(E+1r*—R? C,= ' +rPR? G, = | 0
. 0 0 0

— PR 2417 +2R?) +PR? 0

2 R? ‘ 0 ‘ 0 ( 0

Cyy = ( tr2R? Cyy = ) 0 C,= | 0 Cp, = | 0
e 0 —IrR? 0
S 242R? 0 R 0

IV Ad O,:

B\, = B,, = B;; = R'; B, = R'(@+#—K?);
B, = —rR*Y; By, = —tR"; B, = Byy = By, = B, = 0.
Auf Grund dieser Determinantenwerthe aber nehmen die Q
die Form an:
0, = —r*z2 = 1 Glied
0, = (RP—) 2+ 12 (RP—1F) y* + 2 R2r? 2 —
— 1Y (R2—12)—27r'tz+2r%xz = G Glieder /
RZ (ti__,/Z__RZ):VZ___R:? (R.Z__lfl)yz_Rz (RZ -+ 1/2) 2
R212 241+ 2R+ 2 R¥réx+
+4 R?12fz—2 R?rtvz — 7 Glieder \
0, = Rix? 4+ R4+ R4+ R (1242 —R2)—
—2R'rx—2 R'#z = 6 Glieder

Q,

Il

(60)

Die Gesammtsumme aller Glieder der vier Q — Coéfti-
cienten betrdgt also statt vierzig jetzt nur noch zwanzig
Glieder, was eben die folgende Rechnung so bedeutend ver-
einfacht. Allgemein wird dadurch ndmlich die Gesammtzahl
der Glieder, aus denen sich die strenge Schattengleichung

zusammensetzt, in unserem jetzigen Falle reducirt auf:
(6G—42G)—(21GT—7G) (36 GV —28G ")

oder, da sich hier in der frither erwidhnten Weise eine Reihe
von Gliedern innerhalb der einzelnen Klammern vereinigen,
noch einfacher:

(6G—22GT)2—(19GT —7 G M) (22GV —22G V) = 1550 Glieder.
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Diese 1550 Glieder aber muss man wirklich ausrechnen
und dann zusammenziehen, indem man nach gemeinsamen
Potenzen ordnet, was zwar eine ermiidende mechanische
Arbeit ist, die man indess kaum noch mehr wird vereinfachen
kdnnen. Zunachst ergibt die Rechnung die folgenden Werthe fiir
die in der Schattengleichung (52) auftretenden zweigliedrigen
QO-Producte, indem wir sie gleich nach fallenden Potenzen und
der Ubersichtlichkeit halber mit den folgenden Abkiirzungen
schreiben:

00,0, = m 2t + o422 40, 92+ B 28 4 vet +
+3,22 = 6 Glieder. (61)
wobei gesetzt ist:

%y = — 9 R4yt
3, = +18Rirt/ [
; (62)
Ty == + 18R1p3 \
3 = —OR'ri(r+P—R?)
Ferner ist:

Ql Q') = 12xl+32-yl+72z]+32'1”35+323533+:25V2_y3+'f]25r252 :
AUy iyt b, 0 02 Py, 020 ( (63)
&5+ % 0 0,87+ 7, 37+, + 52+ S
+ T+ Yps+ b, = 22 Glieder

Dabei bedeutet:
Oy — + K22 (Rz—ff) (t2—7’2—R2)
B, = — R (R2—#2)?
1y = —2 R*12(R2412)
+2R23 (22 —2 R2—?)
= — 2R (BRE4-17
: ( - (64)
;2 p— +7"R (R) fz)(tZ_l,_g_R.z_l)
= +3R2P(R2P—R22— R\ pP)
By = R (R (3 R2+7~>
= _4R27z3¢<R2__l¢2>
%y = +2RYI(R2—12)
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A, = +2R2ErH (DR +17%)
Py = +6R2 1 (RP—124-1?%)
Vo = +4R*r3(R2+3£3)
£, = +O6R2r1H(RP—12)
+ 7t R?(R*—12) (32 + R?)
Ty = —1 1R (R2—12) (* + 3 R2+4-12) (64)
py = +R211(BR2P—3R'—R*12—9r2f%)
6, = +2R21P (B R*+12—1?)
T, = —2R*R"(R?*—1?)
Yo = +2RErOL (4L 417)
b, = +RErO(R2—12) (22 412+ 2 R?)

I

Weiter wird:
407 = ogxt oy e+ 20,87y oy a® et
+ 0y 9222 ez ﬁgxz3+ss,¢'y9z+'q3z3+

(65)
4224 12 4Dy Y224 2% ny 12+
+ 222 F vz v +§ = 19 Glieder
Dabei ist:

vy = 41t (R2—12)?
B, = +16R*r!

20, = +8ri(R*—%)?
g = +167H(Ri4+122—R2 %)
0, = 41671 R (R*—£?)
g, = +16731(R>—12)
{; = +32 R3¢
— —_ 832 R246¢ (66)
¥, = —16ROH(R2—?)
ty = —3277#
%y = —818(R?—12)?
Ay = +1678(R14+122—R2¢7%)
by = — 16774 (R*—12)
v, = + 16181 (R>*—1?)
= +ArS Ry
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Ferner:

12Q0Q2 e a.*z'1+B‘Lx2z2+74y2z2+84xz3+

(67)

+e, 28 +{ w22+, 22 = 7 Glieder

Hiebei bedeutet:

o, = +12R? 11 (R2+1?2)
B, = —12Rr'(P—r?—R2)

1, = +FI2R2r (R2—#2)

0, — +24 R?r%¢ (68)
e, = —48R2/6; '

o = —24R3%yp7 \

M= +I2R2E 42 +2RY) )

Ferner wird:

SQI Q3 — a5x4+,15yl+lgi)zl_'_--(5352};2+65x2z2+65y2z2+

wobei:

+exyiod-e ¥l 4o v+ A28+ S A%+

ot ey g ©69)
X2 % 1724 S0y At 4 hy YR 2? S

+vsxz - +4oz+7m, — 22 Glieder

I o O 1 A 1 O U A T

+3R'?(R2—12)
+2R1r?(8R*—312f)

+BR 2 (R*—2)

+3R2 (BRI —2)

4+ B6RY 3

—BR'r3(R2—£)

— 12 R642¢

+ 18R 124 (2—R2—372)

+ 2R3 (124 R2)

FBR (22— Ry

— 3R (R2—f2)2
+3R'72(R2 rP+2 R 45122 —2 R%)
+BRAPIE(312 2R
+BRr(R2—22)

+BRL (2 R2—2 2 p?)
—BRYH(R—£) (12 4 £ R?)

(70)
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Schliesslich ist:

QF = o w4+ B0 2+ B 87y 222 4 [ 227+ \
+ 1232+ B w2 A 82 2 ng B N B A P2 ( -
HV¥27 - E Xy +0p P2+ R A7 A0 30+ 5, 2 45 v+ (

F+ e X+ D2+ 0, = 22 Glieder )
wobei

Og — +R4(1f2__7,2_Rg>2

By = +R(R2—1)?

o — + R (R9+7,2)2

3 = —2RI(E—1*—R%) (R*—12)

3 = +2RI21 1 —|P—R—1?|[R*+1?))

{, = +2RY(R—12) (R2+4-12)

g — + 4Rt (t—R2—1?)

Ve = +4 Rt (R24-172)

t, = +4Rrt(R*—12)

% = +4RY3(t—12—R?)

b= —8RIH(Rer) 2)
b = +8RY2HPP—RZ—212)

i 4 R 7'3(R2+7’2+4f3_)

g, = —4R*13(R*—1?)

0y = —8R112t(R>*—1?)

T, = —2R1PP[(2£2+2R*+1%) (12— 12— R2) + 2171]

0o = +2R12(R—£2) (222412 42 R?)

5y = +2R1P[(R24-12) (282 + 2 R? +12)4-812#2)
= +4RIF2LE+D51?+2R?)

Y — —4RYI(2£P+17—2R?)

dg = —8RI (2P 4+1r2—2R?)

w, = +R'r1 22+ +2R?)?

Setzt man nun die Gleichung (52) in der vorgeschriebenen
Weise aus den sechs algebraischen Summen (61), (63), (65),
(67), (69), (71) zusammen, wodurch man eine Productensumme
von 1350 Gliedern erhdlt — von denen im vollen Einklang
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mit der allgemeinen Theorie wirklich kein einziges in der

Exponentialquersumme den achten Grad {iberschreitet — und

ordnet diese Glieder, indem man die gleichen zusammenzieht,

nach gemeinsamen Potenzen von x, y, 2, ¥, x2, y2, xy2, bei der

achten Potenz beginnend bis herab zur nullten, so reduciren

sich die 1550 Glieder auf gerade 96, und die Schatten-

gleichung des von der kugelférmigen Sonne Dbe-

leuchteten Saturnringes nimmt, wenn man den Ring als

Kreis betrachtet, die folgende vollig strenge und allgemein
giltige, freilich sehr complicirte Form an:

[Agx8+ By y°+ Cy® 4+ Dby + By 4- Fn' gt Gz +

+ Hows ™+ 1822 - Ky oS4 Load e 4 Moad b4+ Ntz

4+ Oy 4822+ Py 3254 Oyt b Rv®12 24 S92 2° +

+ Tty 22 4 Ugn® 22t 4+ Vb yle 4+ Wy 25 4-

+ NP2+ Ya? gt 224 ZoaySe )P, 4+ [A. 2"+ B, 37+

+ C.47y?+ D a3yt + ExyS+ Foabz+ GoazS+ Hov%22 4

+ L2 Nt ed - Lot '+ M, 9524+ N, y' 234

+ 0,922+ Pty 2+ Qa2 4+ Ra%y2 22 4+ S, 12225 4

+ Tayts + Upy 220, + [Ar 4 By 04 G2+

+ Dty By + Fnde 4 Guuad+ Ha' 22+ [+

_|_](G;L,:)g:£_I_LGJ,IZ"_’_*_AJGJ,QZl»+1\76x:3j.25+ OG;\;2J,‘2:2+

+P(i ’1'3'2:3 -+ Q(i:vj"lz]?lﬁ) + [A-),’L”)—i—BV)C—’—{— C‘."):L‘:U’z +

+ D'+ Ext e Fae' 4+ Gt + Ha?s 4 I yte+

+ N, 325+ Loa?y et M2 2, +[A ' + B g+

+C '+ D2+ E e+ Flaeb+ G a2+ H | 9222+

+ 197 2]G, + [A2° + By + C?y+ Dyvy? 4+ Ega® s+

+ Fyaz?+ Gy 322G, + [ A2+ By 02+ G2 + Dywel, +

+[Ax+ Bz, +[4, [()_1) =0

(2)

(73)

wobei zur Ubersichtlichkeit die Glieder gleichen Grades in
Klammern gesetzt und Indices beigefiigt sind, von denen der
obere den Grad, der untere die Gliederzahl der betreffenden
Klammer sogleich erkennen lisst. Dabei setzen sich die 96
Coéfficienten Ag. .4, aus den ¢,. ., der Systeme (62), (64),
(66), (68), (70), (72) zusammen. Diese ganzen 96 Coéfficienten-
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summen von AS bis AO, von denen einzelne aus lber dreissig
Gliedern bestehen, z. B. £; aus 37, O, aus 33 u. s. f. und
deren vollstdndiges Aufzédhlen viele Seiten in Anspruch nehmen
wiirde, wollen wir hier indess nicht anfiihren. Denn das
Resultat, welches wir in erster Linie anstrebten, der genaue
Einblick in die complicirte Natur der strengen Losung wird
durch Gleichung (73) vollstindig gegeben. Zugleich ldsst diese
Gleichung erkennen, dass sie rechnerisch keinesfalls verwerth-
bar ist, ein Grund mehr dafiir, wie iberfliissig es wire, die
Unmenge von Coéfficienten hier alle wirklich aufzuzahlen. Nur
um einen Begriff davon zu geben, in wie mannigfacher Weise
sich dieselben aus den 2, bis 0, zusammensetzen, wollen wir
jedesmal den ersten von jeder Klammer anfithren, zumal diese
ersten Coéfficienten zufallig nur eine kleinere Gliederzahl auf-
weisen und also nicht tiberfliissig viel Platz beanspruchen. Die
Rechnung ergibt die folgenden Werthe:

Ay = ab—ayo, + 250,

A, == 2o, —ty g+ A%y

Ay = w34 20,0, — oyl S0 0T S0+ 047

Ay = 2aymy + 20y — 210853 27+ Eyng

A, = 03+ 20,0, + 20,7, —agT—Eh — 5,9, + g0, + ~
+&,7, + 35,0 G

Ay = 29, +20,7, 38— 558+ + 3%

Ay = 420,y —Em; — 55k 0+ 57

Ay = 210,550+ 55Y

Ay = 93—0yT;+ 530

Ziehen wir nun das Resumé unserer Untersuchungen iiber
die Laplace’sche und die Salmon’sche Schattentheorie, so
wird man zunéchst keiner den directen Vorzug vor der anderen
eintraumen diirfen. Die Laplace'sche Methode zeichnet sich
aus durch die verhiltnissméssige Einfachheit und vor Allem
durch die praktische Verwerthbarkeit ihrer Resultate im astro-
nomisch-rechnerischen Sinne, Resultate, die sie freilich, wie
wir gesehen, nicht allgemein in jedem beliebigen Falle zu
liefern vermag und die obendrein nicht mathematisch strenge
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sind. Doch wird sie immerhin im Grossen und Ganzen dem
Astronomen genligen. Denn die drei fiir diesen wichtigsten
Fille — vom hochst einfachen Kugelschattenproblem abge-
sehen — sind durch sie gel6st. Zunachst hat, wie schon
erwdhnt, Laplace im achten Capitel des vierten Bandes der
Aécanique céleste fiir das Jupiterellipsoid die Schattengleichung
abgeleitet, die astronomisch, wie man sich tiberzeugt, geniigend
strenge ist, und die wir, ihrer interessanten Form halber, hier
anfiihren wollen:
I. Kernschatten:

RZ(I_)\)‘Z( D —1:)2 24 A2 22 ,2( R _1\.
D> \Ml—x P )

II. Halbschatten:

R2(1+>\‘Z)<v# D )2_ v 2D L[ R j
_D2 ’ 1+)\ _y ~ 1+)\ Pﬁ K \/3,2_‘}_;2 /

wobei gesetzt ist:
_ (K

Iy
R

Dann hat Prof. Seeliger das Saturnellipsoid-Schatten-
problem vollstdndig nach der Laplace’schen Methode geldst.
Die Gleichung, die er in der zu Anfang citirten Abhandlung
gefunden, ist besonders einfach; sie hat die folgende Form:

R . p 'D? R A2y?
Ap— - gto J-7 = =7,
F=EDERIN R Ay

Die librigen Planeten sind Kugeln; fiir sie ist das Problem
also eo ipso geldst. Flir den Saturnring, den letzten Sonder-
fall im Planetensystem ist die Form der ndherungsweisen
Losung nach der Laplace’schen Methode gleichfalls ver-
haltnissméssig einfach und im Anfang dieser Abhandlung
auf S. 867 bereits citirt. Zur Losung weiterer Probleme ist die
Laplace’sche Schattentheorie, soviel mir bekannt, bisher noch
nicht verwendet worden.

Bei der Wiederkehr des wichtigen Phdnomens der néch-
sten lapetusverfinsterung durch Saturn und sein Ringsystem,

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIV, Bd., Abth. IL. a. 09
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die im Jahre 1905 stattfinden wird, hat man natiirlich, um das
hier gleich hervorzuheben, bei der Rechnung auszugehen von
der genannten astronomischen Néherungs-Schattengleichung
des Saturnringes und nicht von der in dieser zweiten Abhand-
lung gegebenen strengen Saturnring-Schattengleichung (73),
die astronomisch-rechnerisch nicht verwerthbar ist, die indess
nicht nur selbst, sondern auch in ihrer ganzen Entstehungs-
weise ein unleugbares theoretisches Interesse besitzen diirfte,
da sie einen allgemeinen Einblick in die eigenthiimliche und
complicirte Natur strenger Losungen von Schattenproblemen
gibt.

Damit ist die Salmon’sche Methode zugleich schon
charakterisirt. IThre Resultate sind zu verwickelt, um im All-
gemeinen praktisch verwerthbar zu sein. Allein daraus einen
Vorwurf gegen sie ableiten zu wollen, wiirde verfehlt sein, da
die grosse Complicirtheit, wie wir gesehen, in der Natur der
strengen Losung als solcher begriindet liegt. Auf der anderen
Seite muss man es aber als einen entschiedenen Vorzug der
Salmon’'schen Methode anerkennen, dass sie die Lésung, falls
man sich nur der Miithe der Ausrechnung unterzieht, die
freilich bisweilen eine ausserordentlich grosse werden kann,
doch wenigstens immer in ganz bestimmter Weise wirklich
zu liefern vermag. Der Weg, den man dazu nach den hier
gegebenen Entwicklungen einzuschlagen hat, ist nunmehr,
wenn wir das Resumé ziehen, ziemlich einfach, und aus ihm
wird schon sehr rasch, gleich zu Anfang ersichtlich werden, ob
die Rechnung bei der strengen Behandlung eines Schatten-
problems grossere Dimensionen annehmen wird oder nicht.

Man hat offenbar nur die Gleichungen der zwei Figuren
des leuchtenden und des dunkeln Korpers:

F(u,v,w)y =0
G, v,w) =0
in Ebenencoordinaten darzustellen, bildet dann sofort die Re-

lation (40): Fah.G =0

und stellt hierauf direct die Tabellen der a4 Nr. 58 und Nr. 59
auf. Jetzt ersieht man schon durch diese Tabellen vollstindig.
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ob von den achtzig allgemein und stets zu ldsenden Determi-
nanten des Problems viele Null werden. Ist das der Fall, so
verfolgt man die Aufgabe weiter. Man Dbildet die Q, und trifft
es sich nun zufillig so gliicklich, dass die Gliederzahl der
einzelnen Q nicht gross wird, etwa die ganzen Zahlen 2 oder 3
nicht tiberschreitet, so hat man gewonnenes Spiel und die
strenge Form der Schattengleichung wird verhidltnissméssig
einfach und eventuell sogar praktisch verwerthbar werden. st
das aber nicht der Fall, d. h. werden wenig Glieder in den
genannten Tabellen Null, verschwinden also auch nur sehr
wenig Determinanten des ganzen grossen Complexes, so werden
die Q vielgliedrige Summen darstellen, und man wird dann
sehr viele Tausende von Gliedern, wie frither gezeigt, bei der
Multiplication der Q aufstellen und ordnen miissen, wobei die
letztere Arbeit natlirlich die weit complicirtere ist, wie man
sich durch Nachrechnung des von uns behandelten Saturn-
ringschattenbeispiels liberzeugt. In diesem Falle, d. h. wenn
Vereinfachungen wie in unserem behandelten Falle oder besser
noch grossere durch die Natur der Aufgabe unmoglich gemacht
sind, wird es sich im Allgemeinen tberhaupt gar nicht mehr der
Miihe verlohnen, die strenge Schattengleichung aufzusuchen.
Immerhin aber sind in der Physik und Mathematik noch Filie
denkbar, wo man die Anwendung des Salmon’schen Ver-
fahrens in der hier angedeuteten Weise eventuell wiirde ver-
suchen konnen. Mit der Laplace’schen Theorie in unglinstigen
Fallen Ndherungslosungen aufzufinden zu versuchen, bleibt ja
dabei immer noch {iberlassen. Dass dieselben indess nicht
leicht zu finden sind, davon {iberzeugt man sich am besten
durch Nachrechnung der Ableitung der nach der Laplace’-
schen Methode gewonnenen citirten astronomischen Néihe-
rungs-Schattengleichungen. Zum Schluss wollen wir auch noch
darauf hinweisen, dass die Salmon’sche Methode die all-
gemeine Behandlung eines Schattenproblems in der hier ange-
deuteten Weise nur solange gestattet, als die Gleichungen der
beiden zu behandelnden Figuren den zZweiten Grad nicht
libersteigen.

Mit diesen Bemerkungen soll jedoch natiirlich nicht gesagt
werden, dass es unmoglich sei, vielleicht doch noch einen
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praktischeren Weg als den Laplace’schen und den von George
Salmon stammenden zur Ldsung von Schattenaufgaben zu
finden, und die eben gegebenen allgemeinen Vorschriften sollen
also keineswegs Grenzen ziehen, die als solche nur eine
Begrenzung wissenschaftlichen Forschens bedeuten wiirden.
Aber der Versuch, das Bereich der Schattenaufgaben noch von
einem dritten, ganz neuen und anderen Gesichtspunkte aus,
als den beiden hier charakterisirten zu betrachten, diirfte, zum
mindesten gesagt, ein nicht allzuviel Aussicht auf Erfolg ver-
sprechendes Unternehmen sein.

Jena, im Mai 18953,
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