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Uber das Nichtverschwinden Dirichlet’seher
Reihen mit reellen Gliedern

Franz Mertens.

In seinem bertihmten Beweise fiir das Vorkommen von
unendlich vielen Primzahlen in einer gegebenen arithmetischen
Reihe, deren Differenz zu ihren Gliedern theilerfremd ist, hat
bekanntlich Dirichlet das Nichtverschwinden gewisser unend-
licher Reihen aus der Theorie der bindren quadratischen Formen
entlehnt, indem er mit Hilfe des quadratischen Reciprocitits-
gesetzes zeigte, dass diese Reihen als Factor in dem Ausdrucke
fiir die Anzahl der primitiven Classen einer gegebenen Deter-
minante auftreten.

So interessant aber auch dieser Zusammenhang der frag-
lichen Reihen mit der Bestimmung der Classenanzahl der
primitiven bindren quadratischen Formen sein moége, so ist es
doch wiinschenswerth, einen Beweis fiir das Nichtverschwinden
solcher Reihen zu besitzen, welcher ohne Reciprocititssatz und
quadratische Formen auskommt.

Es sei M die Differenz der gegebenen arithmetischen
Reihe und

M = 2" p=pa

wo p, p,,. ungerade Primzahlen bezeichnen. Man stelle fiir
jede zu M theilerfremde Zahl mz einc vollstindige Indicesreihe
auf und setze

m—1
— = 2 inlumgyinen o intd
c/u — = q 10 (Ul o
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woe, 1, o, w,. Wurzeln der Gleichungen
1, @ = 1, o) = 1,.

bezeichnen. Fir Zahlen 2 dagegen, welche nicht zu M theiler-
fremd sind, sei ¢,;, = 0. Es handelt sich dann um den Beweis,
dass die unendliche Reihe

c ¢ C

1 P 3
i e SR S
1 2 3
einen von Null verschiedenen Werth besitzt, wenn die Wurzeln
M, ©,. alle einen der Werthe +1 oder —1 haben und
mindestens eine derselben — —1 ist.

Setzt man

c, ¢
1 2 n
-+ , + — = O (n
| 2 + 7 ),
so genligt es zu zeigen, dass © (1) von einem bestimmten
Werthe s von 7 an Uber einer anzugebenden positiven Grosse

liegt.

0o

Es seien
Uy, Uy, Uy, 1Ly

Ul, U-2> U:-;1~ Uy
Unbestimmte und man setze

w4+ 4, =U
v, + v, + +uv, =V

¥ _
L1, U3 = Wy,

wo die Summe {iber alle Zerlegungen der Zahl m in zwei
positive Factoren o, § zu erstrecken ist.

Die Glieder des Productes {"V haben alle die Gestalt 7,73
und zerfallen in vier Gruppen.

In die erste Gruppe stelle man alle Glieder, welche der
Bedingung a3 =< n geniigen. Fasst man alle Ausdriicke 7,05
zusammen, in welchen das Product der Stellenzeiger o, B einen
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und denselben Werth 72 hat, so ist das Resultat w,, und die
Summe der Glieder der ersten Gruppe demzufolge

=w, +w,+w,+. +w,.

In den Gliedern der zweiten Gruppe sei aff > 72 und = = g,
wo ¢ die grosste in \/7 enthaltene ganze Zahl bezeichnet.
Fasst man alle Glieder zusammen, in welchen o einen und
denselben Werth hat, und setzt zur Abklirzung

(Pa = Vi atV2qpqa+ « Uy,

. e .o n - . .
wo a die grosste in — enthaltene ganze Zahl bezeichnet, so ist
a
das Resultat 7,9, und die Summe der Glieder der zweiten
Gruppe
= Uy by 1y +ilg Qg

Die dritte Gruppe enthalte die Glieder, in welchen £ > n
und § = g ist. Setzt man

’.‘03 - 7’/1+I‘+”2+1’+ “+u,,

. " .1 . .
wo b die grdsste in _P— enthaltene ganze Zahl bezeichnet, so ist

1

die Summe dieser Glieder:

U, 0y -+ Us 0g AU

STo

Die vierte Gruppe endlich enthalte alle Glieder, in welchen
o und § > ¢ sind. Thre Summe ist:

(Byq g ttoqp o+ Fu) (V14 gF V2 oDy,
Man hat demnach

UV=w+mw,+ .+, O
+ 2ty by 42, hy+ +atghy
+ Uy P+ Vg0t Vg Py

+ (14 g+ 1oy o+ 1) (Vg g+ Vop g+ Uy
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3.

Es werde nun allgemein

Uy =

1
N
gesetzt.

Die Grossen w,, w,,. fallen dann alle nicht negativ aus.
Es wird ndmlich

1
w,, = —— f(m),
"= T

wo
Jm) = c,+ cs+cu+
ist und 1, 8, &,.  alle Theiler von m bezeichnen.

Ist # nicht theilerfremd zu M und = m, d, wo m; zu M
theilerfremd ist und 4 in einer Potenz von M aufgeht, so ist

Sfm) = f(m,).
Ist m theilerfremd zu M und eine Primzahlpotenz ¢*, so ist
F@) = [+eq+ (e’ +  +(c"
=1 14+11+
0.

W%

Insbesondere ist bei geradem p. immer f(g*) = 1.
Ist w2 ein Product verschiedener Primzahlpotenzen, so ist

S ) =f(gn). f(r?).
=0
und insbesondere

flgrr =1,

wenn alle Exponenten 1, v,.  gerade sind.
Es ist-also allgemein

Sfim) =0
und insbesondere fiir jede Quadratzahl %2

SE) =1
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Denn auch in dem Falle, wo %2 nicht zu M theilerfremd
ist, wird
X
re=rlg)=1

wo —-zu M theilerfremd ist und 4 in einer Potenz von M aufgeht.

Hienach wird

W, + w,+ +1v,,__fm f<94> + f(39) +f<f‘~) (2)
- S
=7 7FT27"3 e
> log g.
4.

Nach der Abel’schen Umformung ist

Cr Cri1 Cn

\/k \/k+1 ' \/n
:Ck( 1_ — 1—> +(Ck-}-0k+1>< }_—- 1__\)
WE k1 VE+1 \Nk+2

1 I\

1 1
+ (cp+cCpp1+ .+c,,71)’< — _>
\/11—1 V1
1

-+ (Ck CL+[+ +C”)T
1

Da aber ohne Riicksicht auf das Vorzeichen

Cp+ Cpgp1+ . (M)

Lol

ist, so folgt
Cp Cryt + C”_,
\Vk \/k+1 \/ 1
1 1
sin( /1_— —_ 4+ o+ _>§ ?(M)
Nk \k+1 V1 2\/k

-+

fIA

)

=51
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Hienach ist, wenn a die grdsste in % enthaltene ganze
Zahl bezeichnet,

VA r IV

Dann wird aber

_ 1 2 (M)
ZLU. LI)U _ \/a_ q’a < 2\/7;—

thy o 10y By o+ +ugq»g<gi</%_>§

2 (M)

Lo|

also

1
7L2 ¢2+$L3(‘b3+ +1Lg(!)g+ 7'{"(.’]4’) > O

Da

2V 21— \/M7 = \/m<\/m+\/m_1>2

also

— — 1 1 1
0<2 —2 —_ <4
= \/m \/m \/m (\/m \/m + 1)

ist, so ergibt sich, wenn m = k<+1, £+ 2,. #u gesetzt und

addirt wird,

1

0<2\Vn—2\k— S
<2Vr—2VE \/k+1 \VE+2

Man kann daher

1
+. -+ —— =
VE+1 \/k+2 \/n

setzen, wo O <Z p < 1.
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIV. Bd., Abth. II. a.

(4)

®)
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)

. . i . n
Hieraus folgt, wenn b die grosste m—[J enthaltene

Zahl bezeichnet,

0y = 2\/1 — 2\/b — .
V1i+b
n—- .
Setzt man aber b = ——, so wird

B

N —\—

b —my )/ — XY~ v |
VE=V Vi

v NE

g 8 \/17+ \/11—7

1 — 6

Vﬁﬁ \/ 1+ fB—x
und demzufolge

'95:"\/12—9 ” (-- —— 4{'\/5

:2\/7/— \', —7—

Hienach wird

Uy Qo VgPg oo+ UpBy — 2\/;‘_(1}24‘ Uyt .o 40y

—2\/;<%+f"‘+ +) tog
2 "3 NG

=2\ (v, + v, + . + ) —2\/11 O(g) == 4.

Ferner ist nach (3)
Uppgttops+ .+, = )\/11—‘)\/3‘——

Vi+g
und daher nach (3)

(i yatttopg+  Fty) Viggtvops+  +v,)

=2 \/;(Ul-{-g'" 1}2.+.1:'+ . -+ 'U“)

ganze

B+ \/71* IRV =
\/

©)

(7)
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— 40 ol (M
i(Z\/g+ ——\_ 5 /(—)
Vi+g 2\/1+g
= ON/# (V1 getVose+.  +up) =& pllfr(M)<1 + —“>

\//

wo p/, p; ebenfalls nicht negativ und kleiner als 1 sind.
Man hat daher auch nach (6), (7)

Vg Dy Uyt Ugy 8
272 373 S YS

+ (tgpgt oy et A1) (VipgtUog o+ +v,,)

+2\/n 0 (g) —2\/n V+4 + cp(M)(l +

)=
\/n
6.
Schreibt man die Gleichung (1) in der Gestalt
UV—v,py— 0, Pg— - —Ug¥Pg
— Uy by— gy —. - Ugthy
— (ypg+togg+ . 1) (Vg Vogpgt+ AUy
—w +wy+ 4w,
und addirt zu derselben die Ungleichungen (4) und (8),
ergibt sich nach (2)

‘

oN/70(g) —@\/11 — ")V 4+ (g + %) o (M)
“~ n

> Wy W, + -+ Wy
> logg.
Nach (D), (3) ist aber
oN/n —U < 4
V= e ()

und demzufolge

— 7 2
2\//1¢®(g)+4+ (-; 7 )!p(M)>logg
oder
7 2
S IRV ki
()-) (g) > 56 . .

o/t o/t
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Wird noch der Einfachheit wegen # durch %2 ersetzt, so

folgt

2
1 4+(%+%>30(M)
O > 8" .

2n 2n

Man bestimme nun eine moglichst kleine Zahl s von der
Art, dass

1 7 2
5 logs=4 + (7 +—S)cp(M)+

wird. Da nach der Abel’schen Umformung

Oids p C24s o O =5 Lp(ﬂ/[)

1+s 245 1+s

ist, so wird dann von # = s an
7 2
4+<— +—>cp(]l/[)
logs 2 s 1
O ()= — 5 (M)

- logs
T 45
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