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Uber die Bestimmung der Dielektricitéts-

constante eines anisotropen Stoffes nach einer

beliebigen Richtung aus den Dielektricitéts-
constanten nach den Hauptrichtungen

Dr. Anton Lampa.

(Vorgelegt in der Sitzung am 21. November 1895.)

L

In meiner Abhandlung »Zur Theorie der Dielektrica«?
habe ich gezeigt, wie aus der Annahme einer speciellen Gestalt
der leitenden Partikel, aus welchen man sich das Dielektricum
constituirt denken kann, die Werthe der Dielektricitdtscon-
stanten eines anisotropen Stoffes abgeleitet werden koénnen. Es
ergaben sich Formeln flir die Dielektricititsconstanten nach den
Richtungen, welche durch die Axen der ellipsoidfdrmig voraus-
gesetzten Partikeln bestimmt sind; ich will diese Dielektricitéts-
constanten kurz die Hauptdielektricitdtsconstanten nennen. In
der vorliegenden Abhandlung untersuche ich die Beziehung
zwischen der Dielektricitdtsconstante nach einer beliebigen
Richtung und den Hauptdielektricititsconstanten. Es wird sich
als nothwendig herausstellen, sich des Ofteren auf Gleichungen
jener ersten Abhandlung zu beziehen; der Kiirze wegen wird
dies einfach durch Anfithrung ihrer Zahl unter Hinzufligung
von (I) geschehen.

Die verhéltnissméssige Einfachheit der Rechnung wurde
in jener ersten Abhandlung durch passende Wahl des Coordi-
natensystems erzielt. Dieser Vortheil wird fiir die vorliegende
Untersuchung ebenfalls zu wahren sein; zu diesem Zwecke

1 Diese Sitzungsberichte, CIV, IL a, Juni 1895.

Sitzb. d. mathem.-naturw. CL.; CIV.Bd., Abth. II, a.
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diirfen aber nicht wie dort die Axen des Ellipsoids als Co-
ordinatensystem gewahlt werden. Theilweise wird es jedoch
erspriesslich sein, die Ellipsoidaxen als Coordinatensystem zu
beniitzen; dieses System modge durch die Buchstaben 4, B, C
bezeichnet und kurz Axensystem genannt werden. Die Axen
des Axensystems sollen mit den Axen des Coordinatensystems
gleichen Ursprung haben und Winkel einschliessen, welche
aus der folgenden tabellarischen Zusammenstellung ersichtlich

sind:
XY Z

Ao |oy]a

R Neh N
BB | BB

Cli ||t

Die Kraft habe eine beliebige Richtung; sie wird daher
beziiglich des Axensystems Componenten haben, welche ich
mit a, b, ¢ bezeichnen will. Sind nun &4, 1p, {¢ die Coordinaten
eines Oberflichenpunktes des Ellipsoids von seinem Mittel-
punkt im Axensystem genommen, so ist das Potential des
Ellipsoids in einem &4usseren Punkte p/, welcher von dem
Mittelpunkte des Ellipsoids um die Strecke » absteht, in dem
Axensystem gemaéss Gleichung 4 (I) gegeben durch

BL . B—L 8L
T 'BA &y hdw + 8qu,;hdw+ T/&clzdw 2)

Die Integrale reprasentiren die elektrischen Momente des
Ellipsoids. Sie lassen sich leicht bestimmen, wie die auf
Gleichung 4 (I) unmittelbar folgende Berechnung zeigt. Man
erhilt, da die den Axen des Ellipsoids parallelen Krifte jetzt
a, b, ¢ sind:

n‘ a:—} b3 ] 03
/;Ahdw = 37 a, qu hdw — 37 b, fcchdw o 37 ¢ 3)

(h ist, wie in I, die Fldchendichte des betrachteten Ober-
flachenpunktes, a, b, ¢ die Ellipsoidaxen, J das in [ gebrauchte
bestimmte Integral).

15
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Durch die Werthe 3) nimmt #/ die Gestalt an:

1 1 i
R T ,
=94 37 “T e 37 "Vtac 37 ¢ )

Dieser Ausdruck muss nun fiir das gewéahlte Coordinaten-
system transformirt werden. Vor Allem schreibe ich die Be-
ziehungen flir die Coordinaten beider Systeme an:

A = x cos o, +9 COS 2, +2 COS o

B = x cos B, +y cos B,+zcos f 5)
C = xcosf;+y Ccos 7,+2COS 7,

¥ = Acoso +Bcosf +Ccosr,

y = Acos a,+Bcos B+ Ccos 1, 6)
z=Acosa,+Bcos B+ Ccos,

Nach den bekannten Regeln flir die Transformation der
Variabeln erhdlt man sofort folgende Gleichungen:

sl ol g L gL
v V8x+ 73y+ r 0z
94 — x 34 By 94 8z 94
I g L 3L
1/_778}_'_ v 0y v 0z 7)
8B — ov oB 4y 3B 9z oB
s L L 3 32

r_ v v By v &
5C ~ ox oC T oy oC T & aC

Aus den Gleichungen 6) findet man:

E—cosc/ o 0S o 35_07

84 S g4 T T g T O

ox oy 0z

5p — cos B, Y B, 3p — CoS By 8)
3"'7—cos* p{—cos' ELc*c S

¢ 8T jeT 8T T %

77*
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Dadurch gehen die Gleichungen 7) tiber in:

ai 9 ! b ! 9 1_
—V—COSU ——/—'—{—COSU ”L—FCOSG ,L
4 1 2 ¥y 3 9z
] L 0 1 8 L P 1
4—-005@ 1’*—1— cos Bs + cos B, —— 2
9B Loox oy 59
1
] L 9 — ) 1 9 r
A — " 4 cos bt 4 cos e
Yol COS 1y ar 2 3y £ oz
In 4) eingesetzt folgt:
1 g %
I — 3 3
n =37 (a®a cosa, + %6 cos B, +c3ccos ) - . +
1
0 — \
: (a%a cos a,+B3b coS By+Cc COS 7,) —— + 10)
3] a 2 1o 3}}
g L

i v
3 3 3 -
37 (@®a cos oy, +b3b cos By +c3c cos v;) o

und wieder kann das Potential des Dielektricums [vergl. 6 (I)]
geschrieben werden:

[ ] p 3—11’ 9 11
! — -
U _f % + B 3 +1 dr. 11)

Die Werthe von o, 8, 7 sind aber jetzt:
— N 3 b3 3 ~
a._w(a a cos o, +b3b cos B;+c¥c cosy)

= 37 (a®a cos o, +0%b cos B, +c3c cos ) 12)

7

3J

o —_—
i

(a®a cos o+ b3b cos i, +c3 ¢ cos ¥;).
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Zur Bestimmung dieser o, B, ¥ schlage ich folgenden Weg
ein. Im Axensystem wére das Potential des Dielektricums
[siehe Gleichung 6 (I) und 7 (I)]:

5 1 o 1
8

7

1
—f[w” + ; d 13
T g e I )

l-

und
asN
37 "
b5N
3N
3J

h=

vy =

- C.

Gemadss 17 (I) gelten die Beziehungen:

_W(V+0) be
= 4“?*
8(V+LO
o(V+U) ab
= — 5C 4aJ —v

-l- 7 b .
Aus 14) und 15) erhalten wir, da T,fl ¢ N = g (Raum-
(o]

erfiillung) ist:
MV+U)+J
OA sa,
also
"= 1 o8(IV'+U)
T 1—g 4
und entsprechend
1 _53(V+ 9]
l—g B

1 AV+U)

1—g oC

16)
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Dies in die Gleichung 12) eingetragen gibt

— N — |adcos EM__*_
- 3J(1—g) | 134
0W(V+U) B(V+U)1
3 2 3 - —_Z
+b3 cos B, 3B +c3 cos v, 5
N W(V+U)
— - . 3
B 57— )[a COS oy ———
W(V+U) B(V+U)]
3 . 7 3
+b3 cos §, 3B +c? cos 1, ol 17)
___N [a‘"‘ cos o y+U)
1= 7371—g) ® 84
0(V+U) , B(V+U)"J
3 A 3 . .
+b? cos f3 3B +c? cos 1, 3C

Nun hat man

VV+U) _a(V+U) b 3V+U) by (VD) &

) I V| y Y % 04
BVAU) _3(V4U) .  3(V+U) Yy  3(V+U) &
3B~ o 0B dy 3B~ % 9B
V+U) _d(V+U) 8z 3(V+U) ¥y  3(V+U) &
T A R R T o

d. i. mit Rucksicht auf die Gleichung 8:
(v
W(V+U)  o(V+U) oS 0. -+ (V+-U)

oA oz 1 gy CO8%RT
(V+U)
+ ————= cos g,
oz
WV+U) _d(V+l) d(V+U)
°B = o CcoSs Bl—l" T CcoSs pg—l-
d(V4U
+(+z) cos B, 18)
VV+U) VD) VD)
oC ox f1 oy STt
N(V4U
+(—,;——) COS ;.



Diese Werthe sind nun in die Gleichung 17) einzusetzen. Man erhilt:

N g9 (VU
= 37—g) (a? cos? o, +b? cos? B, +c? cos?,) ( 5 ’)
O .
(a® cosa, cosa,+b% cos B, cos B,~+c? cosy, cos,)
(a®cos a, cos o, +b% cos B, cos B,+c cosy, cos 7,
N o , ‘ o(V+U)
B=— 37(1—2) (a?® cos o, cos a,+ b3 cos B, cos B, +c? cosy, cos ) s T
(a® cos? a,+ b, cos® f,+c? cos? 7,)
(a® cos a, cos a, + D% cos 8, cos B, +c? cos v, cos )
n o \ ) I(V+U)
(= — m ‘(‘a,-‘ cos o, cos o, +b% cos B, cos B, +c? cos y, cos v,) o +

(a® cos a, cos a, +b% cos B, cos By +c? cos v, COS 71y)

(a® cos? a,+0b? cos? i, +¢? cos® 1)

oy

BV +0)
P

YY)

W(V+U)

— =+
9y

(V1)

0z

8(V+U)A
9y
WV+U)

19)

[\l

0)

21

"0JUBISUOISIEIOLIAIRI( Jop Sunwuwinseyg

C8I1
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was ich kiirzer schreiben will:

pPVED) | pWV+U) LV +U)

=D~ - 2
*= 9x 9y ¥z 22)
0 ]
B:—EO(V_'-U) G (V+U) _HB(V+U) 23)
ox oy 0z
T
';:—FB—(I-/'*—L) g V+U) L 3(V+U) 24)
9x 9y 0z

Es wird daher U’ (Gleichung 11) jetzt dargestellt sein
durch folgenden Ausdruck:

1 l
o a_ 2 8*
_—fp"(v"‘U) 4 dr—JEa(V+U) A
. ox ox ay ax
s L
_f WV+U) 7 e
0z ox 7
p L 3t
. EB(V+U) thﬁjGa(Vq-U) Y g
0x 9y . 9y 9y
s L
fHB(V+U) s
oy
2 L g !
H[‘FB(V_}-U) 4 dt—]Ha(V+U> L
y ox 0z ay 0z

1

9 —
o(V+U) v -
—fK 5 5% dr. 25)

Da alle Ellipsoide, aus welchen das Dielektricum con-
stituirt gedacht wird, als gleich gross und iiberdies im ganzen
Dielektricum gleich gerichtet und gleichméssig vertheilt voraus-
gesetzt wurden, haben die Coéfficienten D, E,. im ganzen
Dielektricum unverdnderliche Werthe, kdénnen somit vor die
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Integralzeichen geschrieben werden, wodurch 25) die Gestalt
erhdlt:

1 1
0 — 9 —
D[B(V+U) v dr_Gfa(V'ﬁuU) s
S0 . ay a9y
s L
x IV +U) Y e
0z 0z
[ 5 =
To(v+U) v 3(V+U) v
—El[L 0x Ay + oy ox e
[ s L s L
AR+ U) +8(V+U) " e
ox 9z 8z ax
[ g L s L
—Hf IV+U) r +a(V+U) s 26)
L By oz oz ay

Mit Hilfe dieser Gleichung, welche das Potential des
Dielektricums bestimmt, soll nun im folgenden Abschnitt der
Fall eines Plattencondensators behandelt werden, um zu der
gesuchten Beziehung zwischen der Dielektricitatsconstante
nach einer beliebigen Richtung und den Hauptdielektricitéts-
constanten zu gelangen.

IL.

Ich forme nun die Gleichung 26) um; man hat zunichst

ai} s L o L

o [ r | o(V+U) 7 ¥
0 V+0) or 1 ox 9x +(V+0) o2
also
1 1 1
9 — oo 92 —
W(V+U) ¥ { } v
%% o (V+U) —V+U) 5~
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somit

g L
DfB(V+U) " e

"y l 0 11 J 32i

: p
— _— - _ — _ 2
_Df ox (V) =5, ] Df(V+U) e & 20

und analog

. g L
6 [HO T o=
BL 32.,]
_Gfay[ }dr—GJ (V4U) gy ds 28)
. gL
Kj W+U) v g
. 0z 0z
1 po !
—I{f (V+U)-——}dr—KJ(V+U) " ac 20)

Die iibrigen Integrale der Gleichung 26, deren Coéfficienten
E, F, H sind, transformire ich auf folgende Weise. Es ist

1 1 1
B—J 3 — 92 .
] v | __o(V+U) r 7
WL(V_FU) oy 4T o oy +(V+U)- axdy
1 1 1
B——} , 9 — 32_
r | _o(V+U) " r
3y LV+T) or 4 Yy 9% + (VU 5y Bx'c)y
also
3—1— B !
W(V+U) v M+U)_ o
ox ay oy Bx o

3 [ g 11’ }
:a—x(V+U)» 3y — |[(V+U)

L} ge L
s . r
—20+ ) 5y
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Man kann daher setzen:

5 L g L
Ef{a(V+U) r +8(V+U) r }d«::

ox oy oy ox
g L
= j (V+U)— dr+
%y
- a:} . 32%
— | dt—>2 _
+Ej % (V+U) o dac—2E | (V+U) 5707 d
und analog
[ 3 g
(V+U) " W(V+U) v .
Ff o e T az e
. [ gl ]
-
o fax [(V+U) 0z ds
1 o |

1
Jdr—9FﬁV+U) dr,

e[

1 1
— P -
Hf BV+U) a(V+U) r }dr:
0z 0z 9y
d 3'117 }
. 3i g0 L
+Hfaz (V+U)— dc—2Hf(V+U)-——dc

1189

30)

31)

32)

Auf Grund der Gleichungen 27) bis 32) kann ich daher

schreiben:
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o o™
[ .
U= D-/ e (V+U) o7 Jd‘E+D(/h(V+U) e dr
Lo e
| dT+GVﬁV+U) —a"yT dr

37 5o L

—Kj [(V+U) | de K | (V4 U)

v
2 dar

1
) — a d-——
_E/ g [(V+U) r }dc—Eja LV+U) }dr+

azi
+2E[(V+U)Wa1;/-dr

[ 5 L

f —
_F[— (V+U)- 8 Jd’t——FJ i [(V+U)———}dr+

+9FﬁV+U) x—yz de
_HJ'%[( } Hf_[(V U)——
32_

d1:+

Ein Theil dieser Integrale lasst sich gemé#ss Gleichung 23 (I)
in Oberflichenintegrale liberfithren, so dass U’ jetzt folgende
Gestalt erhalt:

{ -
e 0x
U/:Df{ 4 J—dw+
. ox on
1
+G[

el

1
V+U 7} 8z ow
( ) e

var) J v dw+1{}
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r 1 / 1
5 oy k 37) dx
+Ef_ ax deﬂ)—*-Ff (V+U)_az— 8—ﬂ'd1'l/

r ai
s 0z
+Ff '(V+ U) ~7J o aw—+

9 on
s L s L
H (V+U)——’”J3yd H (V U ")azdw
+ 52 ) PVHH )\ VD) 5] 5

g2 L
+Df]f(l’/+ U) a—x:dxdydz+
92 L 92 L
v

+fo (V+U) " d),dydg+1{ff (V+U) B" dxdydz
+2Efff<V+U>H

+2Ffff(t/+U)a . dxdydz+2Hffj(V+U)

was ich auch schreiben kann:

dxdydz,

1 1 1
v Y e
U’:f(V+U) D o +E + F —%dw+

5 3z /9
gL g L =
f(V+U)(E o+ G a; +H a: )%dw+
[ s L s L a_L)a
f(V+U)\F o +H 3;” K ) aw
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RETa
e v -

.,[U(V—I_U) \D e +G 5 + K e ) dxdydz+
1 0y 1 1\

. 02 — 02

92
- v v r
29911 (V+-UOHWVVE ——onr - — —— v H . - 3
Hff (V+U)(E 5v0y + F e +H Byaz)dndydz. 35)

Dies ist nun die Form fir U/, welche zur Untersuchung
eines Plattencondensators unmittelbar geeignet ist. Die ersten
drei Integrale sind liber die ganze Oberflache, die beiden letzten
iber das ganze Volum des Dielektricums zu erstrecken.

Ich denke mir nun das Coordinatensystem in einer fixen
Lage beziiglich der Ellipsoidaxen und aus dem Dielektricum
drei gleich grosse kreisformige Platten von der Dicke d derart
herausgeschnitten, dass die Kreisflichen der ersten parallel zur
YZ-Ebene, die der zweiten parallel zur XZ-Ebene, die der
dritten parallel zur XY-Ebene liegen. Wird die erste Platte in
den Condensator, dessen Platten denselben Radius p wie die
dielektrischen Platten und die Distanz 4 haben sollen, ein-
geschoben, so werden die Kraftlinien parallel zur X-Axe sein;
analog bei der zweiten parallel zur Y-Axe, bei der dritten
parallel zur Z-Axe. Ich will daher die fir diese drei Platten
giltigen Gleichungen durch die Indices x, y, z charakterisiren.

Berficksichtigt man nun den Vorgang der Transformation,
wie er in der érsten Abhandlung im Texte zwischen Gleichung
22 (I) und 23 (l) dargelegt ist, so sieht man, dass fiir die

o1 a9 0z 9
erste Platte —— —1, -2 = — =0, fir die zweite > =1,
. 5 on on o1 o oy 5 on
9 — % 0 und fir die dritte — =1, — = 2 — 0 ist.
on on on an 7

Man erhalt daher aus Gleichung 35) fiir die erste Platte:

a% a% a%)
g — ) ;
D,\,_V[(V+U),V\D s +E > +F | dw+t
1

( o el el
Wf(vﬂuU)x\D M: 4G + K 31 dxdydz+




Bestimmung' der Dielektricititsconstante. 1193

( 82% Bzi 32i>
2 14 ) v v
ff,«( +U\ B 8x 9y +F 0voz +H 582 dxdydz. 36)

fir die zweite Platte:

( a% ) 2
] —
Uy_f(V+U)yE GG +H

32L 82_ 82_\
ff (V+U)\D ax: +G—— 4K Bz:)dxdydz—i—
o4

9 )
2 "
|4 . 7
If’( +U)\E 525y +F Y +H 50 dxdydz 37)

fir die dritte Platte:

. a% 9 a%)
= o\
U} ./(V+U)~\F or +H 5 + K 5 /dw+

‘ 1 1

92 92 32L
ff (V+U)Z(D aé: +G——t 4K Bz: dxdy dz-

i ( 32l 32L 32})
7 v v
ZHz(V+U)Z E 545y + F Py +H 552 dxdydz. 38)

Die einfachen Integrale sind tiber die ganze Oberfliche
des Dielektricums zu nehmen; die dreifachen haben folgende
Grenzen, da wir den Ursprung des Coordinatensystems in den
Mittelpunkt der linken Condensatorplatte verlegen:

Index x:
xr=0 Dbisx=d
y=—p Y= -+p
2= —p z = +p
Index y:

x = —pbisx—= +p
y= 0 y=d
c= —0p z:+p
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Index z:

x = —pbisx = +p
y=—P Y=+p
z= 0 z = d.

Die Potentiale (V4+U),, (V+U),, (V+U), rithren nur von
den auf den Condensatorplatten befindlichen Ladungen her.
Wir haben daher, wenn wir die Potentiale der linken Platte
durch ungestrichelte, die der rechten durch gestrichelte Buch-

staben bezeichnen:
P, '_P,
Bty wavy=p+ B0

’*
(V—]—U)z:Pz—FPz dP:

(V+U), = P+

z 39)

Ich betrachte nun zundchst die dreifachen Integrale. Da

= (&% + 9222,

haben wir
1 1
2 92 —
Ve tyee T 1 sy
8x2 73 ¥5 7t T 8 Al
1
92
r L_‘_ 322
922 T g8 4P
32L 92 1 32i
v _ 3xy v _ 3xz ¥ _ 3yz
dxdy T 5 0 dxdz T v 7 ¥z P

Es ist daher mit Riicksicht auf 39):
1

ge ! 92 —

v 7 4
ff (V+U), E +F Py +H 552 dxdydz =
¥y dx dy dz %2 dx dy dz yedy dy dz
" { 5 ] =5 [

[ J”U x@d»dydz +F Uf xzzdxdydz
v [[[ 2]
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azi azi

92 1
rop 7 .
ff (V+U)y< P 70 +H R )dtdydz
. vy dydy dz vz dx dydz yz dx dyaL
va[bfff“s”fff s
y 7 Sy »
3 Pj—P, g wyrdydyds d xyzdxdydz
d JJ 2 8
+H W :fcltdyd’/ } 41)

-L 32

1
7 a ) o
[f (V4+U). ( '()x'c‘)z +H 552 dydydz =
SPZ[Ef{ftydtﬁydz +Ff[f‘tzdx€lyd +Hf[f ) dmfiyd J+
= v JJz e 5 v
P} —P. EJ‘U xyzdj;iydz +Ffff wgfl%déﬁi N
JJz f >

+H [f——yzd:ddeJ 42)

Da » = (¥4 ¥?+2?)", hat man bei den gegebenen Grenzen
folgende Beziehungen:

fff mydvdydz f[‘f 1z dx dyaL ﬂf}ndtdydp
ff[ yzdvdydz fffzt dxdydz ff zydtdydp_
fffyzd:» dydz yzdydydz xydydydz
sisdyie _ [ sty ([ i
'y
¥2ydydyde x% dmdydz Yxdydydz uiwlydz .
T [ s ‘—
V2%edxydydz 22xdxy dydz o f‘ Pydydydz
. ., o — f j ] ’
fff xyzdxdy dz fff tyzdtdyd,o Uf Uudm dyd~ )
sl o -
X 3

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIV. Bd., Abth. I ¢
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Nun ist

vydydyds '+f ydy
L= e
" yzdydydz + +p
L L Y T R 1
¥ 73 A e (*2+ 24227
f *w¥ydydyde ¢ +p 7 o gydy
L= | e
:»:yzdxrdydz dx gr +Pz 9 yii)/ .
P 1’0 o —p (1;-—4 ..I_J/-‘ z-'> /2

D +p ydy |+.° L
) ‘fﬂ (x2+5’2+22)% 32 +Jz~+~2)*f'| =0, 15
der Werth obiger vier, somit auch sammtlicher in 40) bis 42)

vorkommender Integrale Null. Dadurch reduciren sich die
Gleichungen 36) bis 38), so dass wir behalten:

W

(\)

/ 1 1 1

0 9 — 9
Ul =|(V+U), \D_%+ETJ’/’\+F B_;’jdw_,r
L el ot
f f ;V(V+U ).L(D B;’ +G 8}; +K B:Z //' dxdydz (43
- 0 11 ai’ 9 - )
v :J<V+U>) E o +G 3;, +H ) A+

32 IR TR
fﬂ(T/+ U)y\D 81:; +G 8}/72 +K 3; /,’ dedydz  44)
'y ’ “

2 |
ff (V+0).\D 81’2 +G—gy K o, dvdyds 43)

Die noch vorkommenden dreifachen Integrale kénnen nun
noch ganz analog den Gleichungen 32 (I) bis 34 (I) geschrieben
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werden, wobei die Bedeutung der U, B, €, M, 9N, P die daselbst
gebrauchte ist:

P

fj/‘[(V—FU)"A b 0x? +G 3y +X 'a—zf)dxd_'l'dgz
P [—(D+G+K)A+3DB+3(G+K)E]+

P(_P\
d

—+

[—(D+G+EK)M+3DN+3(G+K)P]  46)

pl gl
17”

s
1 7 -
ff (V+U)) 2 +GW~’77 "‘:"IX B: )didj/(j
PJ,[—(D+G+A)SI[+3 GB+3D+K)C]+
P P

[—(D+G+E)YM+3GR+3(D+EK)P]  47)
. 32 L pe L g2
Jf (V4+U).\ D 8;2—+G ayf_, +1{-57;—,1dxdjfdz:

P.[—(D+ G+K) A+3KB+3(D+ GG+
R

+

D (Dt G EM+BEN+3(D+CVF]. 49)

Der Kiirze wegen schreibe ich die rechten Seiten dieser
Gleichungen:

P..M,+

PI—P,
—_

P M, +

Pl—p, .

,.__
P. M + '&d i N

und damit gehen die Gleichungen 43)—45) tiber in:

( 3% a1i. g L
T . LT r
Ux_ﬁV+U)A.\D gy TEeg P dwk
A
+P,. M+P —Pen. 50

d
7%
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. / a% a% a%\
U)’,:{(V—FU)).\E Py +G 5 +H 5 J dw+
P/—P, _
+P,. M, JdP’ N, 51)
3711,- a% L)
Ul :f‘(V—i-U);kF - tH g K 3: )dw—i—
7
+P.;.MZ+Psz N.. 32)

Es sind nun die einfachen Integrale auszurechnen. Zu-
nachst ist

( a—rl— a% 37)
T —_
‘[‘(V—I-D ) \D Py +E oy + F o dw —
. X
f(V+U)\ o d1v+EﬁV+U)L

+Ff(V+ U).

Jedes dieser Integrale zerféllt in drei Theile; einen, welcher
sich auf die linke Kreisfliche der dielektrischen Platte bezieht,
was durch den Index 1 bezeichnet werden soll; einen zweiten,
welcher sich auf die rechte Kreisfliche bezieht; diesen Theil
versehe ich mit dem Index 2; endlich einen dritten, welcher
sich auf die die beiden Kreisflichen verbindende Cylinderflache
bezieht; dieser Theil soll durch den Index 3 gekennzeichnet
werden.

Da, von der Randwirkung abgesehen, auf die es bei diesen
Betrachtungen auch gar nicht ankommt, alle Punkte je einer
Condensatorplatte gleiches Potential haben, ist es gestattet, die
Werthe der U’ fiir die Mittelpunkte der beiden Condensator-
platten (kurz gesagt fiir: Mittelpunkte der Innenflachen der Con-
densatorplatten) zu bestimmen, ohne der Allgemeinheit Eintrag
zu thun. Ich berechne daher vorerst den Werth der Integrale

dw+

L

aw. 33y
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in 53) fur den Mittelpunkt der linken Condensatorplatte. Auf
der linken Kreisfliche der dielektrischen Platten hat das Poten-
tial die constanten Werthe Py, respective P, und P.. Der erste

Theil des Integrals
j (V+0U),

o
P"[T dw,.

Ich denke mir nun vorldufig den Mittelpunkt der linken
Condensatorplatte nicht in unmittelbarer Ndhe der dielek-
trischen Platte, sondern nehme an, dass er in der im Mittel-
punkt derselben nach Aussen errichteten Normalen um die
beliebige Strecke A entfernt liege. Irgend ein Punkt der dielek-
trischen Platte habe nun von der linken Kreisflaiche den Ab-
stand # (der Abstand ist ja bei der ersten Platte der X-Axe
parallel), wihrend seine Entfernung von der X-Axe ! sein soll.
Dann ist sein Abstand von dem definirten dusseren Punkte
gegeben durch

9

1
-
dw
. ox
ist also

172 = P4+ +2)%
Hieraus folgt

9 1
v 42 )
b (B 5 L
Da wir aber den Werth des Differentialcoéfficienten - Bﬁ;

fir die Kreisfliche selbst suchen, ist # = 0 zu setzen, woraus
folgt:

1
8 7 o A
T (BN
Da ferner dw, = 2xldl, ergibt sich also
k % ©oNdl

. \

:—ZRP,V(I— -

\
—

NZ ol
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Nun ist aber der dussere Punkt der Mittelpunkt der linken
Condensatorplatte, sein Abstand A von der dielektrischen Platte
also = 0, woraus endlich

3L

[(V+ U)y——r o diw, = —2zaP,. o4)

%

1

Umf(V+ U), a—i dw, zu berechnen, ist vor Allem zu

bedenken, dass das Potential (V+U), auf der rechten Kreis-
fliche den constanten Werth P/ hat. Es ist daher zunichst
9

f(V—l— U)L (lw2 = Pfa—: amn,.

Die Entfernung eines von der rechten Kreisfliche um die
Strecke x von der X-Axe um die Distanz / abstehenden Punktes
vom Mittelpunkt der linken Condensatorplatte ist nun

1

72 = P4 (d—x)?,
daher
1
0 —
v ad—x
o T [BH(d—a)]k

Dieser Differentialcoéfficient hat fiir die rechte Kreisfliche

d
den Werth m, man erhilt daher

“l.d dl
J 2z e =
f(l/+L)L P dw, = 2w P} (Z’+d°)/

—opf1— 2 )

Vi)

1
Da, wie in der ersten Abhandlung, £ vernachldssigt wird,
p

verschwindet — und es resultirt

d
V&g
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)1
f(V+ U, .—8-;— dw, = 2z P, 55)

Far irgend einen Punkt der Cylinderflache, welcher von
der linken Kreisfliche um die Distanz x absteht, hat (V+U),
Pl

\:_P' .
den Werth P, -+ T‘r, es ist daher

g i_ g % P,—P,. ( 3%
. xT Ly .
f(V—{- U)'L,wa3 =P, [—Bx Aw, + y jm o dw,.

%

Das Oberflachenelement in diesem Integral ist gegeben
durch 2p=.dv. Die Entfernung eines von der linken Kreis-
fliche um die Strecke x abstehenden Punktes der Cylinder-
flache vom Mittelpunkt der linken Condensatorplatte wird
bestimmt durch die Gleichung

2 = P2+x2,

5 1
aus welcher sich Yo i ergibt
8x (pP4a?)h T2
Es ist daher zu berechnen:
81% < ydy
g — —ogz | A
f B = R f 7+
und
0 i d 5
X _r dw, = widx
« 3 — & pw A (02—{ ,L_))s/
Man hat
4 xdx 1 1@ 1 1
—Tﬁ:_ﬁ :T—_—_/—.) O—{—A:
A (G AVA/LE LN \ g2+ d? e
1 1
= — — 4+ —=0
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Ferner ist

1
e e ! +1cr(x+\/o +4%)

L Ve Ve

. ) +d)
Nun ist Ig (-—— \/( ) bei der gemachten Vernach-

d
lassigung von — = lg (1) = 0O, daher auch

f‘f ¥ dy
GEo

Es ergibt sich somit
1

f(m U)—gdiy = 0 56)

Durch Zusammenfassung der Gleichungen 54) bis 56)

erhalt man:
5 L

f(V+ U),,\.—,();— dw = 27 (PL—P,).* 57)

In gleicher Weise sind die ibrigen Integrale zu berechnen.
Man hat:

* Ich beniitze die Gelegenheit, um eine Incorrectheit in der Abhandlung:
»Zur Theorie der Dielektrica« zur Sprache zu bringen. Das daselbst vor-

3_1,

kommende Integral J(I

andern) ist irrthiimlicherweise mit dem von Clausius (Die mechanische
Wiirmetheorie, 2. Aufl,, 2. Bd.,, S. 80, Gl. 29) behandelten identificirt worden,

1 a
so dass 2w(P/—P,) (1— - —) als sein Werth angegeben wurde, wihrend
= p

sein wirklicher Werth, wie die obige Berechnung zeigt, 2n(Pa’— a) ist. Da

d
die Grosse -— vernachldssigt wird, gelangte ich allerdings zu demselben
o
v
Werthe, so dass die Resultate jener Arbeit durch dieses Versehen nicht alterirt
werden.
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1

8] 8
p
/ J -
f(I +U )1 =P, j 5y daw,.

Wiirde man aber hier abermals dw, — 2=xldl als Ober-

o
v

flichenelement einfiihren, so kdme man auf das Integral 7
0
welches keinen bestimmten Werth hat. Ich verfahre daher
folgendermassen: Irgend ein Punkt der linken Kreisfliche habe
die Coordinaten y und z Sein Abstand vom Mittelpunkt der

linken Condensatorplatte ist dann gegeben durch

12 = 92422,
daher
1
v
T (AT
und
9 +o »
dw = W Ak dy dz
3 ' _ J"+“)
Nun ist —f yay 7= ! . Setzt man die Grenzen
P+ e
. e ydy
ein, so folgt unmittelbar —=——— — 0, also auch
_, OGP
l
9
f(V+ U)y —— dwl = 0. 58)

Ferner ist
1
0

f(V—%— U)1 dwz = P’f 3)1" dw, .

Ein Punkt der rechten Kreisflache mit den Coordinaten y
und z hat von dem Mittelpunkt der linken Condensatorplatte
einen Abstand, welcher bestimmt ist durch

,’,‘2 :J/2+Z?‘+d?‘,
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daher
1
9 " B y
by T (P+2+d)h

Man sieht also, dass auch

+p
dw, = 'jidydz — =0,
o Jp @yl

daher

2
f (V+U), % dw, = 0. 59)

Um den fir die Cylinderfliche geltenden Theil des Integrals
zu berechnen, nehme ich auf der Cylinderfliche im Abstand »
von der linken Kreisflache einen Punkt, dessen andere Coordi-
naten » und z sind. Sein Abstand vom Mittelpunkt der linken
Condensatorplatte ist dann gegeben durch

2 — x2+y2+52,

wobei
y2 +:2 — p2
sein muss.
Es ist sonach
1
Sr_ vy
N LI

Fiihre ich fiir ¥ und #z Polarcoordinaten ein, so dass

Yy ==pcosoy
z = psin g,
so ist
37_ p cos ¢

by T @)
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Das Oberflichenelement ist dann dw, = pdrpdy und

1 1 1
0 20 T )

e O v P—P,( °7
j(V—-&-L ),L‘Wd1/u3—‘ P,\']deg—l— Tf,m —B;wa?’

a ; 2r

. dx

= —p?P, 3 cos ¢dw
124 P_) s A T

Pl—P. 4  xdx %=
—p? =z S cos wdp.
d ), (F+p) /2 A ’

84
f(V+U),Vde3 =0. 60)

Durch Zusammenfassung der Gleichungen 38) bis 60)
ergibt sich endlich

1

3_.
f(V+U),V_Vd1v:0. 61)
0y

Da sich bei der ersten Platte nichts dndert, wenn y mit z
vertauscht wird, muss daher auch die Gleichung bestehen:

1
f(V+U),v—adew:o. 62)

Mit Riicksicht auf die Gleichungen 57), 61) und 62) resultirt
daher

1 1 1
. ( R 81,)
— I__ P
J(V+U)x D gy +E, +F | dw=2zDPi—P). 63)

Ebenso wird man finden:

1 1
. ( a— 0 s
r v s

f<V+U)). 1\E P +G 5 +H = )dw:

— 22G(P/—P,). 64)
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1 1 1
B T B
f(V+ ) kF—ax— +H o+ K] diw = 25K (PL—P). (65

Die Gleichungen 50) bis 52) nehmen in Folge dessen eine
bedeutend einfachere Gestalt an. Da der Punkt, fiir welchen wir
die U’ bestimmt haben, der Mittelpunkt der linken Condensator-
platte ist, deren Potentiale durch ungestrichelte Buchstaben
gekennzeichnet werden sollen, werden wir U anstatt {7 zu
schreiben haben, und erhalten:

- -
Uy = 2= D(Pl—P,) + M, P, + Py . P, AL
,_ .
U =25 GB—P)+ M P DN 66)
P!—P.

U.=2zK(P.—P)+M.P.+ 3 =~ N..

An diese Gleichungen sind nun dieselben Uberlegungen

zu kniipfen wie an die Gleichung 42 (I). Bezeichne ich die
Dielektricitdtsconstanten der drei Platten mit D., D,, D., so
werden daher gemass 47 (I) und 48 (I) die Gleichungen gelten.

2N,

D.=1+4zD —<1m— 7
D, =144=G (M QN") 67
yo— m —_— y— ()

- - d

- 2N

D. = 1+4x]x—<]lL— 5 /)

Diese Gleichungen gehen aus den Gleichungen 47 (I) und
48 (I) unmittelbar hervor, wenn man die Constanten E,, E,, E,
welche in ihnen auftreten, beziiglich durch die Constanten
D, G, K ersetzt. Man wird daher gemiss Gleichung 50 (I) mit
Beibehaltung der daselbst gebrauchten Bezeichnungen weiter
schreiben konnen:

47D +D(2—3B)+ G(2—3%)+K(»—3%) = D,—!
42G+D(—37)+G(r—3f)+K(»—37) =D,—1 068)
4z K+ D(2—37)+ G (2—37)+K(2—3p) = D.—1



Bestimmung der Dielektricitdtsconstante. 1207

Es wurde ferner in jener Abhandlung gezeigt, dass

2—3B = a——37 = 0, so dass die Gleichungen 68) die ein-
fache Gestalt annehmen:

D.— 1+44=D
Dy=1+44=G 69)
D, = 1+4=K

Es ist nun Zeit, sich an die Bedeutung der Constanten
D, G, K zu erinnern. Aus den Gleichungen 19) bis 24) ersieht
man, dass

'\/T
SJ(I—— >(a“cos o, +b% cos? ;4¢3 cos? ;)
v 3 2 3 2 3 2
G:m(a cos? o, + % cos? B, +¢? cos? 1,) 70)
S
— d 3 2 3 219 3 2.y
K_m(a cos? o, +b% cos? 3;4-¢® cos? v,);
S

nun geben aber die Gleichungen 18 (I) die Beziehungen

asN b3N — g AN

S—9 — v 57(—g 1 3ii—g v

so dass die Gleichungen 70) auch geschrieben werden kdnnen:
D = E, cos? a,+E, cos? §,+ E, cos? v,
G = E, cos? a,+E, cos? 8, + E, cos? v,
= E, cos? a,+ E, cos? B;+E; cos? 1,.
In Gleichung 69) eingesetzt folgt:

D, = 1+4=zE, cos? o, +4nE, cos? B, +4nk, cos? 7,
Dy = 1+47E, cos? a,+4xE, cos? B, +4nE, cos? v,
D.= 144=nE, cos® a3+ 4%E, cos? §;+4nE; cos? 1,.
Da allgemein cos? a+cos? f+cos? 1 = I, kbnnen wir diese
Gleichungen auch schreiben
D, = (1+4=E)) cos? o, +(1+4=kE,) cos? §, + (1 +4nE,;) cos? 1,
D, = (14+4=E)) cos? a,+(1+47E,) cos? B, + (1 +4nkE;) cos? 7,
D. = (1+4zE)) cos® o, + (1 +47E,) cos® B; + (1 +47E;) cos® 1,
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Die Klammergrossen sind nun, wie die Gleichungen 53 (I)
zeigen, nichts Anderes als die Hauptdielektricititsconstanten
D,, Dy, D,., so dass wir weiter schreiben kdnnen:

D, =D, cos? a,+D; cos? ; +D, cos? 7,
D, = D, cos? a,+ Dy, cos? ,+ D, cos® v, 71)
D, = D, cos?a,+D; cos? 3, + D, cos? v,.

D, war die Dielektricitdtsconstante der Substanz fiir den
Fall, dass die Kraft parallel der X-Axe war; dann sind aber
o, By, 7, die Winkel, welche die Kraft, somit auch die Richtung,
nach welcher die Dielektricitatsconstante bestimmt wurde, mit
den Axen des Ellipsoids, also auch mit den Richtungen der
Hauptdielektricitdtsconstanten einschliesst. Dieselbe Bemerkung
gilt beziiglich D, und D;. Die drei Gleichungen in 71) sagen
also alle dasselbe aus, wie es auch sein muss. Sie geben
die gesuchte Beziehung zwischen der Dielektricitdts-
constante nach einer beliebigen Richtung und den
Hauptdielektricitdtsconstanten. Bezeichnen wir die
Dielektricitdtsconstante nach einer beliebigen Rich-
tung 7 mit D,, die Hauptdielektricititsconstanten mit
D,, Dy, D, ihre Richtungen (die Ellipsoidaxen) mit
a, b, c, so ist die gesuchte Beziehung niedergelegt in
der Gleichung:

D, = D, cos® (a, »)+ Dy cos?® (b, )+ D, cos? (c, 7). 7?)

Aus den Gleichungen 71) lasst sich noch ein weiterer Satz
ableiten: Wenn man sie namlich addirt, so erhidlt man die
Gleichung:

Dy+4Dy+D; = Dy+D; +D.. 73)

D., Dy, D, sind die Dielektricitdtsconstanten nach drei auf
einander senkrechten Richtungen. In der Gleichung 73) kommen
aber die Winkel, welche die Lage dieser Richtungen gegeniiber
den Richtungen der Hauptdielektricitdtsconstanten angeben,
nicht mehr vor; die Gleichung gibt also den Satz:

Die Summe der Dielektricitdtsconstanten nach
beliebigen drei auf einander senkrechten Richtungen
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ist stets gleich der Summe der Hauptdielektricitits-
constanten; oder in anderen Worten:

Die Summe der Dielektricitdtsconstanten nach
beliebigen drei aufeinander senkrechten Richtungen
ist fiir jedes anisotrope (optisch zweiaxige) Medium
eine constante Grosse.

Far ein Medium, welches nur zwei Hauptdielektricitats-
constanten Dbesitzt (also ein optisch einaxiges), werden in
Gleichung 72) zwei Glieder zusammenzuziehen sein. In der
Klammer steht dann die Summe zweier Cosinusquadrate,
welche gleich ist dem Quadrat des Cosinus jenes Winkels,
welchen die Richtung 7 mit der Ebene einschliesst, fiir welche
die Dielektricititsconstante constant ist; dieser Winkel ist daher
auch der Winkel der Richtung mit dieser betreffenden Haupt-
dielektricitdtsconstante. Bezeichnet man daher die grossere
Hauptdielektricitdtsconstante mit D,, die kleinere mit Dy, ihre
Richtungen entsprechend mit g und £, so folgt:

D, = D, cos? (g, 1)+ D, cos? (k, r). 74)
Gleichung 73) geht entsprechend fiir diesen Fall ber in
D.+Dy, = Dg+D,. 79)

IL

Die in der ersten und in der vorliegenden Abhandlung
durchgefiihrte Hypothese ellipsoidischer Molekel, welche auch
von Stefan [Zur Theorie der magnetischen Kréafte. Diese
Sitzungsberichte 69 (2), 1874] zur Sprache gebracht worden
ist, ist auch ansreichend, um die Erscheinungen der Doppel-
brechung zu erkldren. Dies soll noch gezeigt werden.

Die Gleichung 72) ermoglicht eine einfache Construction.
Die Gleichung eines dreiaxigen Ellipsoides sei

22 52 22

+’L‘2 +F:1

a?

Irgend ein Radiusvector, welcher die Oberfliche in dem
Punkte x, 3, # schneidet, ist gegeben durch

12 = 292 ?
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die Winkel, welche er mit den Axen einschliesst, sind bestimmt
durch

x !
cos (a,r) = P cos (b,7) = % .cos (¢, ) =

s e

Es ist daher auch
x=wrcos(a,r), y=vrcos(br), z=rcos(c,7).
Tragt man diese Werthe in die Gleichung des Ellipsoides
ein, so folgt
cos? (a, r) 4 cos? (b, 1) 4 cos?(c,r) 1

) = 706
22 b2 o2 72 )

Vergleicht man mit dieser Relation die Gleichung 72), so
sieht man, dass D,, die Dielektricititsconstante nach einer
beliebigen Richtung, gegeben ist durch den reciproken Werth
des Quadrates des Radiusvectors, welcher in einem dreiaxigen

1 1
Ellipsoid mit den Halbaxen a—= —, b= 1__, c= ——

Da Db \/Dc
in derselben Richtung gezogen wird; es wird dann in der That
D, — %2 Die Gleichung dieses Ellipsoids lautet somit

D x24+Dypy?+D.22 = 1. 77)
Nun ist nach der elektromagnetischen Lichttheorie
-Da = 7‘2) Db — B27 D(-‘ = ‘(23

wenn a, 3, 1 die Hauptbrechungsquotienten des anisotropen
Mediums bedeuten. Bezeichnen wir ferner die Lichtgeschwindig-
keit im leeren Raum mit v, die Lichtgeschwindigkeit nach den
Hauptrichtungen mit q, b, ¢ (Wobei wegen a.>p>v a <<$<c), so
wird, da a, b, ¢ gleiche Richtung mit a, b, ¢ haben, Gleichung 72)
tibergehen in

v? v? v .
<) cos? (a, 7) + 5 cos? (b, ) + e cos? (¢, 7) = D,, d.i. weiter

cost (a,7) | c0s* (6,7)  cos*(c,7) _ Dy

Y

a? b2 c2 TR 78)
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Die linke Seite dieser Gleichung bedeutet nun geméiss 76)
das reciproke Quadrat eines Radiusvectors in einem Ellipsoid

2 2

0 o )

welcher mit den Axen die Winkel (a, ), (b, #), (¢, ) einschliesst.
Bezeichne ich diesen Radiusvector mit 8, so muss

cos? (a,7)  cos® (b,7) cos? (¢, 7) |
— -+ + JR—

ﬂz‘ b:)_ C2 é‘lv

respective, wie der Vergleich mit Gleichung 74) lehrt:

D, 1
vt T g2’
also
D=2 80)
pe

sein, d. h. da Gleichung 75) die Gleichung des Erginzungs-
ellipsoides, 3 daher eine Strahlengeschwindigkeit ist: Die
Dielektricitdtsconstante nach einer beliebigen Rich-
tung erscheint nicht durch eine Wellen-, sondern
durch eine Strahlengeschwindigkeit bestimmt.

Ich kann jedoch diesen Satz nicht aussprechen, ohne daran
zu erinnern, dass die Untersuchung, deren Endergebniss er ist,
die Bestimmung der Dielektricitdtsconstante mittelst statischer
Ladungen vorausgesetzt hat. Das gewonnene Resultat ldsst
also noch immer die Moglichkeit offen, dass die Wellenge-
schwindigkeit auch in anderen als in den Hauptrichtungen, in
welchen sie ja mit der Strahlengeschwindigkeit zusammenfallt,
in einer Beziehung steht zu dem dielektrischen Verhalten der
Substanz, falls dasselbe mit Hertz’schen Schwingungen von
sehr kurzer Wellenldnge gepriift wird; mit anderen Worten: der
obige Satz leitet zu der vorerst als Frage auszusprechenden
Vermuthung, ob nicht die Bestimmung der Dielektricitats-
constante ausser den Hauptrichtungen mit relativ kurzen elek-
trischen Wellen einen anderen Werth ergibt als die Bestim-
mungen derselben mit statischen Ladungen, derart, dass die
nach der ersten Methode bestimmte Dielektricitidtsconstante

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIV. Bd., Abth.IL. a. 79
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der Wellen-, die nach der zweiten bestimmte der Strahlen-
geschwindigkeit zugeordnet wire.

Ich beabsichtige, diese Vermuthung zunéchst auf theo-
retischem Wege zu untersuchen, glaube jedoch, dass eine
experimentells Priifung nicht auf liberméssige Schivierigkeiten
stossen wiirde. Ein Unterschied der Werthe bei den zweierlei
Bestimmungen darf erst erwartet werden, wenn die elektrischen
Wellen gegentliber der Dicke der zu untersuchenden Platte
klein sind; denn nur in diesem Falle werden in der Platte
ununterbrochen entgegengesetzte Polarisationszustinde gleich-
zeitig existiren. Mit Hilfe der Lebedew’schen Anordnung’
konnen Wellen von 06 cm Liange erzeugt werden, wihrend
anderseits entsprechend dickere Platten aus Kalkspath mit der
geeigneten Orientirung der Axen unschwer herzustellen sein
diirften.

Der durch Gleichung 80) ausgesprochene Satz betrifft, wie
gesagt, die auf statischem Wege bestimmte Dielektricitdtscon-
stante fiir alle Falle. Die durch ihn ausgesprochene Beziehung
gilt naturgeméiss auch fiir die Hauptrichtungen. Der Haupt-
dielektricitdtsconstante D, ist die Hauptgeschwindigkeit a zu-
geordnet. Aus der Definition des Ergdnzungsellipsoides folgt,
dass die Geschwindigkeit a nur solchen Strahlen zukommen
kann, welche in der Gc-Ebene liegen. Dort kommt auch ander-
seits, wie die Definition des Polarisationsellipsoides ergibt, die
Geschwindigkeit a Wellen zu, deren Normalen in der be-Ebene
liegen. Man kann somit der Hauptdielektricititsconstante D,
sowohl eine zu ihr senkrechte Ebene von Strahlen, als auch
eine solche von Wellennormalen zuordnen. Dasselbe folgt auch
fir die beiden anderen Hauptdielektricititsconstanten, doch
gilt das nicht mehr fir jede andere Richtung. Wenn wir die
Dielektricitdtsconstante mit statischen Ladungen (oder auch
mit relativ langen Wellen) bestimmen, so steht sie in Beziehung
zu einer Strahlengeschwindigkeit, welche in dem Ergidnzungs-
ellipsoid durch Construction des Radiusvector in der Richtung
der fraglichen Dielektricititsconstante zu finden ist. Diese

1P. Lebedew, Uber die Doppelbrechung der Strahlen elektrischer Kraft.
Wiedemann’s Annalen der Physik und Chemie. Bd. 56, S. 1, 1895.
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Geschwindigkeit kann nur Strahlen zukommen, welche in einer
zu dieser Richtung senkrechten Ebene liegen. Die Gleichung 80)
kann daher auch ausgesprochen werden durch den Satz: Der
auf statischem Wege bestimmten Dielektricitdtscon-
stanteisteinezuderRichtung, inwelchersiebestimmt
wird, senkrechte Ebene zugeordnet, welche der geo-
metrische Ort aller Strahlen ist, deren eine im Er-
ganzungsellipsoid mit der Richtung der Dielektri-
citdtsconstante gleich gelagerte Geschwindigkeit die
Maxwell'sche Beziehung erfullt.

F{ir die hypothetische, von der auf statischem Wege be-
stimmten verschiedenen Dielektricitdtsconstante, welche zu
ihrer Bestimmung die Anwendung relativ kurzer elektrischer
Schwingungen voraussetzt, wiirde ein analoger Satz gelten,
welcher aus dem soeben ausgesprochenen erhalten wird, wenn
die Worte Strahl und Ergdnzungsellipsoid durch die Worte
Wellennormale, respective Polarisationsellipsoid ersetzt werden.

Beide Sétze behalten selbstverstdndlich auch fiir isotrope
Medien Giltigkeit, in welchen Strahl und Wellennormale stets
zusammenfallen, wédhrend das Ergdnzungs- und das Polari-
sationsellipsoid in eine Kugel iibergehen. Des Weiteren sieht
man aber auch, dass in isotropen Medien in beliebigen, in
anisotropen in den Hauptrichtungen die auf statischem Wege
bestimmte Dielektricitatsconstante mit der mit relativ kurzen
Schwingungen bestimmten, von ihr im Allgemeinen hypo-
thetisch verschiedenen zusammenfallen.

Die Beziehung zwischen der auf statischem Weg be-
stimmten Dielektricitadtsconstante und dem Quotienten, welcher
aus der Strahlengeschwindigkeit im leeren Raum und der der
Dielektricititsconstante zugeordneten Strahlengeschwindigkeit
gebildet wird, fihrt in ihrer Anwendung auf Gleichung 72), wie
gezeigt wurde, unmittelbar zu dem Erganzungsellipsoid, von
welchem aus bekannttich die Wellenflache durch eine einfache
Construction erhalten werden kann. Damit ist aber auch der
Beweis erbracht, dass die Hypothese der ellipsoidférmigen
Molekel ausreichend ist, um die Erscheinungen der Doppel-
brechung von moleculartheoretischem Gesichtspunkt aus zu
begreifen.

0%
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Wairen uns ellipsoidische Molekel mit bestimmten Axen-
langen gegeben, wiirde uns ferner die Zahl derselben pro Volum-
einheit festgesetzt, so kdnnten wir zu Folge der Gleichung 54 (1)
sofort die Hauptdielektricitidtsconstanten eines aus ihnen auf-
zubauenden anisotropen Mediums angeben. Mit Hilfe der oben
dargelegten Beziehungen liessen sich dann weiter alle fir die
Erscheinungen der Doppelbrechung massgebenden Grossen,
Hauptbrechungsquotienten, Lage der optischen Axen und so
fort ableiten, d. h. das dielektrische und optische Verhalten des
Mediums wire bis auf die Dispersion auf rein geometrische
Bestimmungsstiicke zurlickgefiihrt.

Gleichung 72) fiihrt, wie ihrer Beziehung zum Ergénzungs-
ellipsoid entspricht, direct zu den secundaren optischen Axen.
Wir konnen fragen, ob nicht in jedem anisotropen Medium
Ebenen angebbar sind, in welchen die Dielektricitdtsconstante
unverdnderlich ist. Zur Beantwortung dieser Frage betrachte
ich das Ellipsoid, welches zur constructiven Bestimmung der
auf statischem Weg ermittelten Dielektricitdtsconstante nach
einer beliebigen Richtung dient (Gleichung 77):

Dyx2+Dpy? 4D 22 = 1.

Die analytische Geometrie lehrt, dass im Allgemeinen zwei
verschiedene Systeme paralleler Ebenen existiren, welche ein
dreiaxiges Ellipsoid in Kreisen schneiden. Alle diese Ebenen
stehen senkrecht auf der Ebene der gréssten und kleinsten
Axe, die Winkel 6, und 6,, welche sie mit der grossten, in
unserem Fall der c¢-Axe, einschliessen, sind gegeben durch

. a —c ,

sinf,,, =4+ — \ | ——- Die Winkel also, welche zwei durch
172 ) at—c? ’

den Mittelpunkt des Ellipsoids gehende Gerade, deren je eine

zu je einem der genannten Ebenensysteme senkrecht ist, mit

der c-Axe einschliessen, sind im Allgemeinen ¢ = 90—6, daher

/ D
. a / b2 2 . a? b2—c2
COS tp — 4+ —\/———, COS% 00 = —— —.
‘P b \/ 612—(,’2’ T bz [L2—62
In unserem Falle ist
a® = ! ,bzzi,czz—l—,
Du D[’ -Dc
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somit
1 1 1
D, D, D.
20— el E——— 82
cos? i i i )
D, D, D,

Die auf statischem Wege bestimmte Dielektricitdtscon-
stante in jeder beliebigen Richtung, welche zu den durch
cos? ¢ bestimmten zwei Richtungen senkrecht ist, wird einen
constanten, und zwar den Werth D, haben, da zu Folge
der analytischen Geometrie derjenige Schnittkreis des drei-
axigen Ellipsoids, dessen Mittelpunkt mit dem Ellipsoidmittel-
punkt zusammenfillt, die mittlere Halbaxe des Ellipsoids zum
Radius hat.

Far die auf statischem Weg bestimmte Dielektricitdtscon-
stante D, in den durch cos ¢ angegebenen Richtungen finden

wir daher geméss 73)

D,+D, = Dy+Dy+ D,
D,= D,+D.—D,.

Mit Hilfe der Gleichungen

kann man noch cos? g in die Form bringen:

dies ist aber die Bestimmungsgleichung fir die Winkel, welche
die secundidren optischen Axen mit der Richtung der grossten
Hauptgeschwindigkeit (¢) einschliessen.



ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften
mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1895
Band/Volume: 104_2a

Autor(en)/Author(s): Lampa Anton

Artikel/Article: Uber die Bestimmung der Dielektricitdtsconstante eines
anisotropen Stoffes nach einer beliebigen Richtung aus den
Dielekirieitdtsconstanten nach den Hauptrichtungen. 1179-1215


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=35751
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=185117

