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Weiterführung der Annäherungsrechnung in 
der M axwellsehen Gastheorie

Dr. H ans  Benndorf.

Zu dem Schönsten der M a x w e l l ’schen Gastheorie gehört 
sicherlich die Art, in der die hydrodynamischen Gleichungen 
abgeleitet werden. Von einer allgemeinen Functionalgleichung 
ausgehend, gewinnt M a x w e l l  durch Specialisirung der Function 
die gewöhnlichen hydrodynamischen Gleichungen, indem er 
nur Glieder von der höchsten Grössenordnung beibehält. Nimmt 
man aber noch Glieder der nächsten Ordnung mit auf, so 
ergeben sich ganz von selbst die Reibungs- und W ärmeleitungs­
gleichungen. Es erscheint nun im höchsten Grade interessant, 
die von M a x w e l l  bereits angedeutete Näherungsrechnung auf 
weitere Glieder zu erstrecken; die Möglichkeit, dass sie auf 
neue Thatsachen führen könnte allein lässt dies wünschens- 
werth erscheinen, wenngleich man bei der Willkür der zu 
Grunde liegenden Hypothesen eine genaue Übereinstimmung 
der Theorie mit der experimentellen Forschung nicht erwarten 
darf.

Die vorliegende Abhandlung ist eine Vorarbeit für eine 
Fortsetzung der M a x w e l l ’schen Rechnungen, die ich auf A n­
regung Herrn Hofrath B o l t z m a n n ’s unternommen habe und 
veröffentliche, weil sie ein abgeschlossenes Ganze bildet, das, 
wenn auch in der Durchführung langwierig und uninteressant, 
im Resultat einiges Neue, mathematisch und physikalisch Inter­
essante enthält.

Es sei mir gestattet, meinem hochverehrten Lehrer, Herrn 
Hofrath B o l t z m a n n  auch an dieser Stelle meinen herzlichsten
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Zur M a x  w e l l ’schen Gastheorie. 64 7

Dank für die vielseitige Anregung und Förderung, deren ich 
mich von seiner Seite zu erfreuen hatte, auszusprechen.

Um mich in Folgendem möglichst kurz fassen zu können, 
verweise ich bezüglich aller Beweise und Ableitungen gleich 
hier auf B o l t z m a n n ’s Gastheorie und werde die in diesem 
Buche gewählte Bezeichnungsweise streng beibehalten.

Die der Rechnung zu Grunde gelegten Voraussetzungen 
betreffend die Constitution des Gases sind folgende: Das Gas 
ist einatomig, die Moleküle sind Massenpunkte, die sich gegen­
seitig mit einer Kraft abstossen, die umgekehrt proportional der
5. Potenz der Entfernung ist; auf dieses Gas wirken äussere 
Kräfte X, Y, Z, die weder Functionen der Geschwindigkeit der 
Molekeln sind, noch die Zeit explicite enthalten.

W ir wollen ein Volumelement do eines solchen Gases 
betrachten; / ( £ ,  7], C) sei die Anzahl der Moleküle, welche die 
Geschwindigkeitscomponenten 6 , '(], C besitzen. Jedem Molekül 
lässt sich offenbar durch seine Geschwindigkeitscomponenten 
ein bestimmter Werth einer beliebigen Function 3 Variabein 
cp(6 , ■/], C) eindeutig zuordnen; bildet man die Summe aller 
dieser Werthe von cp für das ganze Volumelement, so ist nach 
B o l t z m a n n ’s Bezeichnung

wo do> =  did'qd'Q und die dreifache Integration von 0  bis oo

Zeit ändern, und zwar in Folge dreier Ursachen:
1 . Durch das W andern der Moleküle, indem welche aus 

dem Volumelemente austreten und andere eintreten.
2. Durch die Geschwindigkeitsänderungen, welche die 

äusseren Kräfte hervorrufen.
3. Durch die Stösse der Molekeln untereinander.
Für diese Veränderung der Grösse rfocp mit der Zeit 

ergibt sich die Differentialgleichung, aus der M a x w e l l  durch 
Specialisirung der Function cp die hydrodjmamischen Glei­
chungen abgeleitet hat.

Vzu erstrecken ist. } cp wird sich im Allgemeinen mit der
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Dieselbe lautet:1

d S». do '-fm ------ — - 3(p<f)
U

3(pfrp) 3(pr|(p) 3(pfrp) [
dx c\y Sz

wobei m  die Masse eines Moleküles, p die Dichte des Gases 
und 5 5 (cc) ein achtfaches Integral bedeutet, welches die Ver­
änderung von XCOj durch die Zusammenstösse der Molekeln 
allein darstellt und auf das ich weiter unten zurückkomme, da 
die Auswerthung desselben für Functionen 4. Grades den 
Gegenstand der vorliegenden Arbeit ausmacht. Die mit Quer­
strichen versehenen Grössen sind Mittelwerthe, die in üblicher 
W eise zu bilden sind.

Die obige Gleichung hat B o l t z m a n n  unter der Voraus­
setzung, dass tf eine ganze Function ist, für die Rechnung 
dadurch wesentlich vereinfacht, dass er für die Geschwindig- 
keitscomponenten S, Y], £, u - f-£, v +  \j, w + §  einführt, wo u, v, w  
die Componenten der sichtbaren Bewegung des Gases sind, 
während die Geschwindigkeitscomponenten der Moleküle 
relativ gegen die sichtbare Bewegung bedeuten.

Setzt man cp(j:, t), g) =  f und führt die Transformation 
durch, so erhält man eine neue Differentialgleichung ,2 deren 
linke Seite der Ausdruck m B b(f) bildet.

Die Auswerthung dieses Integrales B b (j) für homogene 
ganze Functionen 4. Grades von £, ist nothwendig, um die 
M a x w e l l ’sche. Annäherungsrechnung weiter durchführen zu 
können. Für Functionen 2. und 3. Grades ist dies bereits 
geschehen und für die Ableitung der Reibungs- und W ärm e­
leitungsgleichungen verwendet.

Da sich die Auswerthung des Integrales 5 5 (f) einfacher 
gestaltet, wenn f eine körperliche Kugelfunction (deren De­
finition siehe B o l tz m a n n ,  Gastheorie, S. 170) der Variabein 
£, t), 5 ist und jede ganze homogene Function 4. Grades

1 B o ltz m a n n ,  Gastheorie, S. 145.
2 1. c. S. 151.
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Zur M a x w e l l ’schen Gastheorie. 6 4 9

dreier Variabein sich darstellen lässt

f(£>9>ä) =  ^1 <̂2 II2 (j;2 -t-1»2 -f- §2) (j:2 -f-1)2 -l- g2)2,

wo ax,ci2, a.d constante Coefficienten und n 4 , I l 2 die allgemeine 
körperliche Kugelfunction 4., respective 2. Grades bedeuten, 
ergibt es sich von selbst, statt B ty (f) direct zu berechnen,

S j n j ,  5 5[ I W  +  i)2+ ä2)] und +

einzeln auszuwerthen.
In Folgendem sollen nach einer kurzen Auseinandersetzung 

der Bedeutung des Ausdruckes i?5 (f) der Reihe nach die obigen 
drei Ausdrücke berechnet werden.

Bedeutung von

Wie schon oben erwähnt, ist 5 5 (f) die Veränderung von 
do f mit der Zeit, die durch die Zusammenstösse der Molekeln 

untereinander bedingt ist. Es ist daher nothwendig, auf die 
Mechanik der Zusammenstösse einzugehen.

Wir greifen zwei Moleküle M  und M t heraus; beide hätten 
die Masse m.  Es seien die Componenten der Geschwindigkeit 
relativ gegen die Gesammtbewegung des Gases y, ij, 5 , vor und 
j/, ^  nach dem Stoss bei einem Molekül, die des anderen
seien entsprechend 3̂ ,  l)x, ^  und j;', t)', Die abstossende

Kraft zwischen beiden sei —}-; ferner setzen wir zur Ab-
r°

kürzung

f 81) =  fi» f (s'> a') =  f'> f i)i» 01) =  fi';

f  sei die Anzahl der Moleküle, die die gleiche Geschwindigkeit 
haben wie M, f x die Anzahl mit der Geschwindigkeit von M v  

Wir denken uns nun das Molekül M  ruhend und betrachten 
die Relativbewegung von M x gegen M. Die relative Geschwin­
digkeit von Mj gegen M  sei g  — g' vor und nach dem Stoss, 
p, q, r und p', q', v' die entsprechenden Componenten; es werden 
dann die Richtungen von g  und g'  Asymptoten der Bahncurve 
des Moleküles M x sein, die den Winkel tz—2& einschliessen

1 B o l t z m a n n ,  1. c. §. 17.
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mögen. Den Winkel, den die Bahnebene mit einer durch g  und 
die Abscissenaxe gelegten Ebene bildet, sei schliesslich 
bezeichne b den kleinsten Abstand, an dem das Molekül M x 
an M  vorüberfliegen würde, falls keine Kräfte zwischen ihnen 
thätig wären. In dieser Bezeichnungsweise lautet der Ausdruck

wenn do> =  und diax — d̂ .xdi)xd^x ist.
Die erste Integration von 0 bis 2% ist ü b e rs  zu erstrecken, 

wobei alle Grössen mit Ausnahme von f', constant sind. Aus 
rein rechnungstechnischen Gründen werden wir aber bei der 
Ausführung auch f und unter dem Integralzeichen lassen.

Die zweite Integration erstreckt sich über b von 0 bis oo, 
d. h. über alle möglichen Bahnformen, wobei noch £, i), j, t)15 r̂ t 
constant bleiben.

Die beiden letzten Integralzeichen schliesslich bedeuten 
eine sechsfache Integration von 0 bis oo über die Variabein

i"i y tyi) 31 •
Die Durchführung der Integration erleichtern und ermög­

lichen die wunderbaren Kunstgriffe M a x w e l l ’s; dank eines 
solchen kann die Integration nach s durchgeführt werden, ohne 
dass man die Abhängigkeit des f ' und f' von zu kennen 
braucht, ein zweites ermöglicht, sich von der Berechnung der 
Functionen /  und f x ganz unabhängig zu machen.

Wir wollen nun zur wirklichen Durchführung der In­
tegration schreiten.

1. Berechnung von 5 - (UJ.

Es sei n 4 die allgemeinste körperliche Kugelfunction dreier 
Variabein; sie lässt sich, wenn man mit A x, B i , Cx, A 2, B 2, C0, 
A S, B $, C3 willkürliche Constanten bezeichnet, schreiben

TTj =  A t j:4 -t- t)4 Cx j 4 + A 2i 3 ij-f-B 2i)3 ^-h Q,y!j: +

+ ^  s E3 h +  ̂ 3  $3 £ +  Q  o3 — 3 (Ax-{-Bx • Cx) £2 1)2—
— 3 (—A x + B X-h Cx) i)2 j -— 3 (Ax —B x +  Cx) 5 2 £ 2 —

— 3(-So +  Q)E2 9S — 3(C 2 +  ̂ 43)i)25j:— 3(^4o+-S3)ä2i‘l).

für  Bf ,  ( f ) :

m
(f' + d(üi dh d2>
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Zur M a x w e l l ’schen Gastheorie. 651

Es muss nun zuerst f  (f7+ f ( —f—fi)ds gebildet werden. 
J  o

Der Ausdruck f '+ f^ —f—fj =  W  vereinfacht sich, wenn wir 
für die verschiedenen j;, t), 3 andere Variable einführen, und 
zwar die Componenten der Geschwindigkeit des gemeinsamen 
Schwerpunktes, die ja durch den Stoss nicht verändert werden.

Es seien ~  diese Componenten und q, x, p', q', r'

die Componenten der relativen Geschwindigkeit des Moleküls Mx 
n M  vor unc 
Es ist dann

gegen M  vor und nach dem Stoss.

it =  £ +  Ei, p =  E— i'i, p' — £ — r i,
ü — Ij +  lji, q =  q' — i/— i)',

^U —  3 31 ’ —  ft 01 ’ ^  ’ 0 ö l  1

woraus

2  E =  u +  p , 1II«*■̂3
CM

2  i-' =  n+p' , 2  i-; =  u - p '
2 i) —  u -f- q , 2  t}l =  ü— q, 2 i ) '  =  ü +  q', 2  Ü =  ö - q '
2 1 —  lü - f  r , •2 3 l  - iü—r, 2 ^  —  i t > + r 7, 2  ft[ — tu—v'

folgt.
Führt man diese Werthe in W  ein, so ist

16 W  — 6 u2(T— I) +  6 ü2(II/— II) +  6 fö2( I ir—III) +

+  2 uö (IV'— IV) +  2 m  (V'— V) +  2 um (VI'— VI) +  2  (VII'— VII),

wobei

I — 2 A t pa— (Ax -\-Bl — C,)q2— (Ax— B x +  C1 ) r 2 +^42pq —
— (B2 ■+• C )̂ qr+^gUp,

II =  2 B 1i f - ( — A 1 +  B 1 +  C1)v2— (A1+ B 1— C1)p* +  B2q v -
(Q  +  A 3) rp 4- B% pq,

III — 2  Q r 2 —•('A1—jBj +  Cj)p2— (—A 1 ~\~B̂  +  Cj) q2 +  C2xp—
(A2 +  -ß3)£ q +  C3 qr,

IV =  3 A 2p* +  3 B ^ 2— 3(A2-hB3)v2— 12(Al + B 1— C1)pq—
— 6  (Cg +^4g) qv— 6  (B.2 -+- CH) i\p,
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652 H. B e n n d o r f ,

V — 3 Bo(\~ +  3 C3 r 2-—3 (B2 +  C3)p2— 1 2 ( — A x -\-Bx +  C^) qr—
— §{A2+ B 3)xp— 6(C2 +<43 )j)q,

VI =  3C2v2 +  3 A sp*— 3(C2 +  A 3) c\2—  1 2 ( ^ — B.  +  CJvp—
— 6 (5 2 +  C3) pq—6 (Ä2 +  B 3) qr,

VII — A x B x q_i +  Cx + A 2.p3 q -f- B 2 q®r +  C2 r 3.p -\-A3p3r -+-
B s q;3 p +  C3 r !3 q— 3 (At +  B t — CJ p2 q2—

— 3 (—-Ax+ B x +  C-l) q2 r 2— 3 (Ax—B x +  C1) v2 p2 —
— 3 [B2 +  C3);p2rq— 3 (C2 -\-A^) q2 pr—3 (A 2 + J53) r 2 qp

und
I7, II', III7, IV7, V7, VI7, VII7

die analogen Ausdrücke mit den gestrichelten Buchstaben sind.
Zur Ausführung der Integration nach s bedient man sich 

mit Vortheil eines M a x w e l l ’schen Kunstgriffes, der auf folgen­
der Eigenschaft von Kugelfunctionen beruht . 1

Denken wir uns von einem Punkte 0 aus die Geschwindig­
keiten g  und g ! der Grösse und Richtung nach aufgetragen und 
nennen wir die Endpunkte dieser Strecken G und G', so liegen 
sie auf einer Kugelfläche vom Radius g  — g '  und die beiden 
Geraden schliessen den Winkel %—2$ ein. Die sphärischen 
Coordinaten von G und G'  seien X, v und X7, v7, so dass

ist; eine durch 0 parallel mit der X - A x e  gelegte Gerade durch­
steche die Kugelfläche im Punkte X,  dann ist der Winkel, 
den die Ebenen G O X  und GOG'  miteinander bilden, der 
Winkel s. Bezeichnet ^>^0(cp, <jj) eine Kugelflächenfunction 
Grades der Variabein cp und <b, und bildet nun das Integral

p W (X7, v7) ch, indem man den Punkt G 7 im Kreise um den

p =  g  cos X, 
q g  sin X cos v, 

=  g  sin X sin v,

p' =  g  cos X7, 
q =  g  sin X7 cos v7, 
v' =  g sin X7 sin v7

1 )

Punkt G herumführt, so ist nach M a x w e l l

I
p (-")Q^/)dz — 2  7C i [̂cos (̂ _20)]^°° (>S v)

C h e r  d i e  A b l e i t u n g  s i e h e  B o l t z m a n n ,  1. S.  1 7 1 .
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Zur M a x w e l l ’schen Gastheorie. 6 5 3

wobei P[cos(w—2»)] die zonale Kugelfunction wten Grades 

(^Coefficient von x11 in der Entwicklung von

bezeichnet.
Die Anwendung dieses Satzes auf unsere Integrationen 

leuchtet ein. Die Ausdrücke I', II' etc. sind körperliche Kugel­
functionen 2 ., respective 4. Grades der Variabein q', v', die in 
Kugelflächenfunctionen durch die Substitutionen 1) übergeführt 
werden. W ir erhalten dann

16 Wds  =  2 Ti {[P^2) (cos (ti— 2■9-))— 1 ] [ 6  u2 1 +  6  b2 II +

+  6 iu2 III +  2 itü IV +  2 ülü V 4 - 2 itmVI] +  [ P 4(cos (tt—2 0-))— 1 ][2VII]}.

2 Wds =  — 3 7 : s in 2 frcos2 fr[3 u2I +  3b2II +  3tt)2III +  ubIV +

-fMüV +  iuii VI] +  t:[35 sin4fr cos4 fr— 10 sin2 fr cos2 fr] VII

Nun können wir zur Integration noch b schreiben. Da nur 
fr von b abhängig ist, sind die beiden Ausdrücke

zu bilden.
Die Abhängigkeit des b von fr ist eine sehr complicirte, 

lässt sich jedoch einfach aus den Bewegungsgleichungen für 
das Molekül M x berechnen . 1 Diese Integrale lassen sich für

Nun ist

P(2) (cos (iu—2fr)) =  cos22fr-

35 15 3P(4)(cos(tt—2 fr)) =  — cos42fr----— cos2 2 f r + ,
v v '  8  4 8

so dass

wird.

und

1 Siehe B o l t z m a n n ,  1. c. §. 21.
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etwaige Bedürfnisse der Praxis durch mechanische Quadratur 
immer auswerthen. So berechnete M a x w e l l

f°°  i 1~kT
Ti I sin2& cos2 ftbdb —  —— v / —— . CL =Jo 2 g \ 2m

6 5 4  H. B e n n d o r f ,

2 g  V  2 m  
analog können wir setzen

—  J - K l ß - 1-  1 - 3 6 8 2  ~ D X . ^
§

so dass

und

sin4^ cos^ftbdb =  D0 —“ O

t: / sin 2 fr cos2&gbdb =  D x
J  o

noo
% I sin4 i> cosAd-gbdb zz Z) 0

wird. Es ist dann

/’oo
2Wgbdbds  zz — 3Z)1 [3u2I +  3o2 Il4-3tt)2III +  iH)IV+ 

+  blu V -+- ttm ArI] -+- [35 D 2— 10 D X ] V II .
2 )

Um nun die übrigbleibenden Integrationen nach £, y, g, 
Ei» fc)i> äi ausführen zu können, müssen wir in Gleichung 2 ) auf 
der rechten Seite für die u, o, to, p, q, r wieder die j;, tj, g, ^
einführen. Thu t man dies, so erhält man lauter Glieder von der 
Form Z£“^ 3 vi'it)iäi> wo L  eine Constante ist. Bei der drei­
fachen Integration nach den mit dem Index 1 versehenen Buch­
staben sind die j-, tj, 5 constant; die Integrale werden daher die 
Form haben:

O O

f f !  ^ l h i f i ck A h dk- 3)

Um sich von der Bestimmung der F u n c t i o n w e l c h e  die 
Geschwindigkeitsvertheilung bestimmt, frei zu machen, schlägt 
M a x w e l l  folgenden W eg ein:
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Der .Mittelwerth einer Function /  der Variabein
t), 5 für alle zu einer bestimmten Zeit im Volumelement do 

sich befindenden Moleküle ist

r . _  S S S z - M W i  .

S S S M W i
da nun

mdo  J' S S  f dZd *)da =  Pdo,

wo fj die Dichte des Gases, so ist

und da die Bezeichnung der Variabein ja  irrelevant, analog

^ p —  o —
7.i f i  dh dx)i dh — ~ '/a  — /.>

wenn 7l =  l)i> öi) ist-
Wir erhalten so aus dem Ausdruck 3) nach Ausführung 

der Integration

Nach analoger Durchführung der letzten Integrationen in 
Bezug auf t), 3 :

Beim Einsetzen der £, l), g, i) l 5  ^  in den Ausdruck 2) 
können wir gleich eine Vereinfachung eintreten lassen, indem 
wir alle Glieder, in denen entweder a +  ß +  7  =  1 oder
8 +  s +  C =  1 ist, fortlassen, da sie im Resultate doch wegfallen 
würden, weil £ =  t) =  5 =  ^  ~  ^  z= 0  ist.

Führt man nun die £, lj, 5 , £1? ein, so ist

3u*I =  3 [ 2 ^ + r i - 2 ^ ) -
— (A1 -\-Bt — Cj) (j; 2 \ f  +  £2 1)2 + 12 t)l+ zl t) 2 4 ^  i^)-—

— ( ^ 1  — B 1 +  Q )  (i’2 3 2+ i i  3 1 + E 2 81 ~ E i  0 2 —  4  E a Ei ä i)+

+ Ä 2 ( f  t) + il  ^ £ i) £ 2— l)± f ) —

— (B -2  +  Q )  (E2 t)ä +  Ei*)m + i '29i3i + i ’ii)3 —  2  +

“̂ ‘- ^ ( e ä+E'iai £5 Ei EiaiE )
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und daher nach Obigem

9 2

3 u )—

+ A 2 ( f  1)—i'2 El))— (B 2 +  Q  (E2 % + E2 2 El) Eä) +  ̂ 3 (e3 ä -  E2 Eä) ],

w oraus sich durch cyklische Permutation ergibt

3ö2IIf f xd(üdu>1 =  6 ^ [ 2 —

- ( - A  +  51 + C0(W2+?ä^-2%2) - ( A + A  + C1)(9¥ + ?E‘2-2%2)+ ( 5) 

+ B 2 ( i f ä — t)2 m)— (C2 +  A )  (t)2äE + l)2 2 1)3 %) +  # 3 (l)3E- ä2 %’) ]

und

3it)2IIiyy~1̂ ü)̂ oj1 == 6^^-[2C1(äi—§2 ) —
2 2 

- { A ^  +  C J ^ + t f f - Z ®  ) - { - A l + B 1 +  Cl) W + J ^ - Z m  ) +  > 6)

+  Q  (äsE—ä25E) — ( ^ 8  ■+■ B s) (ä2 El) +  fr2 El) — 2  5E 51)) +  Q  (ä3l)—a2 ä*p)] • '■

Man erhält ferner

ltblV =r 3 [4 2(i'3t) 4-E?l)1— E2Ei 9i — Ei Et)) + ^ 3 0)3E +  l)iEi— l)2Eil)i—l)2El))—

( ^ 2 ^ 3) (ä E^)~diEi^i~ä Ei^i +  äiEty 2 E§9iSi 2 Eiäi%)

—4 (A  +  5 1-Q)(E Y  +  E2tj?-E2t)i-E?1)2)— 2( Q  +  ̂ 3) (^2E5 +  ̂ iEiäi-t)2Eiäi-t)iE3)—

— 2 (B2 +  C3) ( j 2̂  +  E ^ 1 ä1— i‘2%)]
und daher

JJiwIVJftdud^ — 6 [Aa( f t ) - f  ̂ i ))+B3(if):— if  );[))—

~ ( A s + B s) ^ + i ^ - 2 ^ i) - 4 ( A 1+ B 1- C 1) ^ - - ^ ) -  > 7)

— 2(C2+ A 3) (ifrö + t)2 ES) — 2  (B2 +  C3) (e21)5—i’2 tfö)], J 

woraus sich wieder durch cyklische Permutation ergibt
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m V j f xd<*d^ — 6  [ B2 (t)3ä— i f  i)ä) +

+  Q (ä 39—s W “ +  C3 )(i,2l)ä+i’2 9ä—:2« ) —

- H — A 1+ B 1 +  C O W - t ?  ? ) - 2  ( ^ 8 + B s) %•)-

— 2 (C2 4- ̂ 43) (t)23j:—\f  äj;) J
und

m V I f f i d u d ^  =  6  f i $ —

—(C2 -t-^43)(l)2gi' +  t)2 äi‘—2 §i) £i)) — 4(^4X—2^ + Q ) (j2£2—g2 j ä)—

- 2 (B2 +  C3) S ) - 2 (A,+B,)  S )  J =

schliesslich ist

VII dco dwj z= [Ax (j;4+ 3 j :2 ) + 5 1(t)4+ 31)2 ) +  C1(54+ 3 j 2 ) 

+ A s (e39 +  ̂  j:2 £t)) 4- B2 (l) 3g 4- 3 1)2 ij§) 4- C2 (g3j; 4- 3 j2 gj;) +- 

+  A3 (i‘3ä+ 3 12 iyö) 4- B3 (t)3£ 4- 3 t)21)̂ ) 4- C3 ((y!i) 4- 3 52 39)—
o

—3 (At 4-B1 — Cj) (j;2 i)24-£21)2 4- 2 j:i) )—
o

— 3(—^ i + ^ - 4 -  C1)(t)2§2-K)2§2 +  2t)j ) —

—3 (Ax—Bt 4- Cx) (ä2i'2+ § 2 £2 4- 2 3j: )—

— 3 (5 2 +  C3)(j:2% + j :2 1)3 +  2 ^  ß )— 3 (C2 + A3)(tffö 4- t)2 ä¥ +  2 ij3

— 3 (A2 +  B3) +  §2 £t) 4- 2 gl)) ]

Nun war

1 c r r ° °  c ^Ä,(n4) =  —J  j j  J  w f f t g b d u d ^ d b d t

und man erhält aus 2), 4), 5), 6 ), 7), 8 ), 9), 10)
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s 5( n j  =  { [ 3 5 A - 2 8 A ] [ A ? + ^ + c 1sI + ^ r t + ^ « 5i +

+  Q  33 £ + ^ 3  i’3 ä+ -®3l)3 S +  Q  ö3 9 — 3 (^4X-+-B ±— Ct) f 1)2—

- 3  ( - A 1+ B 1 +  Q )  ̂ - 3 ( ^ - 5 ,  +  Ct) f f -  3 (5g +  C8)

—3 (C2 + A 3)'[f^ —-3 (A2 -+-53)§2j:t)] +  [35Z)2—-4 .DJ [3A1f  +  

-f-31^1)2 + 3 Q j 2 +3^42j:2j.n) +  3 5 2i)2ij5+3C2ä2^ + 3 ^ 4 3^2^  +  

-f-3531)2 % +  3 C3 ä2 gl)— 3 (i4x +  5 X— Q  fc21)8 +  2 ̂  )—

— 3(—A 1+ B x +  Cx)(\f%2-\-2\)% )—■3(A1— B 1- \ - C ^ ) ( f i 2 +  2 $  )—

— 3 (B2+  C3) (j; 2 1)5 +  2  £t) £g) — 3 (C2 +  ̂ 43) (l) 2 gj; +  2  t)g i)j) —

— 3 ( A 2 +  B 3) (jf j:t) +  2 ̂  gt)) ]} .

2. Berechnung von 5 5[.n2(j;2 +  i)2+ ä 2)].

Bei der Berechnung dieses Integrals ist im Allgemeinen 
analog vorzugehen, wie früher; II2 sei die allgemeinste Kugel­
function 2. Grades, die bekanntlich fünf willkürliche Constanten 
enthält. Setzen wir

n 2 — A x ;r2 + B x\)2+ C 1i 2+ A 2 £t) 4- B 2 t)g +  C2 n ,

so besteht, damit dieser Ausdruck eine Kugelfunction wird, nur 
die Relation

A x +  B x +  Q  =  0 ,

womit die Anzahl der Constanten sich auf fünf reducirt. 
Bezeichnen wir wieder

f ' + f M - f i  =  w

und führen statt der verschiedenen £, t), 3 die Variabein

u, b, 1t), p, q, v, p', q7, r 7 

ein, so erhält man:
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16 W =  (p'2—  f ) \ \ 2 A 1vP +  2 ( A i + B 1)\>* +  2(C1 +  A ])xo* +
+  6 A 2 hü 4- 6 C2 ttm +  2 B2 üid] 4- 

+  (q'ä— q2) [12J51xj2h-2(J51h- Q ) iu2 +  2 ( ^  +  5 ,)  u2 4 -
4- 6 Z?2 üto 4- 6 A 2 uü 4- 2 C2 imt] 4- 

-I- (r'2—r2) [12C1tü2 +  2(C 1+ ^ 1)u9 +  2 (5 1 +  C1)t)2 +
4- 6 C2 luu 4- 6 5 2 ülü 4- 2 ̂ 4g uü] 4- 

4- —pq) [8 (j41 4- ̂ 1) hü 4- 2 ̂ 42(3 u2 4- 3 ü2 4- tü2) 4-
4-4Z?2 tült4“4 C2üto]4- 

4- (qV— qr) [8 {Bx 4- Q ) ülü 4-2 £ 2 (3 ü2 4- 3 tu2 4- h2) 4-
4-4 C2 itü +  4 A 2\vü] 4- 

4- (i’V —rp) [8 (Q  4- A x) mit 4- 2 C2 (3 lu2 4- 3 u2 4- ü2) 4-
4 - 4 ̂ 42 ütu 4- 4 5 2uü] 4- 

+  2 A ^ - p * )  +  2(A1 +  B XW 2 q'2- p 2q2) 4- 2 ^ ' V - ^ q )  +
4- 2 A 2(p'c\'3 - ^ q 3) +  2 A2 (^ qV » _ ^ qr2) 4 -

+  2 5 1(q'4- q 4) 4- 2(5 ,4 - C1)(q 'V 8- q 2r2) +  2 B 2 (q 'Y -q » r) +  
+  2 B,  ( , ' v'» -  qr») +  2 B,  (q'i-ys-  qrp2) +  

+  2 C, (v'-‘-v*) +  2(C 1 +  ̂ 1)(r '*p '* -f2^ )  +  2 C2(t'*1)' - r s1)) +  
+  2C,  (vV» -  rps) +  2C S ( t W 2-  rpq2) .

Berücksichtigt man, dass

p/2 +  q/2 4-r ' 2 =  p2 4-q2 4-r2, 

so ergibt sich, indem man aus den ersten drei Gliedern

2^41n2 4 - 2 B , o2 4- 2 Qlü2 4- 6 A 2 nü 4- 6 B2 ütü 4~ 6 C2 üu

heraushebt und die Glieder, welche in Bezug auf p, q, r von der
4. Dimension sind, auf solche 2. Dimension reducirt, die ein­
fachere Gleichung

16 W  =  C|/2—J)2) I +  (q'2— q2) II4- (r/2-  r2) III4- (p'q'—pq) IV 4-
+  ( q V - q v ) V  +  ( i V - r ) ) ) V I ,  1 2 )

Zur M a x  \v e 11 ’schen Gastheorie.  6 5  9

wobei I, II, III, IV, V, VI folgende Bedeutung haben:
Sitzb.  d. mathem.-naturw.  Cl.; CV.Bd.,  Abth. II. a. 4 3
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I  z z  2^41 (5u2 +  U 2 +  l ü 2 - | - <§ ' 2 )  — 4Ä 2 niü,

II =  2 5 1(5ü2 +  ft)2 +  u2 + £ 2)— 4C 2 imt,

III =  2C 1 (5tu2 H-u2 +  t)2 + £ 2)—4 A 2 uü,

IV z z  2A 2 (3it2 +  3ti2 -MD2+ ^ '2) +  8(^41 -f-5 1 ) u m - 4 5 ätüm-4Cätiiü,

V z z  2 Ä, (3 p2 -f- 3 tu2+ it2 -f-^2) 4- 8 (Bt +  C J Utt> 4- 4 C2 ul) +  4A 2\mi, 

\/7I =  2 C,(3fti24 -3 u 24-b24-<§'2)4 -8(C 1 4-./l1)nnt4-4A 3 Ptu4-4.B2 ut>.

Um nun in Gleichung 12) die Integration nach s in der 
früheren Weise ausführen zu können, müssen die Coefficienten 
von I, II und III erst in Kugelfunctionen verwandelt werden. 
Dies geschieht am einfachsten, wenn wir setzen

» - =  w - < r - * + g ‘ und p a =

und analoge Ausdrücke für q'2, q2 und r'2, r 2. Nach Anwendung 
des M a x w e l l ’schen Satzes für Kugelfunctionen, erhalten wir 
als erstes Integrationsresultat:

J ^  16 W d e  — — 4tt s in 2# cos2fr [(2 p2 —q2—r2)I +

0 -4- (2 q2—r 2—p2) H4 -(2 r 2—p -— q2) III-h3pq IV7 4- 3 qrV 4- 3 rp V I]. 

Setzen wir wieder

6 6 0  H. B en n d o r f ,

"»OO
sin2# cos2$gbdb  z z  D x,

so ist

oo n2- T)
/ / 2  Wgbdb ds  =  —  ^ - [ ( 2 p2—q2—r 2)l4 -

J  0 Jo ^
4- (2 q2—r 2—p2) II-+- (2r 2—p 2— q2) III4- 3 pq IV 4- 3 qrV 4- 3 rp VI].

Um nun die beiden letzten Integrationen noch auszuführen 
setzen wir wieder die £, i), 3 , £v t^, ^  ein. Es ist zunächst

noo n2~
/  2 Wg bdb ds  —  —D t

0 «̂ o

I II III
~2 ~ 4- 3 q2 ~2 4- 3 r 2 ~2

IV V
4-3rp

VI
~2 4- 3 qv ~2 ~ ~2

!3)I +  II +  III
-------ö-------+
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Es ergibt sich

+ 6 E; ä; + 6 E* ti ;+ 6 Ey + 6 E2 äS+ 6 & 2) -

—6 Ä> ( f  % + Ei 9iai +  f  l)iäi+ Ei 2 E3 E A — 2 £9 Ei3i)>

woraus folgt

3p 2 Y f f i doidüh  ~

2p2

- 6 ^ 2  (e''*}5 +  E2 %— 2 E’L) £g)] 

und durch cyklische Permutation ergibt sich

3 q2 ^  f f x da du>1 =

=  ^  t 6 5 1( 3 ? - » ‘S+ ^ + W + W + ? ' ? ) -  f  15)

Zur M a x w e l l ’schen Gastheorie.  6 6 1

— “ T [®^-i —E2 +  eV + E 'V + E ^  +  E'V)-  / 1^)

m

- 6 C2 (t)2 g£+ i)2 g£— 2 t)ä %*) ].

3 x 2^ f f 1doid(ü1 =

V
m

— 6 A> ($*£1)+ g2 £t) — 2 g£ gt)) ]. ;

Ferner ist unter Berücksichtigung, dass A 1+-B1-+-C1 =  0

I + I !,+ I 1 1  =  - 4 4 1 |J* + s ;— 2 E2£; + s2 i)2 + j ^ + j 2̂ +

+  E i  9 2— 4 £ t ) £1t)1 + j ; 252 + i ’25 i + } ; 252 + £ 252— 4 £ g £ 1g1 | — • 

— 4  5 , 11)4 + t ) t  —  2 1)2 1)2 + t ) 2g2 + t ) f  52 +  t ) 25 j  +  g 2 — 4  t j j j t j j f o  +

+  i-)2 E2 + 1)? Ei  +  f f x  + 1)? E 2— 4  | —

— 4  C x |g4 +  g t — 2 g2 3i  +  ä2 E 2 +  32E i + 3 2E i + 3 i E 2— 4 g £ g 1£1 +

+  ä V  +  3 i l) i  +  ä2l) i  +  ö i l) 2— 4  gt-jä! t)x | +  

43*
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-+-2  1 £293+ £ 1 9i3i +  933 + 9 * h + 339 +  bl 9 i + l i  93 +  £29 i3 i_!_

+  9? 9 3 + 929i3i +  3i 93 +  ä2t)i3i— :2 £3£i9i— 2 £i3i£9 —

— 2 9 29 i 3i -  2  9i 9 3 ~ 2 329i3i— 2 3i 9 3 1 +

+  2  Q 1 923£+ 9i 3ii 'i+ 33£ + 3i £ i + £33 +  £i 3 i +  9i 3£+ 9 23i i'i +

■+■ 3i 3 £ + 3 23i £i ■+■ i'i 3£+ £23i £i — 2 9£9i3i— 2 9i£i 93

2  3‘ 3l i'i 2  3l 3£ 2  £‘ 3l i'i 2  i'i 3£

+  2  132i’9 +  32 i'i9i +  £39 +  ii  9i +  93£ +  9i£i+ 3ii'9 +  32i'i9i +
+  i’i i'9+ i 2i  i9i +  9? i’9 +  92i i 9 i — 2 393ii\— 2 3i3i9i —

— 2 i 2 i i9 i  -  2  i’i £9— 2 92Ei 9 i — 2 9? i‘9

und nach der Integration

1 + II+  1 1 1  f f  j j f2 ------- g------- f f xdi»ch»x —

m 2
9 o o

—4 JB1 (l)4— t)2 + ^ 25 2 +  t)2 5 2 +  t)2);2 +  i52 ^ 2— 2 tj$ 2 t)j; )

- 4 C i < ? - ? * + » V + i ? ? + ^ + 7 ? - 2 i B  - 2 » ' ) +  ( ‘ °

+  2B2 ( f % + 933 339 +  i’2 93— 92 93— 32 93— 2 £9 £3) +  1

+  2  C2 ( f f ä + ih: +  fb +  92 (%‘— 52 &•— f  o£ 2 93 9i) +

+  2 A, (32£9+£39 +  93£ + 5 2 £9— £ 2 £9 “  92 £9“ 2  3£39) ] • 

Schliesslich ist

3 p q y  =  6^42 1 ? E 39 +  2 £i 9 i +  2  £93 +  2  £ i9 i+ 32£9 + 3i£i9i "+" 32£i9i +  3i£9 +  

+ 1 2  ( A  +  B J  | f f  +  i t f - t  i +

und daher

3 Pq —ft f f i  wi =  -Jt  [® A  (2 £3 9 +  2 £93 + 32 £ 9 + 32 £9)2 111 18 )

4 - ( 1 2 ^ 4 1 + J 5 1)(j:2q2— i'2 92) +  6 5 2 (£2 93— £2 i],0 +  6 Q ( i j - ^ — i)-t t ) ] .
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Zur M a x w e l l ’schen Gastheorie. 6 6 3

Analog ergibt sich durch cyklische Permutation

3 q i’ i y j f -1 du d ^  =  [ 6  B 2 (2 t) 3g +  2 tjg3 4 -£2t)g 4- £ 2 %) 4-

+  \2{BX +  Q ) (t)Y— i) 2 *2) +  6  C2 (9 2^-—t) 2 $ )  4- 6  A , (ä2 t)E — §2 %)].

VI 2 o2 — — ---- ---------
3 r p — f f ^oidto^  =  — [ 6  C2 (2 g3j: 4- 2 gj: 3 4- t)2jj: 4 -1)2 j$) 4-

+  12(C1+ ^ 1) (ä2i-2 —5ä f )  +  6 A  (ä2j:t)—5 2 £t)) 4- 6 B 2 ( f f ö — f  $ )  ].

Setzt man nun die Ausdrücke 14) bis 20) in die Gleichung 13) 
ein, so erhält man:

B;, [ IT2( f  4 - 1)2 4- rTI =  I  f f f  f  gbdo)do^dbds  —

19)

20)

L l  
2  ii

- 2  f  — 10 ( A y + B ^ f  \ f — 2 A 2f  i\)— 2 A 2i\) t f — \ 0 A 2p) j

~  — ■^itl4(^41 £2 4-JB1 t)2+  C ^ + A 2i\)-\-B2\)i+ Q3i')(i’ 2 +  92 + a 2) —

_2 _____  _____  _____  _____
2

+  8^42ia +  ̂  +  5 j)  jt) — / 2 1 )

— 2  B x i) 2 — 1 0 (B1 4- Q  l) 2 ä2— 2 B 2 [f 1)5— 2 5 2 t)$ f — 10B 2 % f +
__ 9

 ̂ + 8  B 21)£ 5£+ 8  (B x 4- Cx) t)j —

— 2Cj 52 — 1 0 ( ^ 4 - ^ )  g2j 3— 2C2525£— 2Q äi ' i ‘2— 10 Q ^ 2 +  ^

+  8  C2 §t) i '94-8(C 1 4-^41 )ä£ ], 

wobei zu beachten ist, dass A 1+ B l +  C1 =  0  sein muss.

3. B erechnung von Z?5 [(i' 2 4 - 1)2 4-g2)2].

Führen wir hier, sowie früher, die u, ü, tu und p, q, r ein, 
so ist:

16 W =  4 (|/2— .p2) ( 3 u 24 - t i24 - lu 2) 4 - 1 6 itü (•p/q/— -pq) +

4-4(q/2— q2) (3b24-tt>2+ u 2) 4-16 Ult) (q'r'—qr) 4- 

4- 4 (r/2—r 2) (3ix>2 4 -u2 4- n2) 4-16 mit (v'p'—rp) 4- 

4- 2 (pri- p L) 4- 2 (q/4— q4) 4- 2 (r/4—r4) 4- 4 (p/2q'2—p 2q2) 4- 

4-4 (q'V2—q2r2) 4-4 (r'sV 2—p2) . r 2
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6 6 4 H. B e n n d o r f ,

Unter Berücksichtigung von p/2 4-q/2 4-r /2 =  p2 4-q2 4-r 2 ver­
einfacht sich dieser Ausdruck wesentlich und nimmt die 
Form an:

2 W  — u2 (p'2—p2) 4- b2 (q/2— q2) 4- \v2 (r'2 —r2) 4- 2  itü (p'q'—pq) 4-

4- 2 ult) (qV— qr) 4- 2 itm (v'p'—rp) .

Da die Coefficienten von it2, b2, ln2 keine Kugelfunctionen 
sind, so setzen wir wieder

und analog q2, r2; wird dann die Integration nach s durch­
geführt, so ist:

(up 4- bq 4- lur)2 =  4- 4 -1)14- 4- 2 f g  4- 2

2p'2— q/2 —r'2 4- g 2, a _  2p2— q2—r 2 4 -g
3 ’ ^  “  3

2 W d s  •— 12.71 sin2#  cos2 fr ^ - ( 2 p 2— q2—r2) 4-

-f- -^-(2q2—r2—p2)4- (2 r2- p 2- q 2)4-2ubpq4-2blt)qr4-2tt>ur|) .
o O

Setzen wir dann

so ergibt sich

“ " 2 Wgb db d s = — 4 D 1 [u2 (2 p2—q2 4- r2) 4-

4- b2 (2 q2—x2—p2) 4- tu2 (2 r2—p2— q2) 4- 6 ubpq 4- 

4-6blt>qr4-6itmrp] =  —■D1[12(itp4-bq4-ttn:)2—

—4,§2 (u2 4- b2 4- in2) ] .

Führen wir dann wieder t), ^  ein, so wird
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und

f f u p  +  üq +  den cJ(üt =  +  t  +  — ' f  —
J J  9 1U~ 23)

- f  +  2 f ^ + 2 ^ + 2  p p -  2 ? i 7 -  2 ^  2 .

Ebenso ist

i* (u8 +  ü8 +  to*) =  £4 +  ri +  l)4 +  ̂  +  ä4 +  5t - 2 ^ - 2 ^ _ 2 ^ 2  +  

+  2  j;2t)2 +  2  j: ^ 2  +  2  +  2  x2i)l— +

+  2 E232 +  2 -f- 2 j;j5 2 4- 2 j;2̂  8  +

+  2 9V  +  2 t f a5 + 2 tf j*  +  2 * * s} - 8 WWl
und daher

| j ^ 2(u2 +  l)2 +  m2) J f t d 0, +

+ 2 ? ^  +  2 i y + 2 ^ V + 2 F V +  _ /2 4 )

_5~2 i’2 3 2 + 2 t)2 5 2 —4j:i) —4 ^  — 4%

So erhalten wir schliesslich aus 23) und 24)

1 p2

Zur M a x w e l l ’schen Gastheorie.  6 6 5

- V 1 ____v 2  ____ t , 2  _d t  V

-  ( f  +  l) 2 -+- ää + 2 ( 2  E2 >,2 -  £l, ) +  > 25 )
O •) l

+  2  (2 ?  i * - u )  +  2 (2 W - %  ))} )

Es wären somit die Ausdrücke B h (n 4), ^ [ ^ ( f + ^ + j 2)] 
und B h [(i' 2 +  t) 2 +  52)2] berechnet und damit die Aufgabe gelöst, 
j55 (G4), wenn G4 eine ganze homogene Function 4. Grades ist, 
zu bestimmen.

Es dürfte nicht allzu schwierig sein, die Gesetzmässigkeit 
der Coefficienten in den Ausdrücken 11), 21) und 25) aufzu­
finden; da diese ganzen Rechnungen jedoch nur Mittel zum 
Zwecke sind, habe ich mich dieser Mühe nicht unterzogen, die 
sich wohl nur lohnen dürfte, wenn man sich dadurch bei 
Berechnung des B-0 von Functionen höherer Ordnung Verein­
fachungen schaffen kann.
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666 H. B e n n d o r f ,  Zur M a x w e l l ’schen Gastheorie.

Dagegen erscheint es interessant, dass die hier gewonnenen 
Resultate im Widerspruche stehen mit einer Anmerkung M ax- 
w e l l ’s in seiner Abhandlung »On stresses in rarified gases 
arising from inequalities of temperature«. Er sagt dort: »I have 
recently applied the method of spherical harmonics, as described 
in the notes to sections ( 1 ) and (5), to carrying the appro- 
ximations two Orders higher. I expected that this would have 
involved the calculation of two new quantities, namely, the 
rates of decay of spherical harmonics of the fourth and sixth 
Orders, but I found that, to the order of approximation required, 
all harmonics of the fourth and sixth Orders may be neglected, 
so that the rate of decay of harmonics of the second order, the

time-modulus of which is — , determines the rate of decay of
P

all functions of less than 6  dimensions«.
Aus unseren Rechnungen dagegen ergibt sich, dass für 

Functionen 4. Ordnung eine bestimmte Relexationszeit 1 (time- 
modulus of relaxation) gar nicht existirt, da in den für B h 
erhaltenen Ausdrücken ausser dem Mittelwerth der betreffenden 
Function noch andere Glieder Vorkommen.

Es ist wahrscheinlich, dass M a x w e l l  diese Rechnungen 
nicht in extenso durchgeführt hat und seinen obigen Ausspruch 
nur auf einen vorläufigen Überschlag gründete.

Ü b e r  d i e  B e d e u t u n g  u n d  B e r e c h n u n g  s i e h e  B o l t z m a n n ,  1. c .  S.  1 6 5 .
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