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Elementare Bestimmung der Punkttransfor
mationen des Raumes, welche alle Flächen

inhalte invariant lassen

wobei tf, x unabhängige Functionen der Argumente x , y , z  
bedeuten, wird eine Punkttransformation des Raumes (x, y, z) 
bestimmt. Wir können die Frage aufwerfen, wann die T rans
formationen (1) alle Flächeninhalte invariant lassen. Nach 
einem allgemeinen Princip L ie ’s folgt dann, dass die T rans
formationen (1) eine Gruppe bilden.

Wir können unsere Fragestellung in einfacher Weise 
erledigen, wenn wir eine von Herrn C. N e u m a n n  mitgetheilte 
Formel heranziehen. Im Punkte x, y ,  z construiren wir ein 
Flächenelement, dessen Normale die Richtungscosinus a, b, c 
besitzt. Der Flächeninhalt desselben sei ds. Vermöge (1) geht 
x , y , z  in x ' , y ' , z f; a ,b ,c  in a ' ,b ' ,c '  und ds in ds'  über. Die 
erwähnte Formel lautet dann:

Karl Carda in Brünn.

Durch die Gleichungen

x '  — <p (x, y , z)

y '  — ty(%,y,z) 
- =  ySx>y>z)-

(1)

i 'fv 'fz «
ds'  _  __ tyx ^  ß

ds X-v X.v '/= Y
a b c 0

(2 )
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788 K. C a r  d a ,

wobei die partiellen Ableitungen in bekannter Weise bezeichnet 
sind . 1

Um zu bestimmen, wie a, b, c transformirt werden, legen 
wir durch das erste Flächenelement eine Fläche, welche dann 
vermöge ( 1 ) in eine Fläche durch das zweite Flächenelement 
übergeht. Es bestehen daher die Gleichungen:

dz—pdx-— qdy — 0  

dz'—p 'd x '— q'dy' — 0 .
(3)

Um die Rechnung elegant zu gestalten, behalten wir die 
Cartesischen Punktcoordinaten x ,y , z  bei, ersetzen obev p  und q 
durch h o m o g e n e  Coordinaten:

P ~~ Ps
q =  — P±

Ps

Wir erhalten somit aus (3)

p xdx-h p 2d y + p 3dz =  0  

p [d x '  p'2d y ' -+-p!ddzl — 0 .
(4)

Aus diesem System erhalten wir mit Rücksicht auf die 
Gleichungen (1), indem wir noch über einen Factor passend 
verfügen, die Formeln:

p  1 7s
p[ — P-2 7y

P 3 7s-

rf u Px 7s
p'l — ' b ' P-2 7s

P 3 7s

<p* Pi
P i - T.v t y y P2

i Ps

(5)

1 C a r l  N e u m a n n ,  Z w e i S ä t z e  ü b e r  c o r r e s p o n d i r e n d e  F l ä c h e n e l e m e n t e .  

B e r i c h t e  d e r  k ö n i g l .  S a c h s .  G e s e l l s c h a f t  d e r  W i s s e n s c h a f t e n  z u  L e i p z i g ,  1 8 7 6 ,  

S .  2 5 3 — 2 5 5 ,  o d e r  M a t h .  A n n a l e n ,  B d .  1 1 ,  S .  3 0 6 — 3 0 8 .
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Setzen wir in (2)

ds

und drücken wir a, b, c, a, ß, 7  in bekannter Weise durch 
Pv P-2 i P\i P2 ’ P :s aus> s 0  erhalten wir:

«pv p[ 2

p  1 P2 Pz 0  '

Die Gleichungen (5) und (6 ) sind die D e f i n i t i o n s g l e i 
c h u n g e n  d e r  g e s u c h t e n  G r u p p e .

Entwickeln wir die Determinante in (6 ) nach den Elementen 
der letzten Colonne, so erhalten wir die einfache Beziehung

Hieraus folgt:
D ie  C o o i 'd in & ien  p v p 2,p.A w e r d e n  vo n  d e r  g e s u c h t e n  

G r u p p e  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m i r t .
Statt der durch die Gleichungen (5) bestimmten T rans

formation T  der Coordinaten p v p 2, p % betrachten wir die zu ihr 
inverse welche gleichfalls o r t h o g o n a l  ist. Wir erhalten

Bezeichnet man mit q'v q '2, q3 die Coordinaten eines zweiten 
-durch den Punkt x ' , y ' , z r gelegten Flächenelementes, so geht 
dieses vermöge T ~ 1 in ein Flächenelement qx, q2, qs durch den 
Punkt x , y . z  über. Durch eine einfache Rechnung erkennt man 
das Bestehen der Gleichung

Hieraus schliesst man mit Rücksicht auf die Gleichung (7): 
D ie  g e s u c h t e  G r u p p e  d e s  R a u m e s  i s t  c o n f o r m .

X* X;1' k  Pn

p[2 +  p ' 2 +  p !2 — p \  +  p l  +  p \ . (7)

P i  =  ' h - P l + ^ x P o + y x P z  

P 2  —  V y P ' i + t y y P ' z  +  ' h ' P *  

Pn =  rf ;P i  +  ̂ P 2  +  y~~Pn-

(8)

p[ q[+ p l q'2+ v', qi =  Pi qi +p* q-> +p* q* ■ (9)
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Jede conforme Transformation des Raumes führt aber 
Kugel in Kugel über . 1 Unsere Gruppe soll alle Flächeninhalte 
invariant lassen. Hieraus folgt:

D ie  g e s u c h t e  G r u p p e  f ü h r t  K u g e l n  in c o n g r u e n t e  
K u g e l n  über .

Hiemit ist das Ziel unserer Betrachtungen erreicht.
Theorem I: D ie  e i n z i g e n  P u n k t t r a n s f o r m a t i o n e n  

d e s  R a u m e s ,  w e l c h e  a l l e  F l ä c h e n i n h a l t e  i n v a r i a n t  
l a s s e n ,  s i n d  d i e  B e w e g u n g e n  d e s s e l b e n .

Corollar: D ie  B e w e g u n g e n  d e s  R a u m e s  l a s s e n  s i c h  
a l s  d i e  P u n k t t r a n s f o r m a t i o n e n  d e s  R a u m e s  d e f i n i r e n ,  
w e l c h e  a l l e  F l ä c h e n i n h a l t e  i n v a r i a n t  l a s s e n .

Wir fügen noch das folgende Theorem hinzu, unter
drücken jedoch den einfachen Beweis.

Theorem II: D ie  e i n z i g e n  P u n k t t r a n s f o r m a t i o n e n  
d e s  R a u m e s ,  w e l c h e  a l l e  F l ä c h e n i n h a l t e  n a c h  con-  
s t a n t e m  V e r h ä l t n i s s  ä n d e r n ,  s i n d  die  Ä h n l i c h k e i t s 
t r a n s f o r m a t i o n e n  d e s s e l b e n .

Zwei andere Beweise des ersten Theorems werde ich in 
den Monatsheften für Mathematik und Physik veröffentlichen.

3 Ü b e r  d i e  i n t e r e s s a n t e n  c o n f o r m e n  T r a n s f o r m a t i o n e n  d e s  R a u m e s  v e r 

g l e i c h e  m a n  L i e ,  G e o m e t r i e  d e r  B e r ü h r u n g s t r a n s f o r m a t i o n e n .  E r s t e r  B a n d , .  

L e i p z i g ,  1 8 9 6 ,  1 0 .  C a p i t e l .
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