Zur Theorie der Zustandsgleichung der Gase

Dr. Gustav Jager.

(Mit 3 Textfiguren.)

Wir denken uns ein Gas, dessen Molekeln materielle
Punkte sind, welche nur dann eine betrdchtliche Anziehungs-
kraft auf einander ausiiben, wenn sie einander sehr nahe
kommen, bei einer bestimmten Anndherung schlage jedoch
die Anziehung in eine sehr grosse Abstossung um. Wir accep-
tiren alsc die geldufigen Anschauungen uber die Materie. Wir
konnen demnach die gewdhnliche Vorstellung der Wirkungs-
sphidre anwenden und einen Zusammenstoss zweier Molekeln
als den Eintritt der einen in die Wirkungssphére der anderen
bezeichnen.

Wir nehmen an, dass das Gas nicht sehr dicht sei, so dass
der Fall, dass gleichzeitig drei Molekeln in Wechselwirkung
treten, gegeniiber einem gewdhnlichen Zusammenstoss zweier
Molekeln nur selten vorkommt. In hdherem Grade selten ist
dann die gleichzeitige Wechselwirkung von vier, flinf Molekeln
u. s. w. Diese Falle wollen wir daher nicht in Betracht ziehen,
indem wir annehmen, dass in Folge ihrer Seltenheit sie auf die
Druckverhiltnisse des Gases von nicht wahrnehmbarem Ein-
flusse sind.

So oft zwei Molekeln zusammenstossen, beschreiben sie
um einander eine Centralbewegung und gelien dann wieder
aus einander. Die mittlere Zeit, welche dabei wihrend der
Wechselwirkung verstreicht, ist abhdngig von der relativen
Geschwindigkeit und der Grosse der Kraft der Molekeln. Je
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grosser letztere ist, desto weniger wird die relative Geschwindig-
keit fir die Dauer des Stosses von Einfluss sein. Wir wollen
daher in erster Annéherung annehmen, es sei die Temperatur —
denn durch diese ist ja die relative Geschwindigkeit bedingt —
o auf die Stossdauer nicht von
Einfluss. Damit ist gleichzeitig
gesagt, dass auch die Kraft,
welche die Molekeln auf ein-
ander ausiiben, von der Tem-
peratur unabhéangig ist.
Treffen gleichzeitig drei
Molekeln zusammen, so wer-
den sie im Allgemeinen eben-
falls eine Centralbewegung
um den gemeinschaftlichen
Schiwerpunkt beschreiben und
dann in geradlinigen Bahnen wieder auseinandergehen. Doch
ist jetzt auch der Fall moglich, dass zwei Molekeln dauernd
zusammenbleiben, d. h. dass die eine die Wirkungssphare der
anderen nicht mehr ver-
lasst. Wir wollen uns einen
solchen Fall im Folgenden
vor Augen fiihren.
Zwei Molekeln a und
b seien central auf ein-
ander geflogen und gehen
nun nach entgegengesetz-
ten Richtungen aus ein-
ander. Solange sich beide
noch in Wechselwirkung
befinden, Kkomme eine
dritte Molekel ¢ mit einer Geschwindigkeit, welche gegen den
Schwerpunkt der beiden andern gerichtet ist und auf deren
Centrilinie senkrecht steht, in die Wirkungssphdren von a
und b. Dieser Zeitpunkt, in welchem ¢ in die Wirkungssphéren
von a und b eintritt, ist in Fig. 1 dargestellt.
Von nun an erfahrt ¢ eine Beschleunigung gegen den
Schwerpunkt. Desgleichen erhalten @ und & ausser der durch

Fig. 1.

Fig. 2.
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ihre eigene Anziehungskraft bewirkten noch eine Verzogerung
durch die Wirkung von ¢ in der Richtung der Centrilinie und
eine Beschleunigung senkrecht darauf. Dies dauert so lange,
bis ¢ den Schwerpunkt passirt. Diesen Zeitpunkt zeigt Fig. 2.

¢ besitzt jetzt eine grossere Geschwindigkeit als zu Beginn
der Wechselwirkung. Dieselbe wird aber von nun ab verringert.
Desgleichen wird die relative Geschwindigkeit von a und &
nicht nur durch ihre eigene Anziehungskraft, sondern auch
durch die Wirkung der Molekel ¢ weiter verringert, bis schliess-
lich ¢ die Wirkungssphdre von a und & verldsst. Die gegen-
seitige Lage in diesem
Zeitpunkt ist durch
Fig. 3 ersichtlich ge-
macht.

¢ verldsst mit grosse-

rer Geschwindigkeit die
Wirkungssphare, als es
in dieselbe eingetreten
ist, da, wie aus den
Figuren leicht ersicht-
lich, der Weg sowohl,
auf welchem, als auch l
die Kraft, mit welcher a Fig. 3.
und & auf ¢ beschleuni-
gend wirken, grosser ist als die entsprechenden Factoren der
Verzdgerung. Desgleichen hat der Schwerpunkt von @ und &
eine Geschwindigkeit in entgegengesetzter Richtung erfahren.
Die dazu néthige Energie ist auf Kosten der Bewegung von a
und 7 in der Richtung ihrer Centrilinie genommen worden.
Dieser Verlust kann nun so gross sein, dass die Molekeln
bereits zu relativer Ruhe kommen, bevor sie ausser Wechsel-
wirkung treten. Sie werden dann in Folge der Anziehungskrifte
wieder gegen einander fliegen und nun eine Art schwingender
Bewegung gegen ihren gemeinsamen Schwerpunkt machen,
ohne je wieder ausser Wechselwirkung zu treten, wenn nicht
irgend eine Adussere Kraft dies bewerkstelligt.

Aus den Figuren 1, 2 und 3 geht unmittelbar hervor, dass
bei vollstandiger Umkehr der Bewegung eine Doppelmolekel
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durch Dazwischenkunft einer einfachen getrennt werden kann,
so dass wir hier die Moglichkeit einer Dissociation gegeben
haben. Wie sich nun in der Zeiteinheit eine ganz bestimmte
Zahl von Doppelmolekeln bilden kann, so wird auch eine ganz
bestimmte Zahl derselben dissociirt.

Wollen wir nun wissen, wie oft eine Vereinigung zweier
Molekeln in der Secunde vorkommt, so handelt es sich darum,
die Zahl der Falle zu suchen, wo gleichzeitig drei Molekeln in
Wechselwirkung treten. Wir wissen bereits, dass dieser Fall
gegeniiber dem, dass zwei Molekeln zusammenstossen, selten
vorkommt. Haben wir in der Volumeinheit unseres Gases N,
einfache Molekeln, so ist die Zahl der Zusammenstosse, welche
dieselben in der Secunde unter einander machen, den Grossen N‘f
und \/1 ~+a.f proportional (f = Temperatur, 2 — Ausdehnungs-
coéfficient der Gase). Mithin ist auch die Zahl der jeweilig
in der Volumeinheit vorhandenen Molekelpaare der Grosse
N? \/iTat proportional. Wir wollen unter einem Molekelpaar
immer zwei in Wechselwirkung befindliche Molekeln verstehen,
welche von selbst wieder aus einander gehen, wahrend zwei
dauernd beisammen Dbleibende Molekeln eine Doppelmolekel
vorstellen sollen.

Unsere Molekelpaare werden nun Zusammenstdsse er-
leiden, deren Zahl abermals von der relativen Geschwindigkeit
gegeniiber den anderen Molekeln und von der Menge der in
der Volumeinheit enthaltenen Molekeln abhangt. Es sei diese
Zahl Z,. Aus all’ dem ergibt sich jetzt leicht, dass die Zahl der
in der Zeiteinheit sich bildenden Doppelmolekeln durch

kNIZ, 13(2) (0

gegeben ist, wenn %, die entsprechende Proportionalitatscon-
stante und f;(#) eine Function der Temperatur bedeutet. Dabei
haben wir nicht beachtet, dass auch moglicherweise durch
die Wechselwirkung eines Molekelpaares mit einer Doppel-
molekel eine neue Doppelmolekel entstehen konnte. Wir wollen
jedoch voraussetzen, dass die Zahl der Doppelmolekeln gegen-
tiber den einfachen so klein ist, dass deren Einfluss auf
die Neubildung von Doppelmolekeln vernachlassigt werden
kann.
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Wir fragen nun nach der Zahl der in der Zeiteinheit sich
zerlegenden Doppelmolekeln. Dieselbe wird wiederum der in
der Volumeinheit befindlichen Zahl N, der Doppelmolekeln
proportional sein. Die Zahl der Zusammenstdsse, welche eine
Doppelmolekel in der Zeiteinheit erfahrt, sei Z,, dann ist die
Zahl der in der Zeiteinheit dissociirenden Molekeln

ky Ny Zy f5(2),. (ID

wobei £, wiederum eine Proportionalitdtsconstante, f,(¢) eine
Function der Temperatur bedeutet.

Fir den stationdren Zustand miissen nun die Ausdriicke (I)
und (II) einander gleich sein. Wir haben demnach

BN Z 1) = N2 F(.

In der Ausdehnung unterscheidet sich eine Doppelmolekel
in keiner Weise von einem Molekelpaar, so dass wir nach
den bisherigen Annahmen die Zahl Z, der Zusammenstdsse,
welche eine Doppelmolekel erleidet, proportional der Zahl Z;
der Zusammenstdsse setzen konnen, welche ein Molekelpaar
erfahrt. Unsere Gleichung fiir den stationdren Zustand wird

dann
N, = kN ; @),

wenn wir unter &, die verschiedenen Constanten zusammen-

fassen und unter f(¥) die entsprechende Temperaturfunction
verstehen.

Besitzt unser Gas das Volumen v und nennen wir die
Gesammtzahl der einfachen Molekeln #,, jene der Doppel-
molekeln #,, so ist

N, = > N, =—,

woraus fur unsere Gleichung folgt:

o
1y = Ry v f{@).

Ist die Temperatur constant, so wird unsere Gleichung

& :
n, =rhk--— (1)
: v

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CV Bd., Abth. II. a.



796 G.Jiger,

wenn wir

k() =k

setzen.
Fir den Druck eines Gases gilt die bekannte Gleichung
nmc?
3

Dabei bedeutet # die Zahl der Molekeln. Dieselbe ist in
unserem Fall

p—b) =

n=mn,+n,, (2)
bei vollstandiger Dissociation wird sie
Ny = N, +2n,. (3)

Eliminiren wir aus den Gleichungen (1), (2) und (3) n,
und #,, so gelangen wir leicht zu einer Beziehung zwischen #
und 7, in der Form

Y v 1_{_8140k
2 3k = 8k v

oder wenn wir die Wurzel entwickeln,

wobei wir die hdheren Glieder vernachldssigen kdnnen, da ja
2

Z

0

v
ist. Flr die Zustandsgleichung ergibt sich demnach

nach Gleichung (1) gegen #, schon eine sehr kleine Grosse

n mce na ke
b R 0 < 0
plv—0b) = s \1== )

oder wiederum mit Vernachldssigung der hoheren Glieder

_ mymc? n2mcek
P=3w=p) 3w

Was wir da erhalten haben, ist nichts Anderes als die
van der Waals'sche Zustandsgleichung

a: nmc?
+ —|(v—b) = ,
<p v? )( ) 3
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wenn wir —

nemck

T
setzen. Die Art und Weise, wie wir diese Gleichung abgeleitet
haben, besitzt den grossen Vortheil, dass wir nicht darauf zu
reflectiren brauchen, wie es bei allen anderen Methoden noth-
wendig ist, dass gleichzeitig eine grosse Zahl von Molekeln
sich in Wechselwirkung befinden. Ja wir machten es vielmehr
zur Bedingung, dass bloss zwei, héchstens drei Molekeln gleich-
zeitig auf einander wirken.

Nicht so leicht wie die Zustandsgleichung der Gase lédsst
sich die Temperaturfunction f(f) bestimmen. Eine exacte Darstel-
lung derselben durfte iberhaupt auf uniiberwindliche Schwierig-
keiten stossen. Immerhin wollen wir es wenigstens versuchen,
eine Temperaturfunction plausibel zu machen, welche in jeder
Beziehung mit der Erfahrung ibereinstimmt. Aus der eingangs
gegebenen Darstellung geht unmittelbar hervor, dass fiir die
Geschwindigkeit, mit welcher die Molekeln @ und & vor der
Wechselwirkung auf einander fliegen, desgleichen fiir jene
von ¢ ein gewisser Spielraum vorhanden ist, doch dass weder
die relative Geschwindigkeit zwischen a und &, noch die
Geschwindigkeit von ¢ eine gewisse Grenze {iberschreiten darf,
wenn eine Association erfolgen soll. Es wird sich daher sowohl
fiir diese, als auch fiir jene ein Mittelwerth der Geschwindig-
keiten angeben lassen, bei welchem ein dauernder Zusammen-
hang zwischen @ und & noch ermoglicht wird. Die Wahrschein-
lichkeit, dass irgend eine Geschwindigkeit zu jenen gehort,
welche den Mittelwerth bilden, wird dann auch proportional
der Wahrscheinlichkeit sein, dass eine Association erfolgt.

Die Geschwindigkeiten in unserem Gas seien nach Max-
well's Gesetz vertheilt, dann wird die Wahrscheinlichkeit, dass
die mittlere relative Geschwindigkeit eine gewisse Grosse nicht
iibersteigt, dem Ausdruck

1 WooT oy
— cze U dc,
43

1" Jo

und die Wahrscheinlichkeit, dass die dritte Molekel eine gewisse
Geschwindigkeit nicht iibersteigt, dem Ausdruck

S2%
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ot

cZe Vodc

‘(3 v
proportional sein. Die Wahrscheinlichkeit schliesslich, dass
beide Falle gleichzeitig eintreten, ist proportional dem Product

c
1 W - o=
e Vdc e Vodec.
G
" Jo o

i, und 7, sind dabei constante Gréssen, 7 ist die wahr-
scheinlichste Geschwindigkeit der Molekeln. Wir wissen ferner
von frither her, dass die Zahl der sich bildenden Doppelmolekeln
auch der Grosse N3 \/1+of und der Zah!l der Zusammenstosse
Z, proportional ist, sie ist demnach durch den Ausdruck

ad

1 A i "‘L; It -
k41\7lelu—b_.l_—g[ e dcf e Tdc (I
! o

v

gegeben, wenn wir unter £, die entsprechende Constante ver-
stehen.

Fir die Dissociation einer Doppelmolekel muss im Mittel
eine gewisse Dissociationswéarme aufgewendet werden. Soll
daher eine Doppelmolekel durch den Zusammenstoss mit einer
anderen zerlegt werden, so wird es wiederum eine gewisse
mittlere Energie geben, unter welche die zusammenstossenden
Molekeln nicht herabgehen diirfen, damit eine Zerlegung er-
folgen kann. Wir driicken dies dadurch aus, dass die relative
Geschwindigkeit der einen Molekel gegeniiber der anderen
unter einen gewissen Betrag nicht herabsinken darf. Mithin
wird die Zahl der sich zerlegenden Doppelmolekeln der Grosse

=)

1 [, 5w
— [ cte ' dc
.{3

w

proportional gesetzt werden konnen. Diese Ausdriicke haben
wir nach dem Obigen noch mit V, und Z, zu multipliciren und
finden so fiir die Zahl der in der Zeiteinheit sich zerlegenden
Molekeln

¢ ' dc (Iv)

3

kN, Z, /"00 , T

o G
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Fur den stationaren Zustand muss nun (III) = (IV) sein
Erinnern wir uns, dass

AN - oo
9 \/1+a.tj ce clcf e de
_ 711] o 0
1y — v (&

o : ('”

Zur Berechnung der Integrale wollen wir

c
j— 4
setzen. Dann wird
Ift . Ta . 21
=5, — =gy o=z
[ { f

Wir nehmen ferner an, dass 7, und 7, sehr klein seien
hingegen, also auch x, sehr gross. Wir konnen dann

setzen und erhalten

it - N 4 Y
[ e Vde= ,f ¥2e s
0

aqs
-

w0

o

Dasselbe gilt fiir das zweite Integral zwischen den Grenzen
O und 7,. Schliesslich ergibt die partielle Integration

)

Va)

T 00 — a fo o) N { 1: ,l’l
{ cte Ude= ‘(3J e~ Vdy = + j e~ dx.
Bl

w0
Da nun innerhalb der Grenzen x, und oo, +* gegeniiber Eins

[~
sehr gross ist, so muss auchj r2eVdy gegenf e"dx
Xy

sehr gross sein, weshalb wir letzteres gegeniiber ersterem ver-
nachlassigen wollen, und es folgt dann

? oo

Xy
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oo 3. o %
. x,e
f e—¥dy = lf)—.
Xy -

Gleichung (4) wird demnach

2 oy, B8
1y = 9 kg1 \/1 + ot 1&;1--» (5)

Wir setzen

P = (1 +at)
und kénnen dann
[ . R I’;
Vitat§@e k7

. - 2
x, T

schreiben, wobei k. und § passende Constanten sind. Gleichung
(5) wird dadurch

wobei wir jetzt alles Constante in £ vereinigt haben und unter T
die absolute Temperatur verstehen. Wie frither kdnnen wir diese
Formel zur Ableitung der Zustandsgleichung benutzen und
erhalten so die Abhidngigkeit der Grésse a von der Temperatur.
Dass dabei unsere Formel in jeder Beziehung mit der Erfahrung
iibereinstimmt, habe ich bereits in der Abhandlung: »Uber die
Temperaturfunction der Zustandsgleichung der Gase«! gezeigt.
Ja sogar in ihrer Anwendung auf die Dissociation der Gase?
habe ich gefunden, dass zwischen Rechnung und Beobachtung
vollstindige Ubereinstimmung herrscht.

Setzen wir nun wieder voraus, dass, wie wir an vielen
Gasen beobachten kdnnen, 7, gegen #, sehr klein ist. Fiir diese
Gase ergibt die Beobachtung, dass auch B eine sehr Kkleine
Grosse ist, so dass

3

eTzl

gesetzt werden kann. Es ist dann

ku?
vT?

1y, —

1 Diese Sitzungsber. CI (II), S. 1675 ff. (1892).
Diese Sitzungsber. CI (II), S. 1182 ff. (1891). — CIV(II), S. 671 ff. (1895).
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In erster Anndherung kOnnen wir auch das Boyle-
Charles’sche Gesetz als giltig annehmen, mithin

pv=RT
oder
RT
v—=—
p
setzen, woraus
kn?p
" = RS

folgt. Wir lassen das Gas nun ohne dussere Arbeitsleistung
ausdehnen, bis

p=pr
wird, und erhalten sodann
kulp’
1 "]
"2 RT
oder
1n,—u) kn
2111 =g (PP

Wir konnen dabei 72, immer als constant ansehen, da ja m,,

also auch #, als sehr klein gegen #, angenommen wurde.
!
%2%—%2 ist daher als ein ganz bestimmter Bruchtheil der

1
gesammten Gasmenge anzusehen, welcher beim Ubergang vom
Druck p zu dem niedrigeren p’ dissociirt.

Fir jede Gasmolekel ist nun das Verhdltniss der soge-
nannten mittleren inneren Energie zur mittleren Energie der fort-
schreitenden Bewegung eine von der Temperatur unabhédngige
Grosse. Jede Energiemenge wéchst daher proportional mit der
absoluten Temperatur. Daraus folgt unmittelbar, dass auch die
Wirmemenge, welche zur Dissociation einer Molekel im Mittel
aufgewendet werden muss, proportional der absoluten Tem-
peratur ist. Multipliciren wir daher die Zahl der zerlegten
Molekeln mit der absoluten Temperatur des Gases, so erhalten
wir eine Zahl, welche der Warmemenge, die fiir die Dissociation
bendthigt wurde, mithin auch der Temperaturerniedrigung des
Gases bei adiabatischer Ausdehnung ohne &dussere Arbeits-
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leistung proportional ist. Es ergibt sich demnach fiir diese
Temperaturerniedrigung

A— T (1ng—ny) — p—yp’

’ 2

N T
wenn wir

wki, ,

=k
R
;o . 10 :

setzen. % und &’ sind Constante, da ja auch I3 constant ist.

Unsere Formel sagt also genau dasselbe aus, was Joule und
Thomson an Luft und Kohlensaure beobachtet haben, nam-
lich dass die Temperaturerniedrigung immer proportional der
Druckdifferenz und verkehrt proportional dem Quadrat der
absoluten Temperatur ist.

In der guten Ubereinstimmung zwischen den aus unserer
Theorie gefolgerten Formeln und der Beobachtung ldsst sich
wohl eine gewisse Gewdhr fiir die Berechtigung unserer
Betrachtungsweise erblicken.
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