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Uber die Transcendenz der Zahlen e und =

F. Mertens.

I.

Wenn hier den Bearbeitungen der Beweise Hermite's
und Lindemann’s fiir die Transcendenz der Zahlen ¢ und =
von Weierstrass,! Hilbert,2 Hurwitz3 und Gordan* noch
eine hinzugefiigt wird, so geschieht dies nur, weil dieselbe
mit moglichst einfachen algebraischen Sitzen auszukommen
trachtet und keine zahlentheoretischen Hilfsmittel in Anspruch
nimmt.

2.
Die Exponentialreihe
‘ p 22 23
e =14 — + +— +
1! 2! 3!

zerféllt, wenn %, m ganze positive Zahlen bezeichnen, in die
drei Theile:

x 2 pk-1
X, =1+ + T T —
1! 2! (k—1)!
ik pkt1 k=1
Yy = —+
k! (k4 1)! (m+k—1)!
xm+k let+k+1 . .
Zy = + -+ in inf.

- (m+-k)!  (m+k+1)!

Sitzungsberichte der konigl. preussischen Akademie der Wissen-
schaften zu Berlin, 1885, XLIX.
3, 4 \athematische Annalen, XLIIL

’
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Bezeichnet man die ganze Function 7z — Iten Grades von ¢

F+m—1)E+m—2)...¢+1)+{E+m—1)(¢{+m—2)...(+2)x
+({+m—1)(+m—2)...((+3)a2+  Axm—!
mit g(f) und die erste, zweite,...mm —1te Differenzenreihe der

Reihe
£@0), g(1), £(2),... g(m —1)

beziehungsweise mit

2,00, g,(1), 8,(2),... &1 —2)
g‘z(o)» g2<1)> 32(2)y e gg(ﬂ'l ——3)

Lgm--l (O):
so wird identisch

) =g0)+50 - +20 0 4

+&gmn-1(0) tt—1)...(l—m—+2)

(m—1)!
und man hat
(n+k—1)Y, = 2% g (k)
= &(0). ¥+ o_<19>_k+
o, (0) 22
—I-QE(‘)Oy)1 Je(h—1) k24 )

Es sei nun
f@) =axtlvax'+  +aux

eine ganze, durch x theilbare Function von x, deren Coéfhi-
cienten ganze oder auch ganze complexe Zahlen sind, in
welcher @, nicht Null und welche zu ihrer Ableitung f/(x)
theilerfremd ist, und es werde

e

1
PR I _ . ) o o) 12 o ’ 1
x <x f/ =7T= 6(1)1-1—02 x4 +cn‘111+”+1’1'm”+1’+

gesetzt, wo v eine der Zahlen O, 1, 2,...n bezeichnet. Man
multiplicire die Identitat

m+bk—Dle* =(m+k—N(Xpe + Y, +2))
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o1 . . .
mit #‘c,(d") und summire hierauf von 2 =1 bis £ = mnu+n+1
m!

Das Resultat erscheint, wenn

1
G,(x) = T (cMm! X, +c§)(m+1)1X, +

(17l7l+7l+ 1 )'an+n+1)

Enn—;—n+1
1 ,
R,(v) = o CPm!Z +cO(m+ 1) Z,+

N muﬂ ((min4n+1)! Zntn+1)

gesetzt wird, in der Gestalt
Gy(0)e* = Gy () + Lf (x)+ R, (%), @)
wo L eine ganze Function von x bezeichnet. Denn die Function

6(1“5171!Y1+cg‘)(111+1)!Y2 + 4O

y 7
mn-n-+1 (M”Z +1 +11¢) ' nn+n+1

wird nach (1)

. . OP%]
—o(O>("’gy)'ﬂ”_"cgzl)’t + rcﬁ:?u+u+1

,Lmn—{-u-(-l)
g (0)x
+ Ai,)—(cg-'>+2c.g'>x+3cgv>x2+ L)+

$,(0) 22
21

+ e +3 2cx4+4-3cPa+...)

—+

m—l
=g0)T+g 1(O)——T’+ (0)—T”+ +b,,t_1(0)( 0 Tom=b

und ist demnach durch f theilbar, da T den Factor f und

1
T, T.. Tu-Nalle den Factor 7f enthalten.

Der Ausdruck

E—1)! k—1
(m+ ) +(m+e )!

(11’l+k—1)!Xk:W’1’ (k—2)!

k=2 +

o (m+k—1)!
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ist die Summe der mzten, (m+ 1)ten, . . (1 112+ )ten Ableitung
von x"+*=1 Wird daher

,‘L””_IT: xvfm :_f;

gesetzt, so erscheint G, (x) in der Gestalt

1
Gy(x) = o (f;(m)_|_f;(m+1) =4 +f’(um+m+n))

7
und ist sonach eine ganze Function von #, welche ganze ganz-
zahlige Verbindungen von g, a,,...a, zu Coéfficienten hat, da

. 1 . e s
die Coéfficienten von — fm+k Vielfache der Coéfficienten von
m!

£ sind.

Ist g,(¥) der den Grad = in x nicht erreichende Rest,
welcher bei der Division von G,(x) durch f bleibt, so ist die
Determinante des Coéfficientensystems der # -+ 1 Functionen

Eor 81> 82r--- &n

nicht Null. Dies ldsst sich, wie bei Weierstrass, in folgender

Weise darthun.
Wire die fragliche Determinante Null, so gdbe es Zahlen
Cy» C1s-+-Cu, wWelche nicht durchweg Null sind und der Identitat
inx
Co&o+C 81+ g =0

gentigen, und die Function
G =¢,Gy(®)+c,G,(x)+ ... +¢,G, (%)
wire durch f theilbar. Setzt man aber

{:0]‘;]+lel+...+cuf,,:(CO+01,¢'+ ‘o) fm=uv
v+ vy Gtat) — gy
so wird
m!' G = v 4yt g untmtn)
und es miisste auch 7z durch f theilbar sein, weil v, v/,... v
den Factor f enthalten.
Wenn aber # durch f# theilbar und p = m ist, so folgt aus

der Identitat
u—u' = v,
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dass #' ebenfalls durch f# theilbar ist. Dann muss aber fr+!
in » aufgehen, weil f zu seiner Ableitung theilerfremd ist.
Waire also 7 durch f theilbar, so miisste es auch durch
£33, fmHl theilbar sein. Dies ist aber unméglich, da u
von geringerem Grade als f"+! ist und nicht identisch ver-
schwindet.

Ein Ausdruck

Coe®!+ Cied!+ ... +C,ebnt

in welchem # eine Variable und B, 3,,...8, gegebene Grossen
bezeichnen, verschwindet identisch, wenn in seiner Entwick-
tung nach Potenzen von ¢ die Coéfficienten von #° £...#* Null
sind. Sucht man n#dmlich unter den Grossen B, f,...8, die
numerisch verschiedenen aus und bezeichnet dieselben mit

Y9+ -Tu, SO nimmt der genannte Ausdruck nach Zusammen-
ziehung aller Glieder mit identischen Exponentialfactoren die

Gestalt
Biew!+Byer!+ ...+ B, et!

an und das Fehlen der Potenzen £9,£,...#" in seiner Entwicklung
wird durch die Gleichungen
c+C+ +C,=B+B,+...+B,=0
Cosy+Cio+ ... +CiB3y =By, +B,1,+ +B,7, =0

G+~ Cigt+  + Gy =B+ By + . +B},_‘[;{ =0

ausgedriickt. Diese Gleichungen fallen aber, weil die Determi-

nante
1, 1, 1

T T2 T
,{;i.——l’ Tgfl, . .{,}t——l
nicht Null ist, mit den Gleichungen
B, =0,B,=0,...B,—=0

zusamimen.
Sind demnach B, B,,...B, die 2z +1 Wurzeln der Gleichung

S =0,

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CV. Bd., Abth.IL a.
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so muss wenigstens eine der # +1 Grossen
CoGoBo)+CGyB)+ - + CuGry(Ba)
CoGiBy)+CiG B+ -.- +CGy(Ba)
CoGu(By)+CGuB)+ ... +C,Gu(Bw)
von Null verschieden sein, wenn der Ausdruck
CoePo! + Ciebrip ...+ C,cbn?

nicht identisch verschwindet. Wéaren namlich die genannten
Grossen alle = 0, so hétte man

Co&Bo)+Ci 8B+  +CogB) =0
Go& B+ C g, @)+ .. +Cig(Bn) =0

Co&nBo)+C @)+ +CoguBr) =0

und daher auch, weil die Determinante des Coéfficientensystems
der Functionen g, &,-.- g, nicht Null ist,

Co+Ci+...+C, =0
Copo+cxp1+ ---—"'r-C”ﬁ,,:O

GBs+Cipy+  +Cuf =0

Dann miisste aber

C=C=...=C, =0

sein.
4.

Ist 7 der absolute Betrag von x und m = > 0, so hat man

lZ '< 7/m+k ( e 4 2 . N
= “+ ...
(m—+%)! m+k+1 (m+k+1)(m+k+2) )
il +k " m 2
<1+ +< >+)
(m—+k)! m-k m-+k ]
7fm—|—k

<,
(m—+k—1)!
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und daher
,Vlll
i ON 2 DN
|R,(%)| < ;Z—!(r i edMiv )

1,1z+1

<

Jo@)",

m!
wo f, aus f hervorgeht, wenn alle Coéfficienten a,, a,,...a,

durch ihre absoluten Betrdge ersetzt werden.

5.
Es sei
F) = Cy+Cz+ G2+ ...+ Cy2"

irgend eine gegebene ganze ganzzahlige nicht identisch ver-
schwindende Function von z. Man setze in der Identitit (2)

J) =x(x—1)(x—2)...(x —n)
und der Reihe nach x = 0,1, 2,...n#. Es wird dann
G,(0) = G,(0)
G,0)e =G, ()+R,(1)
G,(0)e? =G, (2)+R,(2)
G,(0) e = G,(n)+ R, (n).

Multiplicirt man diese Gleichungen mit G, C,,... C, und
addirt, so ergibt sich

G,(0) Fe) = H,+p.

wo
H,=C,G,0)+C,G,1)+ +C,Gy(n)
p= CR,(1)+ +C,R,(n).
Man wihle nun m so gross, dass der Zahlenwerth von p
unter fillt. Zu diesem Ende genligt es, wenn S die Summe

der Zahlenwerthe der Coéfficienten Cj, C,,. C, bezeichnet,
m der Bedingung

n(n+1)...2u)"
(D). 2y

m!

St

iS
2
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zu unterwerfen; denn #z fallt dann > 7 aus und man hat

kT £y (R (k)"‘ i (m(n+1)...2m)m

IR‘J(]e)!< m! - m )
also
e @@ A+1). L 2u
el < Sipt 1 m)
1
< — .
2

Nach Fixirung von # muss nach 3. eine der Zahlen
H, H,...H,, etwa H,, von Null verschieden sein, da der Aus-
dmck ]'(e’) nicht identisch verschwindet. Als ganze Zahl muss
dann H, mindestens den Zahlenwerth 1 haben, und es wird
daher ohne Riicksicht auf das Vorzeichen

. 1
G,(0)F(e) > o
1
0= %60

Es gibt also keine ganze ganzzahlige Function, welche
flir e verschwindet.

6.

Es seien
b(z) = cy+ciz+ .. . Fcyzd

eine Dbeliebige nicht identisch verschwindende ganze ganz-
zahlige Function und
(P(é) e boz}’+blz1’*1+ co+b,

cine beliebige ganze Function mit ganzen complexen Coéffi-
cienten, unter welchen &, und &, von Null verschieden voraus-

gesetzt werden.
Sind ay, 2,,...2, die Wurzeln der Gleichung

v =0
und # eine Variable, so ergibt sich fiir das Product

P(t) = b(emt )b (ew!). ("



-
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nach Ausfiihrung der Multiplication eine Summe von Gliedern

von der Form
Ae(ﬂu,+ba3+. . .+cap)t (3>

wo A ein Product von p Coéfficienten der Function ¢ und
a, b,...e Zahlen der Reihe O, 1,...¢g bezeichnen. Sucht man alle in
diesen Gliedern vorkommenden, unter einander numerisch ver-
schiedenen Ausdriicke ao, +ba,+  +ea, auf und bezeichnet
dieselben mit B, 8;,...Bs, wo B, = O ist, so ergibt sich nach
Zusammenziehung aller Glieder, welche gleiche Exponential-
grossen als Factor enthalten, ein Resultat von der Form

P(t) =Cyebh'+ Ced '+

Dieser Ausdruck kann nicht identisch verschwinden. Im
Gegenfalle miissten namlich in der Entwicklung eines der
Factoren dg(e“l’),tp(e“:’),...np(eai”) nach Potenzen von ¢ die
Potenzen £, ¢,...#¢ fehlen, woraus nach 3 in Widerspruch mit
der Annahme

Co=¢=...—=¢,=0
folgen wiirde. Man kann daher
P(t) = Cyebi+ Ciet'+ ...+ C edn!

setzen, wo entweder C, nicht =0 ist, wenn # = 0 oder aber
C,, C,...C, alle von Null verschieden sind.
Die Entwicklung von P(#) nach Potenzen von ¢ hat die

Gestalt
t 2
P(t) = hy+hy — 4y —— +
1! T 21

By, byhy, B20y, ...

ganze complexe Zahlen sind. Denn der Beitrag, welchen das
k

Glied (3) zu dem Coéfficienten %, von % liefert, ist
2!

Aao, +bo,+ ... +eap)*

und %, ist demnach eine ganze ganzzahlige Function #kten
Grades der Wurzeln a,, a,,...0,. Diese Function ist symmetrisch
in o, 0,,...0,, wie sofort erhellt, wenn man die p Ausdriicke
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Ples) = $(V)+(c;+2¢,+ ... +qgcy)o b+
72
+(c,+2%c,+ ... +q%c,) “?? +...
dle®) =d(1)+(c1+2¢c,+  +qcy)o,t+
12
+(c;+28c,+ ... +q%¢c,) a.g; + ...

4.

D) = $(1)+ (6, + 26+ ... - geg) ot -+ .
. t.
+(c,+2%¢,+ +gPcy)of oy T

in einander multiplicirt. Setzt man daher %, in eine ganze
Function der elementaren symmetrischen Functionen

PRI e il
0 bO

b, b b

von ¢, 0,,...0, Um, so ist diese letztere vom Grade £ und hat

el

daher die Form ﬁ,—, wo ¢ eine ganze complexe Zahl bezeichnet.
0

Die vorstehenden Schllisse beziehen sich alle stillschwei-
gend auf den Fall, wo p>1 ist. Flir p =1 sind dieselben selbst-
verstiandlich, wenn man P(¢) = ¢ (e™') setzt.

Die elementaren symmetrischen Functionen g, 3,,...5, von
By, By, -.- B sind rationale complexe Zahlen, wofern 7> 0 ist.
Zieht man namlich die Coéfficienten von #°, # in P(f) in
Betracht, so ergibt sich

C+C+...4+Cy=h,—C,
CiB+ G+ +CBE =y

und daher, wenn

2 —ox syt 5, = u
gesetzt wird,
hy—3y_ 1400 _o— ...+ 5, (h,—C,) =0
Ryg1—o oyl 3— ... o0,k =0
h27;—-1—°1h211—2+ 521121;—3—‘ coo=6, 0,1 =0

— 4z —o x4 — 45, =0.
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Eliminirt man aus diesen Gleichungen g, g,,...6,, so folgt

Buy M-ty . By—Cy

|
Rusa, Ruy -y
i i= 0.
|
I h21x—1y h"u—"a-~-hn.—1
i
|

—auxn, xi—l]

Diese Identitdt gibt fiir # eine ganze rationalzahlige
Function von x, wenn die Determinante

h'ﬁl——l) hu»—z, "‘hO—CO
h'ﬂ) hn—l; ..-hl

h? n—2 h?n~3; v hn -1
nicht Null ist. Dieselbe ist aber
— ——|:C1 Cz e CH (@2—[31)2 (Ba_pl)g ce (Bn—ﬁﬂ~l)2

oder = Cj, je nachdem # >1 oder » =1 ist, und daher nicht =0.
Es gibt also eine Gleichung » + 1ten Grades

agx* M rax'+ . +a,x =0

mit ganzen complexen Coéfficienten, welche f, B,,...0, zu
Wurzeln hat.
Setzt man nun in der ldentitat (2)

f=ayx"'+ax"+  +a,x
und x = By, By,...Bu, S0 ergibt sich

Gv (O) — Gv (Bo)
G,(0)e h=G, B)+R,(B,)

G, (0)ePr = G, (Bi)+ R, (Bn)
und hieraus folgt, wenn mit C;, C,,... C, multiplicirt und addirt
wird,

1
BV P(D) = —~ H,4p,
(J (0) ( ) b;]m;-ku +r
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wo
H’ — b311’+1l (COGV (BO)+ C1 G‘l (Bl) +...+ CNG‘I(@H))
p =CR,E)+CGR,By)+ ... +C,R,(By).

H, ist eine ganze complexe Zahl. Ist ndmlich G,(x) nach
Potenzen von x entwickelt,

— Zo+llx+l2x2+ ce +l,,,,,+,,:1:’””+”7
so wird

bnmEH =1 (C +C +.. +C")+l (COF0+CIB +.. +CILBH)+

also
H, = 1oyt by 0001 boh 4+ ALy B0 R -
Waihlt man flir m einen bestimmten Werth von der Art,

1 . .
dass |pbpitn| < Y ausfillt, so ist eine der Zahlen H,, H, ... H,,

4

etwa H,, von Null verschieden, weil P(#) nicht identisch Null

ist, und man hat
\H,| =1,
also

G,O)P(1)| > ——
| ( ) ( )l 2‘170‘7”-1[-]—1]‘

|P(1)| >

1
2|11 G(0)]
Es sei noch
$@) = @E—1) $,(2),
) irgend ein bestimmter Werth des natiirlichen Logarithmus
von 7, o eine Grosse, welche keiner der absoluten Betrige von
A, %, 8y, ... 0, Ubersteigt, und

[bale®) [ dy(eo)]- 19, (™) [= K.

Man hat dann

P(1) = (e%r—¢") (e —e) .. €1 —e) (e ) u(e™) (™)
@ i A 2o A2 i
]e t_,g)\|—_-|ai_)\| 1+f’,+__|_°‘_‘ti+ 1
2 3! :
é |ai_)\l61
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und daher ‘
‘ o(h)
! < i3
iPHl= e !c
Hieraus folgt

e—ps

2 K| 1 =111G, (0)

le(log )| >

Es gibt daher keine ganze Function mit ganzen complexen
Coéfficienten, welche fiir log 1 verschwindet,
Nimmt man insbesondere

b(z) =142 log (—1)=1= D (2) = F(—iz),
wo Firgend eine ganze ganzzahlige Function bedeutet, so wird

D) =1 AN=1
und daher
e—b:

F(z) > :
( ) 2|b0‘mn+n—1|G“<O)!

Ist « eine reelle algebraische Zahl,

Y& =0

)

. . . 1+ ix . .
die ganzzahlige Gleichung, welcher \/1—,, beziehungsweise
—

Function und setzt man ¢(z) = F(—7z), so kann man ebenso
Grenzen angeben, welche

F(arc tg x), F(arc sin #)
tibersteigen miissen. Es genligt zu diesem Ende,
, I+ — .
iarctgy = log \/ i iarcsinx — log (\/1 —x%+ix)

Zu setzen.

Es seien
0(2) = byzP+bzr '+ +b,

eine gegebene ganzzahlige Gleichung plen Grades,



852 ""Mertens,

Oy Ogye v Op
ihre Wurzeln, _ .
815 g5 --+ Gy
numerisch verschiedene ganzzahlige linear-homogene Aus-
driicke von 4, o,,...2, und

b(t) = Ayeri+ Ayetit +Age’d

ein Ausdruck, in welchem A, 4,,... 4, von Null verschiedene
ganze Zahlen bezeichnen. Man bezeichne die nicht kleinere
der beiden Zahlen gp!, 2¢g?'—1 mit p, den Inbegriff aller die
Potenzen £°¢,...¢" enthaltenden Glieder in der Entwicklung von
% (¢) nach Potenzen von ¢ mit » und mit # eine Unbestimmte.
Das {iber alle moglichen Permutationen der Wurzeln a,, a,,... 0,
zu erstreckende Product [1(z—-w) ist eine ganze symmetrische
Function dieser Wurzeln und hat demnach ganze rational-
zahlige Functionen von £ als Coéfficienten bei den einzelnen
Potenzen von u. Ist U derjenige irreductible Factor dieses
Productes, welcher fiir 77z = o verschwindet, so geht derselbe
aus der Multiplication von #—w mit dhnlichen Ausdriicken
1—w,, 11—, ... hervor, welche aus #— durch gewisse Per-
mutationen der Wurzeln a, a,,... 0, entstehen. Es seien ¢,, ¢,,
die Resultate, welche aus $(#) durch eben diese ndmlichen
Permutationen hervorgehen, und man setze

P(8) == 4 (0% (1) by(0)...

P(t) ist eine Summe von Gliedern von der Form Ae*,
wo A eine ganze Zahl und 7 einen ganzzahligen linear-homo-
genen Ausdruck der Wurzeln o, a,,...2, bezeichnen. Sucht
man alle numerisch verschiedenen Werthe von 1 auf und zieht
alle Glieder zusammen, welche dieselbe Exponentialgrosse als
Factor enthalten, so kann der resultirende Ausdruck nicht
identisch verschwinden. Denn im Gegenfalle miisste das Pro-
duct ww,m,..., welches mit P(¢) bis zu den Gliedern mit #*
einschliesslich libereinstimmt, durch 7*+! und daher mindestens
einer der Factoren o, o, ,,... durch /9+! theilbar sein, da die
Anzahl dieser Factoren =< p! ist. Ein solcher Factor hat aber
die Gestalt

Ajenl 4 Agensl 4. 4 A, "
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WO Ty, N+ g aus &, §,...& durch eine Permutation der
Waurzeln a,, 0,,... hervorgehen, und muss nach 3 identisch
verschwinden, wenn er durch #9+! theilbar ist. Es wire also
wo,0, =0 und die irreductible Function U miisste sich
auf # reduciren. Dann wéare aber o = 0 und nach 3 in Wider-
spruch mit der Annahme ¢ (¢) = O.

Hienach ist das Product P(¢) in der Gestalt

P(t) = Cyebt+ Ciebt+ ...+ C, ePn!

darstellbar, wo B, =0 und entweder C, nicht =0 ist, wenn
# =0, oder aber C,, C,,...C, alle von Null verschieden und
By, By, ... By numerisch verschiedene ganzzahlige linear-homo-
gene Ausdriicke von a,, a,,...a, sind, wenn # > 0.

Entwickelt man P(¢) nach Potenzen von ¢ und setzt

2

P@t)=hy+h, % + h, i! +

so sind h, byh,, byh,, ... ganze Zahlen. Denn zunéchst erhellt,
dass %y, %,,...h, rationale Zahlen sind, da P(f) mit ww,0,...
bis zu den Gliedern mit der Potenz #* Ubereinstimmt. Man
beweist dann ganz wie in 6, dass die elementaren sym-
metrischen Functionen von f,, Bs...5, in dem Falle >0
rationale Zahlen sind und dass man demzufolge eine ganz-
zahlige Gleichung vom Grade 7 +1

ayz"tl+az"+  4+a,z=0

aufstellen kann, welche B, B;,...0, zu Wurzeln hat. Die Ratio-
nalitat von %,y, /1,4 2,... folgt dann aus der Formel

aghs-+ahs 1+  +a,hs_, =0,

welche von s =n+1 an gilt. Dass aber bth, ganzzahlig ist,
folgt daraus, dass

hy = C B+ CBE+ ...+ C, Bk
eine ganze ganzzahlige Function kten Grades von ay, o,,... 2,

also bk, eine ebensolche Function der Grossen by, by0,,... by,
ist, welche der Gleichung



854 F/'Mertens,
2P b2l by bye P24 L +bp71b,=0
genligen, also algebraisch ganz sind.

Setzt man nun in der Identitdt (2)

f=agx"Tl4ax'+ .. +a,x
x =00, By, Bu,y
so ergibt sich
G,(0) =G, (B,)
G,(0)et = Gy B+ R, (B))

G, (0) et = G, (B) + R, ()
und hieraus

G,(0)P(1) = A, +0

[\

bg”H—n
WO
1 t
prin+n H’ - CO G" (BO)+CI G" (ﬁl) +...+ Cn G‘» (Bn)

P =CR,B)+GR, )+ ... +C,R,(Ba).
H, ist eine ganze Zahl, da
H, = 1, byt Jg Lo +0=1 by o 41, by +n—=2 B2 hy+- ...
wird, wenn man

Gy(x%) = Iy+ 1L v+ + ...
setzt.

. 1
Wihlt man # wieder so, dass [p&p+t|< o ausfillt, so

4

ist eine der Zahlen H,, H,,...H,, etwa H,, von Null ver-
schieden und man hat

G,OP()| > —

O | fymun+n
2 I pmntn |

[P(1)|> — :
21G,(0) || b+

und daher
1

2 I{!G, (O) L | bo \‘mu-q—u ?

(1) >
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wenn
4, (1) %) .. | Z .

Es kann also 4 (1) nicht Null sein.

Sind in $(¢) die Coéfficienten 4, 4,,... 4, nicht gewdhn-
liche ganze, sondern ganze algebraische Zahlen, so bilde man
mit Hilfe von ¢ Unbestimmten #, #,,...14 den Ausdruck

A+ Ay, + ..+ Aju,

und die irreductible rationalzahlige Gleichung I' = 0, welcher
derselbe gentigt. Ist == Q(w,, 1,,...1,,) das constante Glied
dieser Gleichung, so hat man
Q= Au +Au,+ ... +Ayuy) (A, +Aju,+ . .0).

(A A"+ )
wo Al Al....AY Al ... cbenfalls ganze algebraische Zahlen
sind. Setzt man nun

O (e, ei-:’,...ei'ql) = 4, (%),
so hat §,(¢) die Gestalt
Bewl+B,emn!4 ..,

WO Ty, Ty, ... NUMerisch verschiedene ganzzahlige linear-homo-
gene Ausdriicke von 2, 2,,...2, und B, B,,... ganze Zahlen
bezeichnen. Die Coéfficienten B, B,,... konnen nicht alle Null
sein, da sonst nach 3 auch einer der Ausdriicke

Aled Al esl+ ..
Allest - Alle!+ |

und daher auch Q identisch verschwiinde, was der Irreducti-
bilitit von I' widerspricht.
Danun ¢,(1)| hienach eine angebbare Grenze lbersteigen

muss, so gilt dasselbe von ¢ (1)l
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