Zur Reduection Abel'scher Integrale auf
elliptische

Dr. O. Biermann,

Professor an der k. k. technischen Hoclischule in Briini.

Ist durch die Gleichung f(¥, ) = O ein irreductibles,
algebraisches Gebilde pten Ranges definirt und sind

I(x, ),,.. . I(x, ¥)p

irgend p zugehorige und von einander linear unabhidngige
Integrale erster Gattung, so miissen zwischen den Constanten
der vorgegebenen Gleichung besondere Beziehungen bestehen,
wenn es moglich sein soll, ein Integral erster Gattung

el )+ +epl(x )

in der Art auf ein elliptisches

g
J o
zurtickzufliihren, dass § und 7, d. i. die Quadratwurzel aus einer
ganzen rationalen Function dritten oder vierten Grades in §
rational durch # und y darstellbar sind.

Diese Beziehungen sind zuerst von Herrn Weierstrass,
und zwar in transcendenter Form, abgeleitet worden. Herr
Koénigsberger theilte die von Herrn Weierstrass ermittelten
Relationen fiir den Fall mit, dass f(x, ) =0 ein hyperellip-
tisches Gebilde vom Range 2 darstellt,! und Frau Kowalewski

1 Borchardt's J, Bd. 67, S. 72,
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theilte nicht allein das auf ein beliebiges algebraisches Gebilde
pten Ranges beziigliche Resultat mit, sondern auch den Gang
des Beweises von Herrmn Weierstrass.! Den ersten Beweis
fiir das durch Herrn Kodnigsberger mitgetheilte Resultat
habe ich in den Sitzungsberichten der Wiener Akademie?
dadurch geliefert, dass ich die von Herrn Weierstrass her-
riithrende Darstellung der zu einem hyperelliptischen Gebilde
gehorenden Integrale erster Gattung durch Logarithmen ein-
deutiger, transcendenter und an keiner Stelle (¥, ¥) verschwin-
dender Functionen, der Primfunctionen, bentitzte.

Da ich seither bei anderem Anlasse in den Monatsheften
fiir Mathematik und Physik (Jahrgang III) die Darstellung der
zu einem allgemeinen, irreductiblen algebraischen Gebilde pten
Ranges gehorigen Integrale erster und zweiter Gattung durch
Logarithmen nicht verschwindender Primfunctionen angeben
konnte, will ich nun auch den hierauf zu griindenden Beweis
fiir die allgemeinen Weierstrass'schen Relationen entwickeln,
der mir wegen seiner Einfachheit einer Verdffentlichung werth
erscheint.

Doch sei es wegen eines in der Folge nothigen Satzes
liber Primfunctionen, der an dem letztgenannten Orte noch
nicht vorkommt, aber eine Verallgemeinerung eines Satzes ist,
den ich in den Sitzungsberichten (I. c. S. 967) vorbrachte,
gestattet, kurz von den Primfunctionen zu sprechen.

Wir koénnen und wollen immer voraussetzen, dass das
vorgelegte Gebilde f(x, ¥) = O im Unendlichen nicht verzweigt
sei. Ist dann

H(x, y; 2'y")
eine rationale Function (p—+1)ten Grades, die an den (p+1)
von den singuldren Stellen des Gebildes verschiedenen Stellen:

(Cp dl)" '(CPJ dp) Lll'ld (”KI; yl)a

deren letzte als beweglich betrachtet werden wird, je von der
ersten Ordnung unendlich wird und an einer noch willkiirlich
withlbaren Stelle (¥, ), die auch nicht mit einer singulédren

1 Acta mathematica, t. 4, 1884.
87. Bd., II. Abth., 1883, Mai-Heft, S. 978.
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Stelle des Gebildes zusammenfalle, von der ersten Ordnung
verschwindet, sind ferner die Integrale

Je@w. Mudx  (z=1,...p)

p linear unabhdngige Integrale erster Gattung und sind die
Integrale
J&' (%, p)udx (x=1,. .p),

von denen das angeschriebene einzig und allein an der Stelle

(cu, dy) unendlich werde, und zwar wie die Function (¥—c,)™?,

solche Integrale zweiter Gattung, dass die Beziehung besteht:
a

a
— Hx, y; 2,y = Hi, 9" v, )+
T CRHER) ™ &, 2% x )

P
+ Z {8 % 2)ug(, 1)a—8® )’ W, 3"} @)

a=1

so gelangt man folgendermassen zu den Primfunctionen. Man
fiihre einen geschlossenen Weg (b) ein, der durch keine der
Stellen (%, ¥,) und (c., d.) gehe, nenne die Werthe der {iber ()
erstreckten Integrale:

JeG 3 ! =20, G yude' =24,  (a=1,. p)
und erstrecke die durch
SHx, y; ', y")ax!

angezeigte Integration iiber denselben Weg (b), so ist durch
dieses Integral eine Function ®(x, y) definirt, deren Ableitung
nach x zufolge der Beziehung (a) lautet:

r

d %
— D,y = g’ (x, 9),20L,—g(x, ). 27).
» () azl(a( ») (%, 9)a 2a)

Die Function
e?) = E(x, 9)

ist dann eine eindeutige transcendente nirgends verschwindende
Primfunction, die an den Stellen (¢,, d,) das durch die Formeln
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E@f y8) = co. &% (A +tR 0N * (a=1,. p)
beschriebene Verhalten besitzt und wegen der Formel
H('V(])yO; :V/).y/) — O

an der Stelle (#,, ¥,) den Werth Eins hat.

Entsprechend den p Wegepaaren (ag, b3) eines vollstindigen
Normalquerschnittsystems kann man 2 p Primfunctionen E(, 3)3
und E’(x, »)s (B =1,2,. p) aufnehmen, die allenthalben regu-
laren Verhaltens sind, ausser an den p Stellen (c,, d,), wo die
Entwicklungen gelten:

E@t, 993 = cua € ' (1 4+4PBus (1)),
E/(xt, 98)s = clad” "™ (1 +tBla (1)),

wie man nach Einflihrung der constanten Werthdifferenzen der

Integrale
J&@, »)adx, beziehungsweise [g'(x, y),dx

an dem linken und rechten Ufer der Querschnitte b3 und as, d. 1.
—20,3 und 20);3, beziehungsweise —21,5 und 2'{1&3

auf Grund des Verhaltens der Integrale erster und zweiter
Gattung unmittelbar sieht. Die Werthe von E(x, ); und E’(x, )3
an der Stelle (x,, ¥,) sind Eins.

Da nun aber die fritheren Werthdifferenzen 2w/, und 2'qé
immer in der Form darstellbar sind:

| ! !
2w, = (—2mz w0+ 2 1mg505;)

_[\ g

=

‘ Y
2, = Z (—2milynas + 21m37m0,)

g=1

wo 1y und m} ganze Zahlen bezeichnen, so wird:

dlogEx,y) _ X2 |, dlogE',y);  dlogE( )l
— ) 4 1115
dx - ' dx ! dx f

p=1

x¥, y¢ sind die Symbole fiir Ausdriicke ¢, £ und d, 8, (8), welche
die Umgebung des Gebildes von (¢, , d,) darstellen.



928 O. Biermann,

und

g
E(e, 5) = };(” e,
Bt
d. h. jede Primfunction ldsst sich als Product ganzzahliger
Potenzen der 2p Primfunctionen E(x, y); und E’(x, ); darstellen
(vergl. 1. c. S. 967).
Auf Grund der Relationen zwischen den constanten Werth-
differenzen an den Querschnitten des Normalsystems folgen
nun fiir die Integrale

@) ()
[ st 1ad = e wnd [ g e = 1 ),
(% 5') (20 20)

die Darstellungen

I(x, y)o = — log &y);(—l,
2w i E(x, y); " as

1
I' (%, )« = 5

v

El(x, )37
og [ ] 262
8=1

und das von der Stelle (xy, ¥,) bis (v, ¥) erstreckte Integral
erster Gattung:
P
5 3) =) 1),

=1

nimmt an der Stelle (x; ) die durch den Ausdruck

» 2wy
I El(x, )27
o T B

g w!
2mi ) E(x,9);"

»
-+ S‘ ( 0% kq——')wikq)
hl

angegebenen Werthe an, wenn

—_— s ‘ [ ‘ /
2 w5 = E 2oac;, Zoi— E 2oisc;

und ks, &5 (B =1,2,. .p) beliebige ganze Zahlen bedeuten.
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Soll nun ein Integral I(x, 9) erster Gattung und pten Ranges
auf ein elliptisches erster Gattung zuriickfithrbar sein, dessen
Perioden 2& und 2@®' heissen mdgen und dessen Werthe mit
Hilfe zweier Primfunctionen &(§, ) und 8/(§, 1) durch

é"l(g, .q)Z(T)
57 8 B 1)

+ (2ap/—26'p)

ausdriickbar sind, wo u und p’ ganze Zahlen bezeichnen, so
muss eine Gleichung von der Form

]—ll (v’y) gwl" . &}’(&’ »q)2~u')
E@,»)3% 8¢ 7

bestehen, wo C und ¢ Constante bedeuten. Wir miissen
daher durch eine eindeutige, und zwar — wie es die Natur
der Primfunctionen verlangt — rationale Transformation

E=0p ), 1=140,2)

von den Primfunctionen 8(§ 1) und 8/(§ ) zu solchen Prim-
functionen €, ¥) und €’(r, ) des Gebildes vom pten Range
gelangen konnen, dass
C@I(,L y)ZU)
&(x,

ein Ausdruck fiir das reducible Integral pten Ranges ist.
Die Formen fiir die neuen Primfunctionen lauten aber nach
dem fritheren Satze:

C(x, y) = ﬂ E'(x, )5 E(x, )",

' (x,9) =] | B/ )HE@ )%,

“
g

daher ist nur auszudriicken, dass der Ausdruck:

cl_[ E/(x y)u 9(uE(:v, J/)%”;%Zd)
26!

| (x5 Ex, )3
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ein Integral erster Gattung darstellt, also nirgends unendlich
wird, d. h. es miissen die Entwicklungen um die singulédren
Stellen (c,, d,) der Primfunctionen E; und E{ so beschaffen
sein, dass die Singularitdten aufgehoben werden; es miissen
die p Relationen

2&(Wion . AU Oy O+ A1 0)—
—2&/(n,0h+ . 10,1120, + 111, 04p) = O
(z=1,2,. .p)

bestehen. Doch diese Gleichungen erfordern, dass die folgenden
—1 . .
p_(}z?__) Determinanten verschwinden:
(2] whi+ U Oy Ou 4 . 112, 0)
! 1
. (12,031 + + 12, 008,11, w3y + —+ 9125 03y,
— (0. Oy @y T, 0g,) .
! !
C(mjosd- . Fupes, o+ 41, 05,)
@B=1,2. p;afp
Ist nun die Determinante

S (0, c0p)

mit (w) und die dem Elemente 0,3 zugehdrende Unterdeterminante
mit (w),3 bezeichnet, und fiihrt man die $-Moduln

)
\ W, (®)us

Tf"{ = ’L'-‘,ﬁ - L (('.))
=1
ein, worauf
m;‘[ = (’)r/.lfl-(+ +(')uprp-;

wird, so lauten die letzten (Z;

4

> Relationen folgendermassen:

'\ Iyl /
L I(o,”(m.f +niTa+ aT,) og (11T Hnty) | —
I\& y

N A

— ] 2 ! ! 1! —

( ) Ot A10 T+ +1ZPT'(P)> (S o, (11T + +”prwl)> =0
e o



Reduction 'Abel'scher Integrale auf elliptische. 931

oder auch
[OPS] [OF0) My1  Wy3 Wy p—1 ®
TR T T T T T e — 0, 2)
w31 O Wg Oz | 03 p1 oz | (B)
wenn

— (114! / / )
T, = (mi+nit +.  +1upTip) (M, 41Ty + . . +1,T,) —

/ ! /
— (my T+ Fnpty) (T, . A 1T2p)

T(p) = (mpy_ s+ 1Ty g1 ATy, p) (M1 Ty 1Ty ) —
2

7 14 / / !
— (M 1Ty g A npTyt, ) (W Ty A1 T,)
ist.

Man erhilt <‘Z) solcher Gleichungen wie (2), und da, wie

"L/

sehr leicht zu sehen ist, die Determinante des in den Grossen T
linearen Gleichungensystems den Werth

(w)P—!
hat,! also nicht Null ist, so muss nothwendig
7,=0,T,=0,. T<,2,):O
sein und somit

my T+ Ty My T,, + 1y Ty
" ! / - / / / -
my+n T+ +MpTiy M1 Ty Ty

T 1,Ty,,
R 7 7
18,4121t + 12T

werden.

Diese Relationen sagen ebenso wie die voranstehenden
nichts Anderes aus, als dass die Moduln der transformirten
J-Function:

!/ ! /

T .‘EI,I,

‘Clr 27 "1, 30"

alle verschwinden; und das sind die Weierstrass’'schen trans-
cendenten Beziehungen, unter welchen ein Integral pten Ranges
auf ein elliptisches zuriickfiihrbar ist.

! Was schon Herr Francke (Crelle J. 61, S. 350) bewiesen hat, wie in
Baltzer's Lehrbuch zu finden ist.
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