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Zur Reduction Abelseher Integrale auf 
elliptische

Dr. O. Biermann,
P ro fe sso r  an d e r  k. k. technischen H ochschule in  B rün n .

Ist durch die Gleichung f ( x , y )  — 0 ein irreductibles, 
algebraisches Gebilde Ranges definirt und sind

I ( x ,y )  v ...I{x, y )p

irgend p  zugehörige und von einander linear unabhängige 
Integrale erster Gattung, so müssen zwischen den Constanten 
der vorgegebenen Gleichung besondere Beziehungen bestehen, 
wenn es möglich sein soll, ein Integral erster Gattung

c j i x , y )  1 +  + c pI(x, y )p

in der Art auf ein elliptisches

zurückzuführen, dass i  und yj , d. i. die Quadratwurzel aus einer 
ganzen rationalen Function dritten oder vierten Grades in i 
rational durch x  und y  darstellbar sind.

Diese Beziehungen sind zuerst von Herrn W e ie r s t r a s s ,  
und zwar in transcendenter Form, abgeleitet worden. Herr 
K ö n i g s b e r g e r  theilte die von Herrn W e i e r s t r a s s  ermittelten 
Relationen für den Fall mit, dass f ( x , y )  =  § ein hyperellip
tisches Gebilde vom Range 2 darstellt , 1  und Frau K o w a l e w s k i

J B o r c h a r d t ’s  J. ,  Bd .  6 7 ,  S.  7 2 .
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theilte nicht allein das auf ein beliebiges algebraisches Gebilde 
p ten Ranges bezügliche Resultat mit, sondern auch den Gang 
des Beweises von Herrn W e i e r s t r a s s . 1 Den ersten Beweis 
für das durch Herrn K ö n i g s b e r g e r  mitgetheilte Resultat 
habe ich in den Sitzungsberichten der Wiener Akademie 2 

dadurch geliefert, dass ich die von Herrn W e i e r s t r a s s  her
rührende Darstellung der zu einem hyperelliptischen Gebilde 
gehörenden Integrale erster Gattung durch Logarithmen ein
deutiger, transcendenter und an keiner Stelle (x, y )  verschwin
dender Functionen, der Primfunctionen, benützte.

Da ich seither bei anderem Anlasse in den Monatsheften 
für Mathematik und Physik (Jahrgang III) die Darstellung der 
zu einem allgemeinen, irreductiblen algebraischen Gebilde p ^n 
Ranges gehörigen Integrale erster und zweiter Gattung durch 
Logarithmen nicht verschwindender Primfunctionen angeben 
konnte, will ich nun auch den hierauf zu gründenden Beweis 
für die allgemeinen W e i e r s t r a s s ’schen Relationen entwickeln, 
der mir wegen seiner Einfachheit einer Veröffentlichung werth 
erscheint.

Doch sei es wegen eines in der Folge nöthigen Satzes 
über Primfunctionen, der an dem letztgenannten Orte noch 
nicht vorkommt, aber eine Verallgemeinerung eines Satzes ist, 
den ich in den Sitzungsberichten (1. c. S. 967) vorbrachte, 
gestattet, kurz von den Primfunctionen zu sprechen.

Wir können und wollen immer voraussetzen, dass das 
vorgelegte Gebilde f ( x , y )  =  0 im Unendlichen nicht verzweigt 
sei. Ist dann

H { x ,y \  x 'y ' )

eine rationale Function (p-f-l)ten Grades, die an den (p  -f-1) 
von den singulären Stellen des Gebildes verschiedenen Stellen:

-(Pr>dp) u n d

deren letzte als beweglich betrachtet werden wird, je von der 
ersten Ordnung unendlich wird und an einer noch willkürlich 
wählbaren Stelle (x0 , y 0), die auch nicht mit einer singulären

3 Acta mathematica, t. 4, 1884.
87. Bd., II. Abth., 1883, Mai-Heft, S. 978.
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Stelle des Gebildes Zusammenfalle, von der ersten Ordnung 
verschwindet, sind ferner die Integrale

} 'g(x ,y)adx (a =  \ , . . . p )

p  linear unabhängige Integrale erster Gattung und sind die 
Integrale

y ) o d * ( a = l , .  . p ) ,

von denen das angeschriebene einzig und allein an der Stelle 
(ca, da) unendlich werde, und zwar wie die Function (x— ca) ~ \  
solche Integrale zweiter Gattung, dass die Beziehung besteht:

—  * ' ,y )  =  -^ 7 H (* ' ,y ; x , y )  +
dx dx

p

+ ^  Ig ’(x> y ) * g ( x ’ , y r)r,— g(x, y ) ag ’ ix’, y ' ) a| a)
a — 1

so gelangt man folgendermassen zu den Primfunctionen. Man 
führe einen geschlossenen W eg (b) ein, der durch keine der 
Stellen (x0 , y 0) und (ca, da) gehe, nenne die Werthe der über (b) 
erstreckten Integrale:

S i{x ' ,y ')adx'  =  2  < ,  j g ( x f, y ' ) adx' — 2 rfa (a =  1 ,. p)

und erstrecke die durch

SH(x, y ; x1, y ' )  dx'

angezeigte Integration über denselben W eg (b), so ist durch 
dieses Integral eine Function <&(x, y )  definirt, deren Ableitung 
nach x  zufolge der Beziehung (a) lautet:

d -
—  & (y,y) — y  y)* 2 < — g (*,y \  2 <)■
dx t—La = 1

Die Function
e^(x,y) — E (x ,y )

ist dann eine eindeutige transcendente nirgends verschwindende 
Primfunction, die an den Stellen (ca, da) das durch die Formeln
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E{x?,y 't) =  ca.e2 m‘*‘- ' ( \+ ty ,„ ( t ) )*  (a =  l , .  p )  

beschriebene Verhalten besitzt und wegen der Formel 

H (x , , y 0; x ' , y ' )  =  0

an der Stelle (x0, y 0) den Werth Eins hat.
Entsprechend d en p Wegepaaren {a^bj) eines vollständigen 

Normalquerschnittsystems kann man 2p  Primfunctionen E(x,y)$ 
und E ' ( x , y \  (ß =  1,2,. p) aufnehmen, die allenthalben regu
lären Verhaltens sind, ausser an den p  Stellen (ca, da), wo die 
Entwicklungen gelten:

E ( x f ,  y f ) f  -  1

E \ x f ,  yt)-; =  +  t ^ ( f ) \

wie man nach Einführung der constanten Werthdifferenzen der 
Integrale

§g(x> y)adx, beziehungsweise §g'(x, y ) adx  

an dem linken und rechten Ufer der Querschnitte b$ und a$, d. i. 

— 2 (üap und 2 oi«ß, beziehungsweise — 2 ~qâ  und 2 yfâ

auf Grund des Verhaltens der Integrale erster und zweiter 
Gattung unmittelbar sieht. Die Werthe von E(x,y)$  und E \x ,  y)$ 
an der Stelle (x0 , y 0) sind Eins.

Da nun aber die früheren Werthdifferenzen 2 o/a und 2'qi 
immer in der Form darstellbar sind:

v
2 to',. —  y  (— 2 m '? L0ao +  2 1H? oSa?l)
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3 = 1 
p

fj = l

wo M'j und ganze Zahlen bezeichnen, so wird:

d logE (x ,y )  _  d log E'(x, y ) ?  ̂ , d log E  (x, y ) ?11
” dx ~  Z i  ( dx ~dx (

,-v“ , y f  sind die Symbole für Ausdrücke c a ~ h t  und d r j  +  ^s4-iot(0> welche 
die Umgebung des Gebildes von (ca , d a) darstellen.
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und

£ ( i , j 0  =  n ^ P
M  E ( x , y ) f f

d. h. jede Primfunction lässt sich als Product ganzzahliger 
Potenzen der 2 p  Primfunctionen E(x,y)^  und E'(x,y)$ darstellen 
(vergl. 1 . c. S. 967).

Auf Grund der Relationen zwischen den constanten W erth 
differenzen an den Querschnitten des Normalsystems folgen 
nun für die Integrale

(-v.v) P (xy)
g(* ,y)adx =  I ( x ,y )a und / g '(x ,y )adx =  I '(x ,y )a

(*0 jV()) (A 0 1’y)

die Darstellungen

I(x ,  _>/)«=-— - log
2  711 I I

9 2 8  0. ßi e r m a n n ,

%i 0 =i ’a?

1 p j

3=1

Ti f  \ PT E ' ( x ,  y ) ^  r‘a t
r(*>y)« =  —  lQg — — A v t2 ra I I  E (x ,y )? '*?

und das von der Stelle (x0, y Q) bis (x, y)  erstreckte Integral 
erster Gattung:

v
y) =  V  cyl(x,y)-t 

v=i

nimmt an der Stelle (x ,y)  die durch den Ausdruck

— log f i  p f  % + y2 m  1 • E(x,y)cj 3 Z_i 
3 =t ‘ p=i

angegebenen Werthe an, wenn

2 (Op 3= ^  2 (o7? C--, 2 wj _  ^  2 c,

und fy, (ß =r 1, 2,. . p) beliebige ganze Zahlen bedeuten.
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Soll nun ein Integral I ( x ,y ) erster Gattung und jpten Ranges 
auf ein elliptisches erster Gattung zurückführbar sein, dessen 
Perioden 2w und 2 Co' heissen mögen und dessen Werthe mit
Hilfe zweier Primfunctionen <S(£, r[) und <§'(€, if]) durch

1  &'(£ ■n')2“

ausdrückbar sind, wo ^ und \s! ganze Zahlen bezeichnen, so
muss eine Gleichung von der Form

" Ef( x , y ) p _ & ' ( i r q ) 2r  T-r & v w  [5 1 _  w ’U
I I E ( x , y ) \ ai ~  s (€^)2a? = i E ( x , y )

bestehen, wo C und c Constante bedeuten. W ir müssen 
daher durch eine eindeutige, und zwar ■—■ wie es die Natur 
der Primfunctionen verlangt — rationale Transformation

i  =  < p ( x ,y ) ,  7] =  d > ( x ,y )

von den Primfunctionen <§(£,?]) und <§'(£, v|) zu solchen Prim
functionen ©(#, y )  und Q t ' ( x , y )  des Gebildes vom p ten Range 
gelangen können, dass

c -
& (x ,y )2c"'

ein Ausdruck f ü r  das reducible I n t e g r a l s t e n  Ranges ist.
Die Formen für die neuen Primfunctionen lauten aber nach 

dem früheren Satze:

8 ( z ,y )  =  p [  E ' ( x , y ) p E ( x , y j p ,
[ i

& ( x , y )  =  j~~JE>  (*, y) ? p E  y ) P >
fi

daher ist nur auszudrücken, dass der Ausdruck: 

p
c JJ E ' i x . y p “ " E (x ,y )
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ein Integral erster Gattung darstellt, also nirgends unendlich 
wird, d. h. es müssen die Entwicklungen um die singulären 
Stellen (ca, dg) der Primfunctionen E$ und El, so beschaffen 
sein, dass die Singularitäten aufgehoben werden; es müssen 
die p  Relationen

2 w (n[ co* i +  . . +  n'p <a'ap +  m[ coai +  . +  m p (üap)—
— 2 w/(w1 (ö,c1i + .  + « J7ö>«j, + w 1 (oal+  + m p o)ap) — 0

bestehen. Doch diese Gleichungen erfordern, dass die folgenden

mit ( cd) und die dem Elemente 10^  zugehörende Unterdeterminante 
mit (w)« 3  bezeichnet, und führt man die fr-Moduln

( a  =  1 ,  2 , .  . p )

p( P — 1 )-±— -------  Determinanten verschwinden:
2

( n [  (o« i +  . + n p  ( a ' a p  +  m [  toa i +  . . +  m ' p  t a ap) .

• ( ^ 1 W 31  +  +  Up +  Ü ) (g J +  +  fUp lOflp)

—  ( n ±  00*1 +  • + U p  < t > * p  +  +  +  M p  O i a p )  •

i +  . -\ -1lp  O J S ^  tOoj -f-  -J-1Hp 0)pp )

(a, ß =  1 , 2 ,. p; a =j= ß)

Ist nun die Determinante

S ± ( W n , -  •

zL  (co)

ein, worauf
wcq — ~f~Map̂ p-(

wird, so lauten die letzten Relationen folgendermassen:
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oder auch

W«1 W«2 1 T 
1

Wal
“ “ 3 | r , + . . + W a, p —1 W ap

W<3i 0)ß2 | Wßl Wp3 | p — l w pp

wenn 
Tx—  ( m [ + n [x n - 

— (m 1 -bn 1 xn -

T© _ °’

+  MpXlp) (m 2 +  7^T21 +  . . +  tlpX2p) —

-+ -  npxlp) ( m'2 -+ -  n[x2 x +  . +  np x2p)

2)

=  (m'p-i +n [xp_  1 ;i + . . .  ~{-n'pXp_x,p) (inp +  nlxpi + . .  . +

—  (mp - 1  +  , i  4 - . .  +  n'pvp- u  ( « 4 + n[xpl +  ... +  np xpp)
ist.

Man erhält solcher Gleichungen wie (2), und da, wie

sehr leicht zu sehen ist, die Determinante des in den Grössen T  
linearen Gleichungens3^stems den Werth

(co) ^ - 1

hat , 1 also nicht Null ist, so muss nothwendig 

T, =  0 , T 2 =  0,

sein und somit

+  1 i p  X \ p  i h 2  - f -  +

■n'x -t-Mptlp iu'2 +  1l[x2l ■ . +  n'px2p ~

1’t t p  - f - 11^Xp \ — +  1 1 ,,Xp  "PP

n/ip~\~ii^Xp\ l ~h‘ii'ptpp
werden.

Diese Relationen sagen ebenso wie die voranstehenden 
nichts Anderes aus, als dass die Moduln der transformirten 
■!>-Function:

x' x' x(
1 1 2 ’ 1 1 3  ’ • 1 i P

alle verschwinden; und das sind die W e i e r s t r a s s ’schen trans- 
cendenten Beziehungen, unter welchen ein Integral s ten Ranges 
auf ein elliptisches zurückführbar ist.

1 W as schon Herr F r a n c k e  (Crelle J. 61, S. 350) bewiesen hat, wie in 
B a l t z e r ’s Lehrbuch zu finden ist.
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