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Uber einen mechanisechen Satz Poincaré’s

Ludwig Boltzmann,
M. k. Akad.

In der Entgegnung?® gegen Herrn Zermelo's Abhandlung:
»Uber einen Satz der Dynamik und die mechanische Warme-
theorie« 2 habe ich den daselbst angefiihrten Satz Poincaré’s
ohne Weiteres zugegeben, da derselbe meinen wéarmetheore-
tischen Satzen nicht nur nicht widerspricht, sondern diese
sogar bestdtigt. Natlirlich habe ich damit keineswegs dem
vom Herrn Zermelo am citirten Orte gegebenen Beweise des
Poincaré’schen Satzes zugestimmt. Dieser Beweis scheint
mir vielmehr so wenig bis zur vollstdndigen Klarlegung aller
Umstdnde, worauf es ankommt, ausgearbeitet zu sein, dass
ich es nicht fur dberfliissig erachte, nochmals auf die Sache
zurlickzukommen und eine moglichst gedrangte Darstellung
des Satzes selbst und seines Beweises zu geben.

Die Grundlage desinRede stehenden Satzesist die Eindeutig-
keit und Umkehrbarkeit der Integrale der mechanischen Diffe-
renzialgleichungen® und das Liouville'sche Theorem. Sei die
Lageeinesbeliebigen mechanischen Systems durch#z generalisirte
Coordinaten p,, p,,... p» gegeben. q,, q,,...q, seien die dazu-
gehdrigen Momente. Das System gehe zweimal von demselben

1 Wied. Ann., Bd. 37, S. 773, 1896.

2 Wied. Ann., Bd. 57, S. 485, 1896.

3 Damit diese garantirt sei, geniigt es nicht, dass die Kréfte stetige ein-
deutige Functionen der Coordinaten sind. Auch in diesem Falle kénnen, wenn
die Ableitungen dieser Functionen unendlich werden, die Integrale mehrdeutig
sein. (Vergl. Cauchy-Moigno-Schnuse, Integralrechnung 1846, S. 288
und 387; Lipschitz, Lehrbuch der Algebra, S.504; Picard j. de math. 1890,
Bull. d. sciens.; Boussinesq, Par. c. r. 84, p. 944).
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Anfangszustande, d. h. denselben Anfangswerthen der Coordi-
naten und Momente aus. Der Zustand (worunter wie immer der
Inbegriff der 212 Werthe sdémmtlicher Coordinaten und Momente
verstanden werden soll), den es das einemal nach Verlauf einer
gewissen Zeit ¢ erreicht, soll also niemals irgendwie verschieden
sein konnen von dem Zustande, den es das anderemal nach
Verlauf derselben Zeit erreicht. Die Bewegung soll vollkommen
umkehrbar sein; dann kénnen auch niemals zwei verschiedene
Anfangszustdnde wihrend derselben Zeit zu dem gleichen End-
zustande fiihren. Dieser Satz heisse der Satz 4.

Wir denken uns nun dasselbe System, dessen Bewegung
durch dieselben Differentialgleichungen bestimmt ist, unend-
lich oftmal vorhanden und jedesmal wieder von anderen
Anfangszustdnden ausgehend. Alle diese Anfangszustdnde
sollen jedoch so beschaffen sein, dass in der Folgezeit nie-
mals der Werth irgend einer der Coordinaten oder eines der
Momente unendlich wird. Es muss sich daher jedenfalls ein
endliches Gebiet H von endlicher Ausdehnung 7 angeben
lassen, innerhalb dessen die Zustidnde liegen, welche alle
betrachteten Systeme nach beliebig langer Zeit annehmen.

Sehr viele (V) aller dieser Systeme sollen so beschaffen
sein, dass ihr Anfangszustand, d. h. der Zustand zur Zeit =/
durch alle moglichen Punkte eines gewissen kleineren, jedoch
ebenfalls endlichen Gebietes g, von der Ausdehnung v dar-
gestellt sind.

Unter einem endlichen Gebiete verstehen wir den Inbegriff
aller Combinationen aller Werthe der Variabeln p,, p,,...g,,welche
folgenden Bedingungen geniigen: Keiner der Werthe der Varia-
beln darf unendlich werden. Der Werth der ersten dieser Variabeln
muss zwischen gewissen um Endliches verschiedenen Grenzen
liegen. Fiir jeden dieser Werthe der ersten Variabeln bis auf eine
Zahl von Werthen, die gegen die Gesammtzahl dieser Werthe
verschwindet, muss auch der Werth der zweiten Variabeln
zwischen gewissen um Endliches verschiedenen Grenzen liegen,
welche bis auf eine endliche Zahl von Spriingen continuirliche
Functionen des gewahlten Werthes der ersten Variable sind.
Fiir alle Werthepaare der beiden ersten Variabeln (wieder
bis auf eine gegen die Gesammtzahl der Werthepaare ver-
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schwindende Zahl von Werthepaaren) muss auch der Werth
der dritten Variabeln zwischen gewissen endlichen Grenzen
(Functionen der beiden Werthe der beiden ersten Variabeln)
liegen u. s. f. bis zur letzten Variabeln. Eine bestimmte Com-
bination von Werthen der Variabeln p,, p,,...q,, welche diesen
Bedingungen geniigen, also innerhalb des Gebietes liegen,
nennen wir einen Punkt dieses Gebietes. Der durch die be-
treffenden Werthe der Coordinaten und Momente definirte
Zustand heisst der durch diesen Punkt dargestellte oder ihm
entsprechende Zustand oder ein in diesem Gebiete liegender
Zustand. Ein Gebiet kann daher im Allgemeinen durch eine
Ungleichung von der Form

f(py Pose qu) =0

dargestellt werden. Unter der Ausdehnung eines Gebietes
verstehen wir das bestimmte Integrale [ .dp,dp,...dq,
erstreckt iber alle Werthecombinationen der Variabeln, die in
diesem Gebiete liegen, d. h. also tiber alle Punkte des Gebietes.

Da g, ein wenn auch sehr kleines, doch endliches Gebiet ist,
so muss der Quotient V/y endlich sein. Es sei » die erste ganze
Zahl, die grosser als dieser Quotient ist, so dass man also hat:

n=V/. 1)

Ferner sei 4 eine beliebige endliche Zeit. Die Zustadnde
unserer N Systeme sollen zur Zeit ¢, = #,+3& im Gebiete g(t),
zur Zeit £, = {,+29% im Gebiete g¢® u. s. f. liegen. Wir haben
nun zwei Falle zu unterscheiden.

Fall 1. Die Gebiete g, g@, | g® haben, wie immer wir
die Lange der endlichen Zeit & und wie gross wir die Zahl %
wiahlen mogen, immer endliche Theile mit dem Gebiete g,
gemein. Dann gibt es in aller Zukunft unter den N Systemen
2ine unendliche Anzahl von solchen, deren Zustinde einem
Punkte des Anfangsgebietes g, entsprechen.

Fall 2. Das sub Fall 1 Gesagte tritt nicht ein; dann sei =
die kilirzeste Zeit, nach welcher das von den Zustidnden der
N Systeme erfiillte Gebiet keinen endlichen Theil mehr mit dem
Gebiete g, gemein hat. Der'Satz Poincaré’s geht nun dahin, dass
sich dann immer eine endliche Zeit angeben ldsst, nach welcher
wieder die Zustdnde unendlich vieler der N Systeme Punkten
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des Gebietes g, entsprechen. Da dies nun im Falle 1 fiir jede
beliebige endliche verstrichene Zeit gilt, so kann man sagen:
Entweder es entsprechen Uberhaupt immer die Zustdnde einer
unendlichen Zahl der N Systeme gewissen Punkten des An-
fangsgebietes g, oder, wenn dieser Fall nicht zu allen Zeiten
zutrifft, so tritt er immer eine endliche Zeit, nachdem er auf-
gehort hat, zuzutreffen, wieder ein. Wenn dem Gebiete g, kein
Punkt, der der Ruhe in einem Gleichgewichtszustande ent-
spricht, fiir den also alle Momente Null und alle Coordinaten
constant sind, angehdrt oder unendlich nalie liegt, so kann
iibrigens das Gebiet g, immer so klein gewdhlt werden, dass
nicht der Fall 1, sondern der Fall 2 eintritt.

Wir haben nur noch den Poincaré’schen Satz im Falle 2
zu beweisen. Es seien g, g,,. die Gebiete, innerhalb deren
zu den Zeiten £, =1{,+r, respective £, =7/, +2t... die Zustdnde
unserer N Systeme liegen, deren Anfangszustdnde durch
sammtliche Punkte des Gebietes ¢, dargestellt wurden. Wir
verfolgen zunichst die Bewegung der N Systeme bis zur Zeit
t, —=t,+mnt. Die gesammte Ausdehnung aller Gebiete g;, £,-.. gu
wire, wenn kein einziges dieser Gebiete mit irgend einem
anderen einen endlichen Theil gemein hatte, gleich #y. Nun
missen aber alle diese Gebiete im Gebiete H liegen, daher
kann ihre Gesammtausdehnung nicht grésser als V sein, und
da nach der Ungleichung 1) 7y >V ist, so miissen wenigstens
zwei der Gebiete g, g;,. .g&, einen endlichen Theil gemein
haben. Es mogen dies die Gebiete g, und g sein, wobei a
und b zwei verschiedene ganze Zahlen sind, die kleiner oder
hochstens gleich 7 sind; & sei die grossere derselben. Der
gemeinsame Theil der beiden Gebiete sei s. Das Gebiet s
muss ein continuirlich zusammenhéingendes sein. Es kann
nicht durch unendlich viele Punkte, die Mannigfaltigkeiten von
weniger als 27 Dimensionen bilden und nicht den Gebieten g,
und g, gemeinsam sind, in unendlich viele unendlich wenig
ausgedehnte Theile getheilt werden; denn dann miisste minde-
stens eines der Gebiete g, oder g, selbst Theile haben, die in
solcher Weise aus lauter unendlich kleinen, nicht zusammen-
hingenden Theilen bestehen, was unmoglich ist; denn wenn
die Krifte im ganzen Gebiete eindeutige nach dem Taylor'scher
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Lehrsatze entwickelbare Functionen der Coordinaten sind, so
kdnnen nicht die Zustdnde solcher Systeme nach einer endlichen
Zeit ein unzusammenhdngendes Gebiet erfiillen, welche vor
dieser Zeit ein continuirlich zusammenhdngendes Gebiet g,
erfiillten, was wir den Satz C nennen wollen. Jeder Punkt des
Gebietes s gehdrt sowohl dem Gebiete g,, als auch dem
Gebiete g an, d. h. den ihm entsprechenden Zustand hat eines
unserer N Systeme (das System S,) zur Zeit #, = #,+at und
auch eines unserer N Systeme (das System Sp) zur Zeit
t, = t,+br. Es muss daher nach dem Satze A das System S,
auch zur Zeit #,_y —={,+(a—1)t genau denselben Zustand
haben wie das System S, zur Zeit £, —=#,+(&#—1)t. Da ersterer
Zustand dem Gebiete g,_4, letzterer dem Gebiete g,_; angehort,
so milssen also auch die letzteren zwei Gebiete einen gemein-
samen Punkt haben, und da dasselbe von allen Punkten des
Gebietes s gilt, so miissen, sobald die Gebiete g, und g, einen
gemeinsamen Theil s haben, auch die beiden Gebiete g,_;
und gp—1 einen gemeinsamen Theil s’ haben, dessen Aus-
dehnung nach dem Liouville’'schen Satze gleich der Aus-
dehnung des Gebietes s sein muss, was wir den Satz B nennen
wollen. Denn das Gebiet s umfasst die Zustdnde aller Systeme,
deren Zustdnde vor der Zeit t innerhalb s’ lagen, genau so wie
das Gebiet g; die Zustdnde aller Systeme umfasst, deren Zustand
vor der Zeit T innerhalb g, lagen. Schliesst man ebenso von a —1
und b —1 auf a—2 und b—2 u. s. f, so liberzeugt man sich,
dass auch die Gebiete g, und g, ein Gebiet s, von derselben
Ausdehnung wie das Gebiet s gemein haben miissen. Es muss
also unter den Gebieten g, &,,-.. £, mindestens eines existiren,
welches einen endlichen Theil s, mit dem Gebiete g, gemein
hat. Da jeder Punkt des Gebietes s, innerhalb des Gebietes
gp—a liegt, so stellt er den zur Zeit £,+(b—a)r gehodrigen
Zustand eines unserer N Systeme (des Systems X) dar. Das
System X ist also ein Beispiel eines unserer N Systeme,
welches wihrend der Zeit (b—a)t zu einem Zustande zurlick-
kehrt, der wieder durch einen innerhalb g, liegenden Punkt
dargestellt wird, und da dasselbe von jedem anderen Punkte
des Gebietes s, gilt, so haben wir den zu beweisenden Satz
bewiesen, dass unendlich viele von den .V Systemen, deren
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Anfangszustdnde durch Punkte des Gebietes g, dargestellt sind,
nach Verlauf einer Zeit, die kleiner als #t ist, wieder zu einem
Zustande zurlickkehren missen, der irgend einem Punkte des
Ausgangsgebietes g, entspricht. Sind die Ausdehnungen 7y
und TV, sowie die Zeit © gegeben, so ist nt eine endlich angeb-
bare Zeit. Wir konnen also den bewiesenen Poincaré’schen
Satz, indem wir das Ausgefiihrte nochmals zusammenfassen,
wie folgt aussprechen:

Wir betrachten N Systeme, deren Anfangszustande durch
sammtliche Punkte eines beliebigen endlichen Gebietes g, von
der Ausdehnung 7 dargestellt sind und nehmen an, dass flir
keines dieser Systeme der Werth irgend einer Coordinate oder
eines Momentes, wenn es sich auch noch so lange bewegt,
unendlich wird, so dass sich ein Gebiet von endlicher Aus-
dehnung V angeben ldsst, ausserhalb dessen keiner der nach
beliebiger Zeit folgenden Zustdnde unserer N Systeme liegt.
Es sind dann zwei Falle moglich: Im Falle 1 entsprechen in
jedem Momente einer beliebig langen endlichen, auf den Zeit-
anfang folgenden Zeit die Zustidnde einer unendlichen Zahl
unserer N Systeme Punkten desselben Gebietes g,. Im IFalle 2
ist dies nach einer endlichen Zeit © nicht mehr der Fall, muss
aber jedenfalls nach einer Zeit, die kiirzer ist als die endliche
Zeit Vz/q, wieder eintreten. Da dasselbe natiirlich auch von
jeder Kkleineren endlichen Unterabtheilung des Gebietes g, gilt,
so konnen wir sagen: Es kann unter den N Systemen zwar
solche (sogar deren unendlich viele) geben, deren Zustdnde
in einer endlichen Zeit das Gebiet g, verlassen und niemals
wiahrend einer beliebig langen Zeit wieder in dasselbe zurick-
kehren; allein die Punkte P, welche die Anfangszustiande aller so
beschaffenen Systeme darstellen, konnen im Anfangsgebiete g,
niemals ein Gebiet von endlicher Ausdehnung bedecken. Sie
bilden,wiesich Poincaré ausdriickt,singuldre FFélle. In der That,
wenn wir die Punkte des Anfangsgebietes g,, welche solchen
Systemen entsprechen, deren Zustdnde dasselbe entweder
wahrend beliebig langer Zeit nicht verlassen oder nach endlicher
Zeit wieder zu Punkten des Anfangsgebietes zurtickkehren, mit
Q bezeichnen, so haben wir bewiesen, dass in jeder Unter-
abtheilung des Gebietes g, von endlicher Ausdehnung unendlich

Sitzb, d. mathem.-naturw, CL.; CVI, Bd., Abth.IL 2
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viele Punkte Q existiren, welche auch ein endlich ausgedehntes
Gebiet bedecken, von dem allerdings noch nicht bewiesen ist,
dass es nicht kleiner als die betreffende Unterabtheilung sein
kann. Das Gebiet g, ist ein 2n-fach ausgedehntes. Es kann
nach dem Bewiesenen kein endlicher Theil von g, in unend-
lich viele unendlich dicht gedridngte Mannigfaltigkeiten von
weniger als 2# Dimensionen zerfallen, die abwechselnd bald
aus Punkten P, bald aus Punkten Q bestehen. Die Zahl der
Punkte P innerhalb des Gebietes g, muss also unendlich klein
im Vergleich mit der Zahl der Punkte Q sein. Die Punkte P
konnen nirgends ein endliches zusammenhédngendes Gebiet und
auch nicht unendlich viele unzusammenhéngende Gebiete, deren
Gesammtausdehnung einem endlichen gleichkédme, erfiillen.
Wir haben bisher nur von der einmaligen Wiederkehr des
den Zustand darstellenden Punktes in das Anfangsgebiet g,
gesprochen, da der Beweis einer solchen fiir die wirmetheo-
retische Anwendung vollkommen geniigt. Nur der Vollstindig-
keit halber will ich kurz ausfiihren, wie eine beliebig oftmalige
Wiederkehr zu beweisen ist. Nehmen wir eine Zahl von singu-
laren Punkten aus, d. h. solchen, deren Inbegriff nur eine unend-
lich kleine Ausdehnung hat, so stellt jeder Punkt D des Anfangs-
gebietes g, den Anfangszustand eines Systems dar, dessen
Zustand nach irgend einer endlichen Zeit £ <<Vt/y wieder durch
einen Punkt E des Gebietes g, dargestellt wird. Wegen des
Satzes C muss es ein endliches, den Punkt D umgebendes,
innerhalb g, liegendes Gebiet %, von solcher Beschaffenheit
geben, dass jeder Punkt desselben den Anfangszustand eines
Systems darstellt, dessen Zustand zur Zeit ¢ wieder durch einen
Punkt eines anderen endlichen innerhalb ¢, liegenden, den
Punkt £ umgebenden Gebietes & dargestellt wird. Von diesem
Gebiete % gilt aber dasselbe, was von jedem endlichen Theile des
Gebietes g, bewiesen wurde. Mit Ausnahme singuldrer Punkte
stellen alle Punkte desselben Zustdnde von Systemen dar, deren
Zustand nach abermals einer endlichen Zeit wieder durch einen
Punkt des Gebietes £ und daher auch des Gebietes g, dar-
gestellt wird. Die Zustdnde aller dieser Systeme wurden also zu
Anfang und dann noch zweimal durch Punkte des Gebietes g,
dargestellt. Da dasselbe wie vom Gebiete %, auch von jedem
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anderen endlichen Theile des Gebietes g, gilt, so ist bewiesen,
dass, von singuldren Punkten abgesehen, alle Punkte des
Gebietes g, die Anfangszustdnde solcher Systeme darstellen,
die noch zweimal nach endlicher Zeit wieder durch Punkte
des Anfangsgebietes g, dargestellt werden. Ebenso kann der
Beweis der dreimaligen und einer eine beliebige endliche Zahl
mal wiederholten Wiederkehr geliefert werden.

An dem Massstabe des Gesagten konnen wir nun die
Ausfiihrungen Herrn Zermelo’s messen. Derselbe macht von
dem Satze, den wir den Satz B nannten, gar keinen Gebrauch.
Er bezeichnet mit G den Inbegriff aller Zustdnde, die kiinftig
einmal in endlicher Zeit (sagen wir bis zur Zeit 7') aus solchen
hervorgehen, die zur Zeit ¢ im Gebiete g lagen, und mit I’ und ¢
die Ausdehnungen der Gebiete G und g Die nun folgenden
Ausfliihrungen Herrn Zermeio’s waren mir nicht verstandlich.
Aber es sind nur zwei Fille moglich.

Fall 1. Er denkt sich die Ausdehnung jedes Theiles des
Gebietes G in der Ausdehnung I' so oftmal gezdhlt, als dieser
Theil wahrend der Zeit T— ¢ von Zustdnden der Systeme durch-
strichen wird. Dann kann I' mit wachsendem T beliebig weit
wachsen. Denkt man sich dann 7 constant, aber ¢ wachsend,
so kann allerdings I' nur abnehmen; allein der Schluss Herrn
Zermelo’s 1. c. S. 488, dass aus der Gleichung 7 = const. und
[' =+ folgt, dass [' constant sein miisse, wird falsch. Denkt
man sich aber beide Zeiten # und 7 wachsend, so dass 7—¢
constant bleibt, so ist allerdings I' constant, aber dann wird
wieder der Schluss hinfillig, dass I' nur abnehmen koénne.

Fall 2 wire nun der, dass man die Ausdehnung jedes
Theiles des Gebietes G, selbst wenn dasselbe beliebig oftmal
von den Zustdnden der Systeme durchstrichen wird, nur ein-
mal in die Ausdehnung I' zdhlt. Dann kann das Gebiet G nicht
grosser als das von mir oben mit A bezeichnete werden, seine
Ausdehnung muss also mit wachsendem T sich einer endlichen
Grenze nédhern, und wenn 7T so gross ist, dass wir dieser schon
geniigend nahe sind, so kann I' auch, wenn 7 und ¢ gleich-
zeitig so wachsen, dass 7—# constant bleibt, nur abnehmen;
anderseits ist dann auch der Schluss, dass bei solchem gleich-
zeitigen Wachsthume von T und # I’ constant bleiben muss,
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gerechtfertigt. Allein dann kann jeder Theil dieses Gebietes von
jedem Zustande beliebig oftmal durchlaufen werden, und da
Herr Zermelo von dem Satze B keinen Gebrauch macht, so
hat er keinen Beweis geliefert, dass dies nicht fiir Gebiete, die
den Anfangszustand Keines der betrachteten Systeme enthalten,
ofter als eine bestimmte endliche Zahl von Malen geschehen
kann, bevor irgend eines dieser Systeme zu einem Zustande
des Anfangsgebietes zuriickgekehrt ist. Er kann daher auch
keine obere Grenze fiir die Zeit angeben, nach welcher irgend
eines der betrachteten Systeme zu einem solchen Zustande
zurlickkehren muss, und hat keinen Beweis geliefert, dass
nicht jedes der Systeme erst nach einer unendlichen Zeit zu
einem solchen Zustande zurlickkehrt, der durch einen Punkt
des Anfangsgebietes dargestellt ist. Zu dem letzteren Beweis ist
durchaus der Satz, den wir den Satz B nannten, unentbehrlich,
und dessen Consequenz, dass wenn zwei beliebige von den
Gebieten, welche wir mit g;, £;, £,,.-  bezeichnet haben, einen
Theil gemein haben, dann auch eines dieser Gebiete mit dem
Anfangsgebiete g, einen Theil von gleicher Ausdehnung gemein
haben muss.

Da der Poincaré’sche Satz selbst richtig ist, so kann
natiirlich kein Zweifel sein, dass sich der Beweis Herrn
Zermelo's ergédnzen ldsst; aber ich glaube, dass jeder Mathe-
matiker meiner Meinung sein wird, dass man sich gerade bei
Schlussfolgerungen, wie die in Rede stehenden, vollkommen
pracise ausdriicken und kein wesentliches Glied als selbst-
verstdndlich mit Stillschweigen Uibergehen soll.

Praktisch zeigt sich dies darin, dass sich an der Hand der
Ausfiihrungen des Herrn Zermelo allein eine numerische obere
Grenze fur die Zeit der Riickkehr in einem bestimmten Falle,
wie ich sie z. B. in der citirten Abhandlung berechnet habe,
nicht angeben lasst, da in denselben der Begriff der Zeit <,
nach welcher sammtliche Zustande der N Systeme aus dem
Anfangsgebiete g, ausgetreten sind, vollkommen fehlt. Unter
alleiniger Benutzung der Schliisse des Herrn Zermelo kann
diese obere Grenze noch beliebig gross, also auch unend-
lich sein.
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