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Uber einen asymptotischen Ausdruck

F. Mertens,
w. M. k. Akad.

In den folgenden Zeilen soll die Aufgabe behandelt werden:
Es ist eine positive bindre quadratische Form

S = ax®+2bxy+cy?
von negativer Determinante
—A =0b2—ac

gegeben; es soll der asymptotische Ausdruck der iiber alle
Paare ganzer Zahlen x, ¥ ausser O, O, flir welche

Sy =mn

ausfillt, zu erstreckenden Summe

1
On) =X —
(1) 7

flir grosse Werthe von # ermittelt werden.
Es wird # > 44 angenommen,
L.

Bezeichnet man mit Legendre die grosste in einer
Grosse z enthaltene ganze Zahl mit E(z) und setzt

1na
()=
A 1
so kann y der Gleichung

af = (ax-+by)>+Ay?
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412 F.'Mertens,
zufolge nur einen der Werthe
—1, —n+1,—n+2,...—1,0,1,. .qn—1,7
haben, wenn f = n ausfallen soll. Fasst man daher alle Glieder
von O (n), in welchen ¥ einen und denselben Werth hat, in je

eine Theilsumme zusammen und setzt zu diesem Ende fiir alle
nicht negativen Werthe von y

2 = E< —by+\ian~Ay2>

Y= a)

so wird
On)=SO)+S1)+S(—1)+S2)+S(—2)+...+SH)+S(—mn)
und

%

S(y) = Zﬁ

Ao

S = yﬂxw

wo ¥ = 0 angenommen wird. Da aber

S(”"yﬂ Zﬂw)

=S (y)
ist, so wird einfacher

O(n) = SO)+2S(1)+2S@)+ . +2S(x). (1)

Da
S(0) =

&]w &Iw ';x|l\:>

(
\
(1+—+—+. .ininf.)
s

1 4 )
(xy +1)2 (x,+2)2
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und

- + . <

(r,+1)2 (v, +2)? #+1

/ /7 7
x1+l:1+E(\/7>> ”

ist, so hat man
w2 | 4

S O - <'—_"

‘ © 3a ’ \/an

Wird daher eine Grosse von der Ordnung !

NG

kurz mit

(\/I_) bezeichnet, so ergibt sich
7
1

\
N

7:2
S(O)_s—a+(

3.
Ist y > O, so sei

Ly

o
S Lo

o
V' = $,().

lé;zf(_ ) )

Es wird dann

S() = ()= (D) —4:()-

Setzt man

—b+i\/A b+i\/A
a =% T4

=8,

28%
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so ist identisch

1 i < 1 1 >
o= __ +
f 2y\NA \w—=x = Py+x
und daher
i w1 i 1
—— -+ — :
29N\/A Lo y—% 2y \/A Z By+x
—00 —00

o(y) =

Die hier auftretenden Reihen sind mittelst der Formel

2% 1 2u 21
—_— = —%+ — + +
e2mt_1 1 1[2+12 1L2+22
111 = 00
) 1
= —a+1 Z -
1 +1m
M= —00

summirbar. Es wird

b e2winy

. 1
z 2T ———
oy—x 1— 32ﬁia_y

I

—00

[o.o] .
. 1 e 2ridy
i Z T+27 —
T 1— 2w
—00

und man hat demnach

Il

~ T elriay T e2ridy

#(2) = s\ A - y\/A 1—e*w - YN A 1 —e2midy .
Setzt man ferner zur Abkirzung
x4y =v r—oy = W,
so ist fiir alle iber x, liegenden Werthe von x
el == =
und daher
log (1+v)—logv = log <1 + %}
1 1 1

v 202 3v?
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log (1+w)—log w = log (1 -+ %)
1 1 1
— +

w 2w? 3w

Hienach wird

L_L<L_L>
f_2y\/A_ v W
i 1+v>__ v
RV (log<l+w log 14))+U’ (2)
) 1 /1 1 1/1 1 \
U“W(E(F_W>_E<F_W)+' )

U lasst sich in folgender Weise abschatzen. Es ist

wo

1 1
Zy\/A <‘U"l ~W>_

(1 1>< 1 1 1 )
- Zy\/K _U——%— pm—1 + =29 +.. +W—T/

1 1 1 1
T\ gym—1 + v —2 g +. + om—1

S

und daher

o - 1/Um '—

2my \/A
1

w

m—1 m-2

i )m—l
V7
Hieraus folgt

v1= (\/f e

\/f— Va)

m—1 >

v

=577
=7ly
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da aber 7 > 4a angenommen wurde und hier nur Uber #
liegende Werthe von f in Betracht kommen, so ist

1

2
Vi—\a NF

und es ergibt sich
2\/a
Ul<—F7—
Weiter ist
a(x+1)+by ax+by
Vie+13)  Nf@)

2 Ay? (ax+by+ —; a)
TG V@ 13) (@@ 1) +89) N F 6 3)+ (@x +19) N + L)

(@(x+1) + ) N/, )+ (ax+by) \/Flr +1,9) =
= (ar-+t+ — a) (V7 5+ V7 +1,3)

Fiir Werthe von #, welche liber #, liegen, hat man aber

flx+1L,9)—f(x,y) =2 (ax+by+ é— a)
>0

3f,)—flx+1,9) = flx,y)—2a+f(x—1,9)
= 0,

und es wird demzufolge
(@ (x+1) + ) \/f(x3)+
- 1 -
+ (ax+by) \/f(x+ Ly) <2 <ax+by+ o a> \/f(x+ L,y)
oder
alx+1)+by ax—+by Ay2

ViG+10)  NFwy) S+ L) N E)
Ay?
=3
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Hieraus folgt
6\/a ja(x+1)+by ax+by
|U|< INT T | — =
2 \WFe+1y)) V)

und man hat nach (2)

1 l+2+ By 4By

i 7
5 VA Og\1+x—ay>+2y\/K e
6\ a fa(x+1)+by  ax+by )
A \NFa+13)  \VFiw)

Wird diese Ungleichung nach ¥ von x =14, bis x+ == o0
summirt, so ergibt sich flir x = oo

log LH¥+RY
l14x—ay
a(x+1)+by_\/af(x+1,y)_Ay2_\/a_
\Vf@+1,5) Sfx+1,9)

und man erhilt

1+x1+By'< 6a e a@+1)+by\
V1))

1
— e O —_
h(») 24y \/A 8 l+x—oy Ay

Nun ist

_ A2
b_y+\/cm Ay te

l4x = P

)

wo 0 <<e = 1, und daher

\an—Ay +iy\/A te

I+ 2 +Py= a
an—hyE+iy\/A an—Ay? A
_ \/an AJ; +iy\V/A <1 _,_%(\/cm—Ayz'—iJ’\/A )>
—_—2-_. A
1+x1—dy:\/a% A}c’z W\/A-l-e

VoSV ()
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log AT #HEY

S l4x,—oy B
11— . Z'Ey\/A

N an—ByE+iy \/A +log n+e\/ an—Ay?

\/Zl;—Ay —iy\/A - iy \/D ;

—log

n+e\/ an—~Ay?
da aber
log \/Cm_Ay i \/A = 27 arctg —JlA

S Van—dy—iy /& \/an—Ay?

— 27 arcsin A

o J an
1— iij}\/iAré REAVZY \/A

log n—+e a7/l:‘ Y <10g i
-+ iz \/A [ — M
n-+¢ \/m n
_29VA 1
” Ay?
l——
n
) _
EZAVAN
n—a
ist, so folgt
1 o 14+, + By 1 aresin A _ {
27y \/A_ & 14+x—oay \/K Y \/ P .

Uberdies ist

/f(ﬂfl—l—l,_j/)——

2t Al g\
\/m - flx,+1,9)

Ay?

1

V@ +1,9) (\/f(x1+1,y) + \/f(xl+l,y)_ %)

Ay Ay?
= a’f(""'1+1,y) = an '




Ein asymptotischer Ausdruck. 419

Man hat also

b () ! arcsin /I 6
2154 y\A Y V an n—a = uw
In ganz dhnlicher Weise ergibt sich
A 1 6
b0 — \/ o aresiny \/ an n—a T

Hienach wird

e?,m'ay eZniﬁy )

S =—" —( +
) = _y\/K -+ _;V\/K 1— e2riay 1 — g2nidy

2 arcsin /—A— +
y \/ A 7 \/ an
wo

8<E 2

—+ .
n n—a

4.

Setzt man die gefundenen Werthe von S(0) und S(y)
in (1) ein, so ergibt sich

1 1 1
9(%)— <1+—+—+ +—>
\/ A 2 3 U
2% ( e2ma 4 1 ednia + 4 1 ez'qm'a >
\/A eZ'ua 2 l_e4m'a 1 1— 627}1’»;'0.’
21 e2niB i e4wid 1 e2nmid
\/A ( ez Pl e '+? 1_627)1:1'3)

4 1 A 1 . A
——=/\arcsin — + —arcsin2\/— 4 ...+ —arcsin\/—
\ A an N an

)
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1 1
Nun ist bis auf Grossen von der Ordnung — oder —
1 \/%
1 1 1
1+E+_+" + —=logn+€

3 gy o
= log \/%11+@

e2m’a 1 e4m’a 1 eZnﬁia

1_627:7—'_? l_e4m'a. '+T l_eZnﬁia =

o0
— _log]_l (1— eanm'a)
1

__ mio. log I_&<2 oc)
12 V3 '\3’ 3

e2nip 1 e4rip 1 e2mip .
Tt Ty T—etms v H T T ermn

(o2}
— ——log]_[ (1— e2mip)
1

i 1 ( 2 o )
= — —log——%|—, —/,
12 °\V3 '\3’3
wo € die Euler'sche Constante bezeichnet und

oo
{),1@:, m) — 4 Z (_l)me(2m+1)2inw+(2m+l)inx

. —Oo0
ist. Ferner wird

1 . A
— arcsinm | — =
m an

A 1 m? ( A >’/z 1'3 mt < A >5/2
=\/— +

an T2 3

an

24 5

an
da aber

1 492k 4 32% 2k — i 2
+ 240"+ . 47 =Sr+1 i

an

N=\/x 1N

“V A
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ist, wo 7, 1, nicht negative echte Briiche bezeichnen, so folgt

A e+t
(1+22"+...+‘q2")<%> 2=
/T 2k+1
(1—71\/5) A 2
= 2h+1 +"‘\/E(1_71 E)
— 1 ! A
—2r+1 " Van’

wo |7/|<1 ist, und man hat bis auf eine Grosse von der Ord-

1
v/
, \/ At : A 1 , A
arcsin \ /| — + - arcsin2 \ / — -4 ... 4+ — arcsinf\ / — =
an 2 \/ an N an
11 -3 1 -
l+— —+—— —+. .ininf
2 32 24 52

1 d
:f arcsin x ﬁ:\/~’2_cp cotgpde
0 ¥ 0
= —f? logsin pde¢
0

__wlog?2
2
Hienach lautet der gewiinschte asymptotische Ausdruck:

T

T 2w
Wlogn+ \/K@—\/K log4A
2 o 2 [3)
_ 2 ngg)nls 5 N
VE T eva )

Derselbe leistet in der Theorie der singuldren Moduln
dhnliche Dienste wie die Kronecker'sche Formel.l

0(n) =

1 Sitzungsberichte der kdnigl. preussischen Akademie der Wissenschaften
zu Berlin, 1885 und 1889.
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