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Ober einen asymptotischen Ausdruck
von

F . Mertens,
w. M. k. Akad.

In den folgenden Zeilen soll die Aufgabe behandelt werden: 
Es ist eine positive binäre quadratische Form

f  — ax2 +  2 bx y + cy 2

von negativer Determinante

— A r= b2—ac

gegeben; es soll der asymptotische Ausdruck der über alle 
Paare ganzer Zahlen x ,y  ausser 0, 0, für welche

f ( x ,  y) ^  11

ausfällt, zu erstreckenden Summe

0 (« )  =  £ —
/

für grosse Werthe von n ermittelt werden.
Es wird n~ > 4a  angenommen.

1.

Bezeichnet man mit L e g e n d r e  die grösste in einer 
Grösse 2 enthaltene ganze Zahl mit E(z) und setzt

so kann y  der Gleichung

a f  —  ( a x  +  b y f  +  k y 2 
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— 'Q> —  ̂+  1 > — "'l +  2 , . .  . — 1, 0 ,1 , .  . Y] — 1 ,yj

haben, wenn f ^ n  ausfallen soll. Fasst man daher alle Glieder 
von ©(w), in welchen einen und denselben Werth hat, in je 
eine Theilsumme zusammen und setzt zu diesem Ende für alle 
nicht negativen Werthe von y

zufolge nur einen der Werthe

0 (» )  =  5(O) +  5 ( l )  +  5 ( — 1) +  5(2) +  5 ( — 2) +  ... +  S ( t|) +  5 ( — Yj)

so wird

und

wo y  S i  0 angenommen wird. Da aber

=  S (y )
ist, so wird einfacher
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, 1 1  7T2
1 + ------ 1---------h • • — ----

22 32 6

1 1 2 
+

Ein a s y m p to t i sc h e r  A usdruck .  413

und

(^ H -l )2 (^  +  2)2 * i + l

' ' n \ n
#1 +  1 =  1 + £ l 1 ' '  a  l \ a.V

ist, so hat man

5(0)
7t

S/

| 2>a | \ Jan

Wird daher eine Grösse von der Ordnung — kurz mit
i \ v 7
—  bezeichnet, so ergibt sich

1

3 a  \ \/ n j 

3.
Ist y  >  0, so sei

L' =  O O

V 1
7

=  — O O

O O

V i
Z_i

1 +  X,
7

O O

7  T T — , =  'M y ) -
1 + *2

Es wird dann

S (y ) — y {y )— $ i(y )— ty2(y).

Setzt man

— b +  i \ J  A b +  i \ /  A
---------"--------- =  a ------------------=  ß>

28 *
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so ist identisch

1 i

4 1 4  F. M e r t e n s ,

f  2y \/A  V a.y—x fiy +  x 
und daher

O O  , O O

/ \ 1 1 Z vh 1(£>( y) — ------- — - ) ------------- i------------7= \ -----------
2y \ J  k  <*y-x 2 y \ /k  ^  & + x

—oo —oo

Die hier auftretenden Reihen sind mittelst der Formel

2 Ti 1 2u  2 u
— — 'K H-------- 1- -----------  + --------------h

e 2-u— l u U2-b\2 u2 +  22
m =  oo

• SH 1
—  — 71 - f -  l

/  i tu +  m
m =  —oo

summirbar. Es wird
OO .

. 1 _  O e yt 7 ---------- — TT -I- 2 TT
/  i a y ----X  1 __ ßlrday

—oo
oo

. 1 e 2r'l$y
i  >  — ------------------=  7 i - f - 2 t t

L— i ßy-f-X J --- g 2 x iß y
— oo

und man hat demnach

71 TU e 2r.iay  ^  e 2 ~‘b ’

 ̂ y  y\/~k  + W Ä  \ — e 2rvmy +  y \ J A 1 — e 2vi?y 

Setzt man ferner zur Abkürzung

x +  ßy =  v x— ay — w,

so ist für alle über xy liegenden Werthe von x

l~F
\v\ =  1fV | =  1

V Ci

und daher

log (1 +  v) — log v — log (1 +

1 1 1
--------------------------- + - -------------------- . .  .

v 2v2 3 v n
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Ein asymptotischer Ausdruck. 415

log (1 +  w) — log W =: log ( 1 +

1 1 1 
+

Hienach wird 

1 i 1_____ \_
/  _  2jv \/Ä W  w

=  W r ( l0g ( T ^ ) _ l0 E ^ ,+t,> (2)

wo

u  — 1 l  1 1 / 1
w° + .

2y  \ /A  \ 2  W *  w *  1 3  w c

U lässt sich in folgender Weise abschätzen. E s  ist

1 1
2_y \/a W " w ‘

i  f l  1

2 y\/ä 
1 ( 1

v w /  V v
1

=  —  — —r +
1

f \ v

und daher

i ! 1

m—1 „ui—2V1 n~ ^1V

1

+  • -f- 1Vm — 1

2 m y \ /A  \vm w r 

~  m f  (

< /  (v  / 1

1 m—1 l m -2 1 1
— + — +  +
V V W w

Hieraus folgt
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da aber n >- 4 a  angenommen wurde und hier nur über n 
liegende Werthe von f  in Betracht kommen, so ist

1 2

\ / f — \ / a  V f

und es ergibt sich

I
Weiter ist

a(x  +  1) +  by a x + b y   

\ /f(x  +  l,y )  \/f(% ,y)

2 Ay 2 (a x + b y  +  a j

V f ( x,y) V f ( x +  h y )  (O  (x +  1) +  ty) \ Jf(x , y) +  (ax  +  by) \ / f(x  +  \,y)) 
(a (x  +  1) +  by) \ /f(x , y) +  (ax + by) \ Jf(x  +  1 ,y) =

=  (a x + b y  +  y « )  ( \ / f ( x,y) +  \ /f(x  +  l ,y ) )

- j a  ( V f ( x +  i ,y )— \ /f(*> y ) )•

Für Werthe von x, welche über xx liegen, hat man aber

f ( x  +  \,y)—f(x ,y )  — 2 (a x + b y  +  - i-  a j  

> 0

3 /(*, y) ~ f ( x +  h y ) =  f ( x, y )— 2 a + f ( x — l,y )
> 0 ,

und es wird demzufolge 

(a (x + \ )  +  by) \ /f(x ,y )  +

+  (ax+ by) \ J f ( x +  \ ,y) <  2 (a x + b y  +  ~  a j  \ /f(x  +  l,y )

oder
a (x + \ ) +  by a x + b y  Ay2

\ / f ( x +  \,y) V f ( x,y) f ( x + 1 , y) \ J f (x,y)
Ay2

>  3 7 ^ ’
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Hieraus folgt

Q \ Ja  ^a(x +  \) +  by\ a x + b y

Ay 2 \ V f ( x + 1 ,y ))  y)

und man hat nach (2)

1 i , f\  +  x + $ y \  i x-hßy
-----------------t= -  log ( -------------—  h----— - l o g ------------ —
/  2 y \ J  A \ l +  x — a y /  2 y \ J  A x—a.y

Q \ Ja  (a (x -{- l)  +  by a x + b y  \

^  V  l '//(*  + hy) ~  V ß x J ) ) '

Wird diese Ungleichung nach x von x =  l +  xt bis x — oo 
summirt, so ergibt sich für x —  oo

1 + x  +  ßy
log ----------------- — 0

1 +  x —ay

Ein asymptotischer Ausdruck. 4 1 7

a{x  +  \)-\-by _  a f{x  +  l ,y ) — Ay
\ /f(x  +  l,y )  V f ( *  +  h y )  

und man erhält

=  \T<

I / \ 1 1 1 +  #! +  ßjV
—----- 7=  log2 iy \ /A  Ö 1 4 - ^ — ay

Nun ist
1 f   — by +  s j  a n —A y 2
1 -+■ X-, —  +  £,

1 a

wo 0 <  s ^  1, und daher

6 a  [ a  (xx -f- 1) +  by \
Ay2 \ \ /a f(x  +  \,y)
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418 F. M e r t e n s ,

log 1 +  xx+ßjy _
1 +  xx — a y ~

. \ Ja n — Ai/2 +  iy \ J A
=  loS /--------A +  lQg

i=y \ /  A

\ /  an —Ajy2— iy \/Ä

n -f- e \/ a n —Ajy2 

zsjy \/A 

n +  e \ /a n — Ay2
da aber

\ f  a n —Ay2 +  *V\/A 0 . . jJ'S/A
log  ______ :==— —— =  2? arctg — ----- —

a n —Ajy2— iy V/A V a n —Ajy2

2 i arcsin y an

h y  \/ A

log
n + z \ J  a n — Ajy2

1 +
iey \/ A

n-\-z\J an — Ajy2

l +  i V A

:lo g
i _ z V A

n

2 y  \J~A
Ajy2

V/A
n —a

ist, so folgt

1
log

2iy \ J  L

Überdies ist

1 +  x, +  ßjy 1 / A
------- --------------------- arcsinjy v /----------
l +  xx— ay jy\/A V an n— a

1 —
a  (xx -f-1) +  by _

\ Ja f(x x +  \,y)

A y 2

- V
f { x x +  \,y)

Ay2

f { x x+ \ ,y )

1

Ajy2 Ajy2
a f(x x+ \ Jy) an

A ^ \
#  J
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Ein asymptotischer Ausdruck. 419

Man hat also

y)
I  Aarcsin y  v -----

V  any \ /A

In ganz ähnlicher Weise ergibt sich

1 6 
+n — a  n

1--------- T r arcsiny
y \ f  A

Hienach wird

S(y) =

A
an n — a  n

g  2  rdo.y i$y

+
y \ J A y s j k  \1 — 1 — e 2^

/"Ä
y \ /  A

wo
*  12 26 —  -f-

n n— a

Setzt man die gefundenen Werthe von 5(0) und S (y )  
in (1) ein, so ergibt sich

n , x _  ■jt2 27C /  1 1 1
0 (n) — —----------------------------------------------------1------ -j==r ( 1 -I-!----------- 1- . H--

3 «  s/A \ 2 3 rf\

2 :c  [ e 2*ia 1 e 4™“ 1 ß27is»a
-I------ -------------- tt-tt -I------ -̂------- jzrrr +  H------\\ — e 2 2 1 — e ^ ia *1 1 — e2ri!tiaj

2 k  l  e 2lli? 1 e 4rJ? 1 e 2rP$
“I------ -̂------- TTTö---1“ • • "+"

\/A \\ — e 2̂  2 1 — e **i? ' ’ 7j 1 —

4 ( . rr i . Q rr i . rj"—7=  arcsin v /------- 1----- arcsin 2 v /-------- h . . .  H----- arcsin yi v /------
V  A V \ an 2  V  *1 V
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Nun ist bis auf Grössen von der Ordnung —  oder — \=-
,fl v »

1 1  1 rc1 H-------- h ----- f- . • H--------—. log fl +  (5
2 3  ’n ___

/ an
=  l o g V “Ä_ + ®

g ln ia .  J  ^ 4  rja  J  ^ 2 t ] 5 t / a

r H ------+

420 F. M e r t e n s ,

1---e 2 rda 2 1----e 4lzia ' 7] 1— e 2rPia
oo

— — lo g ] | (l — e 2mKia)
i

j  g4i«'ß j  g2vjit tß
Tlh---- 1------- ,-----------TZTa~ +  • . +\ — e 2 re/ß 2 1 — rf} 1— e 2'^

00

=  —l o g j f  (1 — e 2,1 ,m’ß)
1

%«ß - 1 / 2 a
-------------- lOg---- —  , --------------  ,

12 V/ s  3

wo @ die Euler’sche Constante bezeichnet und

O O

& i ( * ,  co )  —  — i  z ̂___ ^ y n  g ( 2 ? ; } + l ) 2 t5ta)+(2jit+l) i-KX

— 00
ist. Ferner wird 

1 •—  arcsin m  i /----- =
m  V an

= v
A 1 ffl2 / A y/» 1 • 3 w 4 / A y/»
aw +  2 3 K an) +  2 • 4 5 \ an )  +  ’ ' ’ ’

da aber
Y)2fe+1

1 +  22k +  32k +  . . +  r]2k =  —±-------  +  7 'ffk
1 27c: -4-1 ‘

an
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Ein asymptot is cher  Ausdruck.  4 2 1

ist, wo y, Yi nicht negative echte Brüche bezeichnen, so folgt

( 1 + 2 a + . . . + f i ) ( A ) ‘ + 4 =

r~E~ \2*+i
J  an j : -  ,

2£ + l a n [  Yl
1-Tl\ / ^ j  ! ~ T ( .  / T ' 2*

an

2 k + 1  V an  ’

wo Iy^ ^ I  ist> URd man hat bis auf eine Grösse von der Ord-
1

nung — j =
V »

/“Ä“ i . „ l~K~ l . / X
arcsin v /------- h —  arcsin 2 i I -------h . . .  H----- arcsin yi v /------ —

\ an  2 V aw y] V

1 1  1-3 1 . . r1 H---- ----------1--------- --------- t - . .in in f.
2  3 2 2 - 4  5 2

T 1 . d* /\1— I arcsin# -----=  / 2cpcotcpacp
Jo X J  0

=  —  I 2* logsin cpdcp 
J  o

__ 7T log 2

—  2

Hienach lautet der gewünschte asymptotische Ausdruck:

0  (») -  — £=- log w +  - ^ = -  © --------~  log 4  A
V A  V A V A

* (A JLU (A A)
271  , V 3  ’ 3  /  V 3  ’ 3 7

l o g -------------  — — ----------------h
\/A 3 \ Ja  \ \ /i

Derselbe leistet in der Theorie der singulären Moduln 
ähnliche Dienste wie die Kronecker’sche Formel.1

1 Sitzungsberichte der königl. preussischen Akac(emie der Wissenschaften 
zu Berlin, 1885 und 1889.
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