
|Qj;j^ Spitzer. Über die Kriterien des firiissteu und

Über die Kriterien des Grössten und Kleinsten bei den

Problemen der Variationsrechnung.

Von Simon Spitzer,

Assistenten und Privat-Doceutcn der Mathematik am k. k. polytechnischen Institute

zu Wien.

(Vorgelegt in der Sitzung vom 6. Mai 1854.)

Der bedeutendste Fortschritt, der in der neuern Zeit in der

Variationsrechnung geschehen ist , rührt von Jacobi her. Dieser

grosse Analyst ist der erste, welcher allgemeine und sichere Regeln

angab, mittelst welcher man erkennen kann, ob eine Lösung eines

Problems des Grössten oder Kleinsten wirklich ein Grösstes oder

Kleinstes gibt, oder keines von beiden. Seine Arbeiten hierüber sind

im 17. Bande von Cr eile's Journal in solcher Kürze veröffentlicht,

dass sie eines Commentars bedürfen, um gehörig verstanden zu

Averden. Einen solchen lieferte nun, vier Jahre nach der Veröffent-

lichung der Jacobi'schen genialen Arbeit, Delaunay im 6. Bande

von Liouville "s Journal, und man muss , um gerecht zu sein,

gestehen, dass Delaunay's ausgezeichnete Arbeit nicht wenig zum

Verständniss der Jacobi'schen beiträgt.

Ich habe versucht, auf eine andere Weise die Kriterien abzu-

leiten, zu denen Jacobi gelangt ist, und glaube, dass der von mir

betretene Weg einige Beachtung verdiene.

^. 1

Es sei

ü =Jvdx, v=f C^^ y, ?y'' v" y'"l

es wird für y eine solche Function von .^' gesucht, welche Uzu einem

Maximum oder ^liniinum macht.

Denken A\ir uns diese Function bereits gefunden, sie sei 7/=^ (.r).

Duicli eine sehr kleine Veränderung dieser Function nehme die

sie re[iräsontirende Curve eine andere, von der früheren sehr wenig

verschiedene Gestalt an; geht nämlich y über in y-\-dy, wo dy eine

sehr kleine von x abhängige Grösse vorstellt, so geht dadurch
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Kleinsten bei den Problemen der Variationsrechnung:. 1013

y über in -^~^ = y +oy

y" . . ^^=2/"+oY'

und ümU^, Fin F,.

Entwickelt man nun F^ nach der Taylor'schen Reihe, so hat

man

wo j? der Kürze halber statt der Glieder der zweiten und höheren

Ordnung der Tayl or'schen Reihe gesetzt ist. Es ist daher:

r r\n I
/p^ - ,

8F . , ,
8F , „

,

oder

ri TT r)^^ - ,
8F . , ,

8F . „
,

+ ^^y""}'i-^'-\-f^'^^

Dieser Ausdruck soll nun im Falle des Maximums stets negativ,

und im Falle des Minimums stets positiv bleiben, wie immer auch

oy beschalTen ist. — Denkt man sich nun statt oy, s-i/ (.f) gesetzt,

unter * eine selu* kleine Zahl verstanden, so lässt sich Ui— f/folgen-

dermassen darstellen:

Vi — U = Ae -{- Bi~ + C£3 + ...

wo

. /58F 8F . 8F , 8F , (,. ) ,

^'^J iiF'^ + "87'^+8?^'^+-" + 8F^)'^ r^-'
X,

ist, Bt' die Glieder der zweiten Ordnung, Ci^ die Glieder der dritten

Ordnung bezeichnet, u. s. f. und man hat bekanntlich für ein Maxi-

mum oder Minimum
A = o
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|Oj0 Spitzer. Üher die Kriterien des Grössten uud

für ein Maximum zu gleicher Zeit nach

B <o

und für ein Minimum

B>o

Wir haben also als Bedingungsgleichung für ein Maximum oder

Minimum

Behandeln wir nun nach einander die einzelnen Glieder dieses

Ausdruckes nach der Methode des theilweisen Integrirens, so haben

wir, von der bekannten Formel

/*Pl^w^A^• ={(>("-'> P—(?("-''^P'+(>^"-->P" — . . .

-}-(— 1)"-' QP^"-'^ pr(—\yfQP^"hlx

Gebrauch machend :

X, X,

+<^-'^ 'nw^A 1+^-^^ rHw^^ '^''

I
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Kleinsten liei ileu Problemen der Varialioiisrechniing. 1017

Werden diese Werthe in (1) substituirt, so erhält man

:

^i (2)

+i»>if-i^i+ia^r--+(-<)"ii^nj;+

+

X,

für die Bedingungsgleichung des Grössten oder Kleinsten.

Sucht man nun aus der Differentialgleichung

welche im Allgemeinen von der 2w""' Ordnung ist, y als Function von

a^, setzt man dann diesen Werth von y in

+

und wählt man die in y auftretenden Constanten so, dass der Aus-

druck (4) verschwindet, so ist der so gefundene Werth von y ein

solcher, Avelcher die Gleichung (2) und somit auch die Gleichung (1)

befriedigt. Ob aber dieses 2/ wirklieh das U zu einem Maximum oder Mi-

nimum macht, muss erst weiter untersucht werden, und diese Unter-

suchung bildet den Hauptgegenstand des hier vorliegenden Aufsatzes.
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f 2.

Betrachten wir nun die Glieder der zweiten Ordnung der Taylor'

sehen Reihe, sie sind:

+ 2— wo v' + 2 -^ w';w"+ . . . + 2 1\ .^^^^
rJy<i"-%yyi"Ada.^

ö»/8i/' -^ ^
8i/8(/" -^ -^

' ' 8»/<:"-')8i/(») ^ ^
)

Setzt man der Kürze halber oy ^^ w, oy' = iü', o?/" = w", . . .

8" V
und , ,,,,. = (r s), wodurch also (i- s) = (s r) wird, so kann

oy^'J 8^'-*'' V ^ V ^

man die Glieder unter dem Integralzeichen so ordnen:

(0 0) IV w-ir(Oi)w w +(02) w w" -\- . . . + (0 w)w w^"'> -f

+ (10) IV IV +(11) iv w + (1 2) 2t«' U'"+ . . . + (1 w) i(?' ZA?f"> +
+ (2 0) iv" w + (2 i)w" w'+ (2 2) ?t'" w"+ . . . + (2 n) w" iv^"^ +
+
+ (n 0) w^"hv + (ni) iv'^-hv'+ (w 2) w'^"hv"-\- ... + (« «) ?ü(")?i'("i

oder endlich auch so:

w [(00) ly + (Ol) w' + (02) w" + . . . + (Ow) wf">] +
+ w' [(1 0) M? + (1 1) ?<?' + (1 2) ?4?" + ... + (1 ^^) ?t'^">] +
+ iv" [(20) ?t^ + (2 1) ?ü' + (22) w?" + . . . + (2>^) w^")] +
+ . . .

+ w«[(w0) ?ü + (wl) ?ü' + (h2) w" -f . . . + (w«) w^"'>]

Setzt man nun wieder der Kürze wegen

(rO) ?6' + (rl) ?y' + (r2) 7ü" -|- . . . _}- (r;/) h'^''^ = 3/,

so hat man für die Glieder der zweiten Ordnung

l r {wM„-\- iv'M, + iv"ßL + . . . + w^"\¥,.\ (Lv

Xi

Einen ganz ähnlichen Ausdruck erhielten wir für die Glieder

der ersten Ordnung, demnach hat man:

n fj ri^V ,
8F , ,

8F „ , ,
8F ,„.\

-^ \r{M,,w -\- M^w' ^ M.w' -\- . . .
+i/,.<ü("J| (Lu -\- . . .
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Kleiasten bei den Problemen der Variationsrechnung. 1010

WO in der ersten Zeile die Glieder der ersten, in der zweiten die

Glieder der zweiten Ordnunfj stehen. Setzt man :

bv
,
er , , 8F „ , .

8F
8«/ ' 8«/'y hy" '

' 8j/(")

SO ist, weil lo, w, tc" ... als reine Functionen von x vorausgesetzt

sind

:

8TF , 8TF 8 1F 8 IF ,.

8*/ 8»/ 8^" 8j/(»>

und folglieh

TT TT C^v^ I
1 /"iSI»^ N , 8 1F , , ,

8IF ^ „ ,

Xi Xi

+ 1^ ^^V^"^} dx-\r
8IF

oder

,
1 /(9^^ - ,

8[F, , , ,
8IF , .,.) , ,+ t/ i^^^-V + -87 '^ + • • • + 87^ oyO.)J,/.,_^. . .

x^

So wie wir nun die Glieder der ersten Ordnung mittelst des theil-

weisen Integrirens umwandelten, genau so lassen sich auch die Glie-

der der zweiten Ordnung umwandeln, man hat nämlich für dieselben

:

X2

+ \'yW byJ + L87^J - • • • + C- 1)"
la^C")J f j +

X,

+ • • •

und dieses muss stets sein Zeichen beibehalten, wenn T ein Maxinmm

oder Minimum sein soll.

(^)
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Die Glieder der zweiten Ordnung lassen sich noch auf eine andere,

von Legend re gezeigte Weise transforniiren, wir wollen diese

Transformation zuerst in dem speciellen Falle bewerkstelligen, wenn

rblos eine Function ist von x, y, y' . Man setze alsdann:

und bestimme ^ und v so, dass dieser Gleichung identisch Genüge

geschieht. Entwickelt man den zweiten Ausdruck, und ordnet ihn

dann, so erhält man

> r ' 1 -i-
8-Fl

, ,. ,1 , , 8-Fl , ,, 8«F

woraus man sieht, dass X und y so gewählt werden müssen, dass

folgende zwei Gleichungen stattlinden:

8~F , ,
., 8-F

("7) ö!/^ 8z/~

Uli— , 1 X —
8?/8j/' 8i/'2

und diese sind hinreichend zur Bestimmung von X und y.

Kömmt in Fauch noch y" vor, so setze man:

fii\
S'^

•> 1
ö'^" 'o

I

S-F „„
,

,-. 8-F
, , ^ 82F „

,

2 g^«''^^" = (" "'^+ 2 y, ,r /r' + vvic'^ + |i^ (.r \- hr'+ /..r)^

Der zweite Theil gibt entwickelt und geordnet

+ 2 ?y?y' [v + ü/ + Ä.a ^-,^1] + 2 «;?y" [y, + fx ^j^.,] -f

+ 2 ,y'.y" [y. + A^
Die Gleichung (8) wird nun identisch erfüllt, wenn v, Vj, v^, X

und /^ so gewählt werden, auf dass folgende Gleichungen stattGnden

ro^ a^F ., ,
, ,

^. 8»FW 87^=^''*+^'«+^''87^
82F 82F

8,8y == " + "' + 'l^- 8,-
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KleitiHlcii liei den Problenieu iler Vitriatioitsrechiiuiig'. 1021

^7W' - ^^ + '^ ey^^

Kömmt in rauch noch y" vor, so setze mau ;

dy ' 8i/- ' 8j/
- 8i/"" ' dydy' '

+ ^6^87'^'"'" +^8^8?^^'" ^^WW''''' -^^WW"'"' + (10)

-f- 2
g „- „, iv'w"' = (^vw- -f y, ?<?'•- 4- v-,w"- -|- 2 i?3?y/(?'+ 2 i'4?i'?ü"-|-

+ 2 v.w'w")' +^ (?r"' + A,w" + A.t/?' + A,?r)2

der zweite Thell dieser Gleichung gibt entwickelt und geordnet:

"" ('• + ^ ^) + «'' ('V + 2 "= + »? |Ä) +

+ 2,<,w' (p + i>,'+ X^X. |l^)+ 2,„(."(», + V + X,X, ^) +

+ 2 ww'" [o, + A, ^) + 2 «.«.'
(,;, + i-, + i,,' + X,Xj ^) +

und folglich muss, damit die Gleichung (10) identisch stattfinde,

folgendes System von Gleichungen erfüllt sein

:

82F h-V

8l/3 ^ "* 8i/'"2

S^F a=äF
;—

-

= y, + 2 Va + A,2

—

-

= ^3 + 2 175 + A,-'

8^^'
. , , . . 82F

8j/8^'
1-1-3 g^,„2

82F , 83F (^0
r = ^3-1- Vi -|- X, L

8'F . 82F
j;;^ ^^-^ >'

8«/8z/"'
' 8»/'"3

8-F a^F
r-7r-7 = fi + «4 + ^5 + ^^i^^2 -ttt;^cy cy Zy'

'-
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1022 Spitzer. Über die Kriterien des Grössten uud

8-F
, ^ 8-F= ^'5 + ^^ 7

81/ dy dy'"-

82 F , 82F= V-, -f- Ai
hj'iiy'" dy'"-

Setzt man endlich ganz allgemein:

8-^ .
.. ,

ö'^t^ . ,. ,

8*F _, 8'-F ,

+ 2 —— Oydy' + 2 -— 'li/'Y + 2 -r-^-^ 0^'%" + • • •

dißy' dyhy dy dy

83F
^ («-Oö-„('0 =^ 8j/C"-i)rfj/(") ^ ^

2 C7o,2 «'?ü" H- 2 l\,. w'w" 4- . . . + 2 U„_., „_, io^"-~\v^"-'^' +
-^ (?r("^ + \ w^"-^^ -f X.,

7ü("-'> + . . . + l.wy

so gelangt man, wenn man den zweiten Theil dieser Gleichung ent-

wickelt und ihn dem ersten identisch gleich setzt, zu einem Systeme

von -^—- Gleichungen, die hinreichen, um dieselbe Anzahl von

Unbekannten, nämlich:

t^o» ^i> 1 ^3» a ^H— 1, u—

1

Uo,, u„, U„, f/„_2. ,._i

ly \ X3 X„

ZU bestimmen.

8'F
Anmerkung. Die Gleichung (6) setzt voraus, dasS'

,g
von Null ver-

8-F
schieden ist, eben so setzt die Gleichung (8) voraus, dass ^„j*» die

r\~V 8~ F
Gleichung (10) dass „—777^ ; und die letzte Gleichung, dass -r-r„<i von

Null verschieden sind. Sind die genannten Ausdrücke aber Null, so

müssen diese Gleichungen auf andere Art transforniirt werden; wir

werden später bei der Betrachtung der speciellen Fälle darüber aus-

führlich zur Sprache kommen.

§• 4.

Der Hauptzweck der ganzen hier diircliziifiilu'onden Analyse be-

stellt aber gerade darin, diese Unbekannten zu linden. Würde man

direet dieses Ziel verfolgen, so käme man zu Differentialgleichungen

erster Ordnung, deren Lösung jedoch solche Schwierigkeiten darbie-

ten, dass selbst so mächtige Geister wie Legend re, Lagrange....

diese nicht überwinden konnten. Durch eine äusserst feine und
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schwierige Aniilysis, die wir bald näher besprechen werden, gelangte

Jacobi zur Integration derselben.

So ist nämlich die Differentialgleichung, welche sich aus der

Elimination von X aus den beiden Gleichungen (7) ergibt:

8»/ - V8»/2 ^ }~~ lä^ ~^ )

so sind ferner die DilTerentialgleichungen, welche sich durch Elimi-

nation von A und jx aus den fünf Gleichungen (9) ergeben

rh'V N d-V _ / r-v Y
V8»/2-

— '^

J ey^
^

( 8^8»/"
"~ ^V

.8^-F ,x8'^r
f

8^F y^

und die aus der Elimination von A, X, X3 aus den Gleichungen (11)

hervorgehenden Difl'erentialgleichungen

rZW
,

X 8-F ( 8^F x3

\dyiy' ' ; 8*/'"3 ySy'Zy"' "M 8»/8y" V

/ 83F N 82F /- 82F
>v
A 82F >.

und so kömmt man, je weiter man fortschreitet, zu immer mehr, aber

wenigstens nicht zu complicirteren Gleichungen ersten Grades.

Aber das ist klar, dass wenn man bei dem ersten hier erwähnten

Beispiele X kennen würde, v sich ohne Integration ergäbe, es ist

nämlich

82F . 82F

^y^y' 8i/'2

eben so, wenn man bei dem zweiten Beispiele X und |ul kennen

würde, v, y, und v^ fast gar keine Berechnung mehr erfordern, es

ist nämlich
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8-F / 8'F B-Tn' ^ 83

F

y = I fJ. 1
— A/Jl —

—

8iy8//' '^ 8.'/8<y" 8.'/"'->' 8^/
'^

und so hätte man im dritten Beispiele, wenn ly lo A3 bekannt wären:

_ 8=F hW
''^ ^ 87%^ ~ • a7^

8-F 82F

83F 82F

82F S^F 83F / 82F a^Fy 8^F

"' ^ 8^8?"
"~

878?^' + ^^87^2~VV8F~ 'äy^J" ' -8]r^
B'-'F / 8äF ^ 3-^V

8''^

_ ^'^ / 8-F
y I f

^'^ 8-F
Y^

+ (^' ^-^ 87^J - ^^ '^
^in

U. S. f. 11. s. f.

Durch wiederholt angewandte und geschickt durchgeführte par-

tielle Integration gelang es Jacobi, den Ausdruck:

so zu transformiren, dass unter dem Integralzeichen ein vollständiges

Quadrat zu stehen kömmt; oder mit andern Worten, es gelang ihm,

den Ausdruck (5) auf die Form

:

zu bringen, woraus sich also unmittelbar die Werthe von X ergeben,

und folcflich mittelst derselben die übrigen zu bestimmenden Grössen.
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Dies ist die Haupt-Pointe dieser höchst merkwürdigen Jaeohischcn

Arbeit. Mir ist es geglückt, auf eine andere viel einfachere Weise

die Werthe von X zu bestimmen, wodurch sich die complicirte und

schwierige Transformation J a c o b i's umgehen lässt.

§• ö.

Ich will vorerst den Beweis eines von Jacobi erwähnten Lehr-

satzes führen, der für diese Theorie von grosser Wichtigkeit ist.

Es sei

if{,v,y,y',y", ... y^"^) - (12)

eine Differentialgleichung w*"" Grades,

y = -^ (.1-, üi, dz, «3, ... «„) (13)

das vollständige Integrale derselben. Denkt man sich diesen Wertli

von y in (12) eingeführt, so erhält man eine identische Gleichung;

differenzirt man dann dieselbe noch irgend ein a, so erhält man:

8j/ 8«
~'"

by' 8« " by" 8« ' *
* ' ~*~

8(/C") 8a " ^ "^^

und dies ist offenbar wieder eine identische Gleichung. Setzt man:

8 i'-l) e C-l]
hy . \hx) \iiaJ, ,

8j/' 8»— ^= z, so ist: = oder -^— = —
8« ha S.r 8« 8.r

und eben so:

hy" 8*« 8i/"' 83« 8«/C'0 8"»

8a 8.r2 ' 8a 8.^^ ' * " ' g« 8a;''

und die Gleichung (14) geht über in:

und ist, wie man sieht, eine lineare Differentialgleichung, der genügt

wird für

8/7 hy dy 8t/

z = -—
•, z ^= — , z = — , . . . z =

8aj 8rt3 8a3 8a»

es ist folglich das vollständige Integrale derselben

:

. = c, ^ + c.i^ + c, ^+ ... +c. ^
8a, ' ~ 8a2 ' Sa. '

'

8a„

Kennt man daher das Integrale der Gleichung (12), so kennt

man auch das Integrale der Gleichung (15), vorausgesetzt, dass man
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1026 Spitzer. i'Uev die Kritorien des firössteii und

in ——. ——, —^, . . . : statt y seinen in (iZ) stehenden Werth
öy '

8z/' 8»/" 8y(") ^ ^ ^

gesetzt hat.

Betrachten wir nun die zwei Gleichungen:

8F rSFi' r8^l" . .^ f 8Fn('0

87'

welche, da

8z/
-^

8z/' ^ 8»/" •'' ^ 8z/W -^

ist, in demselben analytischen Zusammenhange stehen, wie die

Gleichungen (12) und (1^), so hat man, wenn das Integral der

Gleichung (3)

y = f {.V, fit, (u, «3, . . . ti,„)

ist, für das Integrale der Gleichung (16)

,y ^ C, ^ + C, ^ + C, ^ + ... + C, -^^
8«! ' 8«3 ' Bwa ' 8«„.

unter Ci, Co, C^, ... C,„ willkürlichen Constanten verstanden.

§. 6.

Um nun zu den allgemeinen Ausdrücken von Xi, L ... X„ zu

gelangen, betrachte man die zu identificirende Gleichung
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8-F— (o/") + A, rV"-') -f 1, oY"-> + . . • + ^-. %) +J 9.'y(

+ 2 C; ,,%%' + 2 C; ,

^
% '^" + 2 f^ ,

, ^//' '^" + . . .

Setzt man in dem ersten Thelle derselben statt oy den Ausdruck:

^1 7 h ^3 7- + ^3— + ...+ ^3« r

—

0«! o«2 o«o Sag,,

unter ^i ^2 ^3 • •• ^i,, willkürliche Constante verstanden, so ver-

schwindet das unter dem Integralzeichen Stehende; folglich nuiss

aucii der Ausdruck unter dem Integralzeichen im zweiten Theile der

Gleichung, wenn man statt oy denselben Werth setzt, verschwinden,

weil dieser Theil dem ersten identisch gleich sein soll, oder mit andern

Worten

'^y ^ ^ ^ -\-
A

-r- -{- A Y- -\- • • • + A.„ —-
Oßj Ößj Öög S«,,,

muss ein particuläres Integrale der Differentialgleichung

rhf'^ + /, r}^^"-i) + 1. rh/"-~^ + . . . _|_ A„ % = (17)

sein. Setzt man ferner:

01/ r^ B, h ß- \- ßs h • • • + B-,.•'
8«! ' " 8«8 ' 8«. ' ' - ' dcioH

unter Bi, Bz, Bs ... B,„ehcni\\\\s willkürliche Constante verstanden,

so lässt sich von diesem Ausdrucke dasselbe sagen, ebenso wenn

man

:

8«J 8«o 8«.; 8«0„

setzen würde, u. s. f. Man kann daher >i solche Ausdrücke als die n

particulären Integrale der Gleichung (17) betrachten, und deni-

gemäss die Coeflicientcn A,,A2, X3 . . . bestimmen. Nennt man diese

WerUie von oy der Reihe nach

Wi, «a. «3 • • • «„
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1028 Spitzer. Über <iio Kritpi-ion des firüsstcn iiiul

SO hat man folgende Gleichungen

«.^"^ 4- ?-.
'//"-^> + L w/"-~) + . . . -j- X„ wi =

n-^"^ H- Ai «/"-'^ + As «/^("--^ + . .

.

+ X„ ?^. =
ih^"^ + ^ nS"-'^ 4- Xs «3^"-'^ + . • . + >.. th =

?/,/") -f A, //,/"-> H- /, ///"-••> + . . . -f A„ }(„ =
aus welchen sich leicht Xi, A3, A3 . . . A„ herechnen lassen.

In den auf diese Weise entstehenden Ausdrücken für Aj, Aa ... A^

erscheinen 2w- constante Grossen, die aber nicht ganz willkürlieh,

sondern gewissen Bedingungen unterworfen sind. Es scheint ziem-

lich schwierig zu sein, diese ganz allgemein anzugeben, wir begnü-

gen uns daher nach Jacobi's und besonders D e lau nay's Vorgang

mit der ausführlichen Untersuchung specieller Fälle.

^- ^'

Untersuchung des speciellen Falles, wenn V = f {x ,y , y') ist.

Die Glieder der zweiten Ordnung lassen sich, wie auch ganz

allgemein gezeigt wurde, auf folgende drei verschiedene Weisen

darstellen

:

(
'

«> 7 ( V '"" + ^ 8"ä'
"'"' + W'

'""
)

''''

(20) V ?i'-

J

+ J
— («?' + A wy dx

Xi *i

die einander identisch gleich sind. Die in (19) vorkommende Grösse

VF ist gleich

8F 8FW = — w -\- —— 10'

8tf 8^'

und die in (20) vorkommenden Grössen v und A haben zu genügen

den Gleichungen (7), diese sind:

^^ 8^2
-r g^-.

82F ^ 82F
, = r 4- A
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-m - »

L 8'/ J

^Vi^ iiehiiieii ;m, dass die Gleicliuns^

dV rai'i

8// La.v'

iutegrirt w erden kann, und dass ihr Integral

y = f (x- , «1 , «3)

sei ; das Integral der Gleichung

8TF reiFi'

8^ L du'

die sich in entwickelter Gestalt auch so sehreiben lässt:

ic -\ ?<? H- M 1 — —
ays " ^y'i 1 Lv8/y8.vV dy"

ist dann

:

o«j öa.,

was wir der Kürze wegen to = u schreiben wollen. Wir wählen nun

X so, dass ^o^^u das Integral der linearen DilTerentialgleichung

:

iv -\- \ 10 =
werde, und haben demgemäss

IL -f" ^ " =
woraus

M

folgt. Aus der zweiten der Gleichungen (7) ergibt sich dann:

8-F u' dW
V = + — —

und jetzt bleibt uns nur noch übrig, um unsere Analyse gegen jeden

Einwand zu sichern, naclizuweisen, dass die Werthe von X und v der

Gleichung
a^F

, , ^ 82F

8^2 ^ 8y'^

identisch genügen. Substituirt man daher A und f? in dieser Gleichung,

so erhält man:

e^F _ /'82Fy u' rh'V^/ rf'F tin"~u'^ n'~ S^F

8»/- ~ ^^y^y'^ u v8,y'2J ' ^y'i ' ^ " "• ~^ • ~^z

Die beiden letzten Glieder heben sich auf, multiplicirt man

dann die ganze Gleichung mit u und ordnet gehörig, so erhält man

:

Sitzb. d. matheiii.-nalurw. Cl. XII. ßil. V. Hft. 67
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1030 Spitzer. Über die Kriterien des Grössteii und

wiis wirklich identisch stattfindet, weil io=u das Integrale der Glei-

chung (21) ist. Man hat somit:

/ —r ^1^'' + 2 imo H ?y 2 dx =
J \dy- ^ 8./8y' ^ 8</'2 J

dii' 8»/'

r8-r * 8«, ' ^ 802 8'M'i
)'

^1 "T— n~ ^ü
8a

1

~ 8a2

8v' 8»/'l

+ / —-
I
w w dxV 8Z/'^

^
/> ^^

. /> ^^ ^
^' 8^ + ^^ 8^

(^

oder wenn man— = m setzt, so ist der zweite Theil dieser Gleichung

^''' Le^ + 8.1/
,

87 8?^J i

8«, ' 8o,
""'

'^.y'
,

8y'

, r^ ' ( , 8«! 8«, \2

,

V 8»/'2 l
8i/ ,

8^ i

8«i 8.»/^

M^elcher eine willkürliche Constante enthält, was übrigens schon

daraus folgt, weil v durch eine DifTerentiaigleicliung ersten Grades

gegeben ist,

Uly ^~V
Die Kriterien sind daher in diesemFalle höchst einfach

8i/'
' 8i/rfi/'

8-F
und -r-7^ dürfen innerhalb der Integrationsgrenzen nicht durch un-

endlich gehen, denn sonst würde der erste Theil der letzten Gleichung

8~F
nämlich der Ausdruck (18) unstättig sein; ferner muss -7-7^ für alle

Werthe von x = Xi bis x = x.. stets dasselbe Zeichen beibehalten,

endlich muss noch die willkürliche Constante m so gewählt werden

können, dass für keinen zwischen ./•, und x^ liegenden Werth von x

der Nenner ~ + m r^ gleich Null wird.

Findet alles dieses Statt, und lässt sich ein solcher Werth von m
ausfindig machen; der es unmöglich macht, dass zwischen den Inte-
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Kleinsten bei deu Proltlemeii der Variatiousrechnuiig-. 1031

grationsgrenzen —- -|- m ~ = o wird, so kann man , weil für die

Grenzwerthe iv gleich Null ist, die obige Gleichung so schreiben:

J Vhy'' ^ byhy' ^ hx ' 8»/'- \hx ) \

I
i

— + m —
rf-F (boy 8«! 8a., ^ \2

dy- V hx hy by '^ J

\- m —
8a. 8a

8^F
und hat somit ein Maximum oder Minimum, je nachdem 7—:r für alle

.

^y

zwischen Xi und .i*., liegenden Werthe negativ oder positiv ist.

§.8.

8-r
Ist aber r-7^ = 0, d. h. ist r= f {-v, y) -\-y'f (.v, 3/), (ein

Fall, den Mieder Jacobi nochDelaunay einer Discussion unterzog)

so muss die eben angeführte Analyse abgeändert werden, denn man

hat statt der Differentialgleichung

by l 8(/' J

die sich hier so stellt

:

8^ ' •''
8.y

" '
*^^J

wenn man gehörig reducirt, folgende gewöhnliche Gleichung

:

'f _ ?^ =
8^ 8.V

aus welcher y als Function von x ohne willkürliche Constante

hervorgeht. Die unmittelbare Folge hiervon ist, dass die Coordinaten

der Grenzpunkte der gesuchten Curven nicht mehr, wie im vorher-

gehenden Falle willkürlich, sondern der Bedingung unterworfen

sind, der zuletzt aufgeschriebenen Gleichung zu genügen , d. h. mit

andern Worten, die Endpunkte sind Punkte der Curve, deren Glei-

8 /" 8 /"

chung r^— — = ist; findet dieses nicht Statt, so ist die Aufgabe
oy ox °

unmöglich.

Hier hat man nun:

J \by- hßy' ) \ by'yj ( 8.y L 8,./ J
j

Xi X) Xi

67'
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1032 Spitzer. Über die Kriterien des Grösslen und

WO, wie man leicht sieht:

t

1 \( \ c-y 1

8i/' J ~~ lA 8m8(/' ) hir J8v L by' J IA 8y8(/' J hij-

und

8ir 82F

w

8z/' 8»/8</'

ist; da ferner für die Grenzwerthe w = ist, so folgt:

/ (
<6'- -4- 2 IV w' ] dx = I IV-

I I I I
</a;

y l8r ^ 8.»/8y >> y Ll8</8</'>' 8rJ

und es gelten daher in diesem speciellen Falle für die Kriterien des

Grössten und Kleinsten folgende Vorschriften

:

Die Glieder r—:r und . . , dürfen innerhalb der Integrations-

grenzen nicht durch unendlich gehen, ferner muss

:

/ 8-F
Y

b'V

V 8i/8z/' } 8^
für alle Werthe von ,v = ,Vi bis .f = .i's stets dasselbe Zeichen bei-

behalten, und zwar ein negatives, wenn ein Maximum und ein posi-

tives, wenn ein Minimum sein soll.

/ B-v
Y

r-v

8*/8»/' J ~ br
diges Differential, und die Untersuchung müsste dann auf andere

Art geführt werden.

Wäre auch | 1 — — = so wäre Vihv ein vollstän-

§9.
Untersuchung des speciellen Falles, wenn V= -^ (a% y, y', y"} ist.

Die Glieder der zweiten Ordnung lassen sich in diesem Falle

auf folgende drei verschiedene Weisen darstellen:

f99\ rW'V c~V 8-F „
. ^ 82F

,

8-F „ „ r-V
,

,A ,

-4- 2 iviv -f~ 2 w IV
I
dx

hy y" hy hj )

(23)
I

"* 1^ - L8-7JK "' ^J +7 ^^ iv ~ L"^-! +

+ [^]>
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— (w" + hv'
-f-

ja?/?)2 (Lv (24)

die einander identisch gleich sind. Die in (23) vorkommende Grösse

W ist gleich

8F SV 8F ,^"
^V = — IV -\ W -f-

8y ^ öl,' ^ iy"

und die in (24) vorkommenden Grössen v, r, , Vo, X und /Ji haben zu

genügen den Gleichungen (9), diese sind:

r-v , r-v

—- ^ 2 w, + Vo' + A2

hyhy'
-r . -r

. g^„3

82 F e'-^F

8i/8y" ^ ' 8i/"3

82 F , 82 F^ tV 4- X

Wir nehmen an, dass die Gleichung

integrirt werden kann, und dass ihr Integrale

y -= f Gp, f(i, a., ((3, fii)

sei; das Integral der Gleichung

81F rSTFV [8^*^-1
"

^ ~ L87J "^
1-8/' J ^

die sich in entwickelter Gestalt auch so schreiben lässt

:

8^^^ „» , « rö'^x' „, . r^ 83F 82F / 8-F n'

8y'2 ^ l.8y"2; ^ L 82/81/" 8/2 ^ V8^'82/"J ^
r8-^^\"l „ ,

r«/'8-FN' /82Fx' /- 8 =F >v"-i ,

+ (i^) ]
«• + ['-

(w) - (ay^) + (w) ] '" +
i82F

f
821 x' , 82F X "t

+ Lv~U^/J +i87^J J'''^*^

oder kürzer, wenn man

82F ^ 8'F „ 82F ^ 82F 82F 82

F

„

8»/2 ' 8^'2 ' 8y"2 ' 8^'8y" ' 8^8*/" ' 8.78^/'
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1034 Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und

setzt

Cw"" + 2 C'u-'" + (2 ^- ß+ fl' + C) w" + (2 E'— B'-\-

(2Ö) + D) w' + (^ -F + E ) w =
ist dann:

''•^
' aa, ' - Sa, ''

* Sag "• * Sa^

oder

0«, ortg o«3 oa^

von denen wir das erstere mit Ui dus zMeite mit iii bezeichnen.

Wählen wir nun A nnd /j. so, dass oy ^= u^ und o^ = Uo die parti-

culären Integrale der linearen Differenzialgleichung

w" -\- ha' -j- fxw =
werden, so haben wir demgemäss:

Wj" -|- hii' -\- fxui -=

Uz" -|- hiJ -j- /ji?/o =
woraus

, U^tll'-iUlUz"

folgen. Aus den drei letzten der Gleichungen (9) ergeben sich dann:

V = F~[e '—^ '-^. C] -

Ho U, U. 11.,

r26) .. = j^_«-<-^ f.

V., = /J
--^ LJ_. c
n^itj— u^Ui'

und jetzt bleibt uns m ieder nur noch übrig, um unsere Analyse gegen

jeden Einwand zu sichern, nachzuweisen, dass die gefundenen

Werthe von A, /jl, y, und »'2 erstens den Gleichungen

8ya ^ ' 8^"2

-- = 2 r, -f v./ 4- /2
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identiscli g^enügen, iiiul zweitens, dass sie mit der ijehüriffen Anzahl

Millkiii-Iicher Constanteii versehen sind. Da die Gleichungen (9)

durch Elimination von / und ij. auf drei DilTerentialgleiehungen

ersten Grades führen, so müssen in den Resultaten unserer Rechnung

drei willkürliche Constante erscheinen. Berechnen wir vorerst die

Werthe von X und /x. Wir haben

:

8«! 8a, da« 8«^

A ^"'
1 A

^-l'
I ^

^'^'
^ A ^^'

8a, 8a2 8O3 Sa^

th = Ai ]r Ao ~~ -\- A3 \- A-^-—
8a, 8«, 803 8a4

ß ^y
^ n ^y

i n ^y
^ li

^y

8a, Sa, 803 8a4

8v' 8»/' 8y' 8»/'

^
' 8a, ' 8a2 ' 803 ' ba^

8«" 8m" 8»y" 8m"
«," = b'-^ B,f--jr b'-\- b'

8a, 8a2 Sag Sa^^

^(^y 8.1/ dy by\ . ^ f^y 82/' 8i/ 8f/'\

^8^2 8a, 8a, 8a,^ V8a3 8a, Uiba^^

"^bfii^ oui 8a, Sa^i ' "* ve«. 8«, Sa^ 8a3 J

"^804 8a3 aag aa^/ ^^804803 SosSai/

n_r.(^y ^y" 8.'/ ?^^ , /^ r_^^___^^^i

' Hsa^ 8a, 8a, Sa^J * ^803 ba.. ba^Ba^J'

~^ H8a4 8«2 ha^ ba^^ " Vaa^ 803 8a3 80^ J

, „ ^ f^y' 8.'/" ^y' ^y"\
, ., f^y' 8.y" 8/ 8/\

VSa, 8a, 8a, eaj / ^80380, 8a, aag-'

Haa^ aa, aa, 804/ * Veaj 8a3 8ao aag /

"' * Vaa^ 883 aa, 804 ^
"

" Vea^ aag 8a3 Sa^ >'
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J Of>ß Spitzer, ('her die Kriterien des Grössteii und

WO Ci, Co, Cz, Ci, C5, Ce folgende Bedeutungen haben:

Ci = A.B, — A,Bo

Co = AsB, —A,B,

ros,\ ^3 = AiBi — AiBit
^^ ^

(74 = A,B, — A.B,

C5 = A^B. — A.B„

C, = A,B, - A,B,

Wir wollen die Gleichungen (27) kurz so schreiben :

tu uJ — n.,u,' = C,P, + C,P, + C3P3 + C4P. + C,P, + CePo

«.%" —1^,«," = C,Q, + a(?, + C,Q, + C4(?, + C5(?5 + C,Q,

u,'ih —vJtt," ^ CR, + C,R, + Ta/^s + C,//, + CR, + CßT?«

wo Ci, Co, C3, C4, C5, Cß, conslant, P, Q, R hingegen bestimmte

Functionen von o; sind. In X und ix erscheinen somit blos sechs Con-

stante, nämlich die erwähnten C^, Cj, C3, C*, C5, Cg , welche aber

nicht ganz willkürlich sind, da

c,a, — c,c, -f c,c, =

ist, wie man sich durch unmittelbarer Entwicklung des Ausdruckes

(A, B, - A, BoJ {A, B, — A, B,) — {A, B, — A, B,) (A,Bo—
— A, B,) + (A, B, — A, B,) {A, B, — A, B,)

überzeugen kann. Es lässt sich folglich l und p. so darstellen.

(29)
CiPi + C2P2 + C,P, + C\P, + C,P, + CePe

[^
C\P, ^ aP, + C3P3 + C,P, h C,P, + CePß

Multiplicirt man Zähler und Nenner von l und jm. mit C5 und

setzt statt Ca C5 seinen Werth Cj Cg -f C3 C4, so erscheinen in A und

jL». blos die Constanten

C„ C3, C4, C5, Ce

man kann dann noch din'ch irgend einen der Coefficienten Zähler und

Nenner dividiren, und hat somit in A und /-». blos die vier Ver-

hältnisse

Co C|^ Cj Cß

Cj c, c, c,
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eingeführt. — Man kann noch znm Überflüsse bemerken, dass

zwischen den Grössen P, Q, R, die Gleichungen stattfinden:

P, Pe — Pa P5 + P3 P. -

/?, i?6 — n^ üs -\- n, n^ ^
Nehmen wir jetzt die zwei Gleichungen

vor, und setzen in ihnen zuerst statt v, Ti und Vz ihre Wertlie, so

hat man

:

(u2 c— A) -{- (F — lixCy + i}xC — E)" =
2 E — B + (X3 — 2 pi) C H- (/> — XC)' -= Ö

Entwickelt man diese Ausdrücke, so erhält man :

Ix^-C— A -\- F — AixC — ACfx' — ixCa' + p."C +
2 .a'C + ixC" - E" =

^31)
2 £ — 5 + /2 c — 2 IX C -^ D' — A C — l' C =
Setzt man nun der Kürze halber

:

so ist:
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j 038 Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und

und wenn man in (31) die Siibstitiilion für /a" durchführt, so hat man

statt der Gleichungen (31) folgende Gleichungen:

Ix^C—A + F'— lixC + ICiJ.' + i).C" + 2 p!C— E" — Ck"'Ix +

2 E — n -\- A^'C — 2 IJ.C -^ D' — IC — l'C = 0.

Setzt man jetzt für X und /x' ihre Werthe, so hat man :

/..c-^ + F' + VC + ^r- E"+ c(.-;+^^; + x
-;) +

2 ^ + /)' — XC — 5— /jiC + C ^ = 0.

Setzt man endlich auch noch für A und ix ihre Werthe, so hat man:

(32) c'-^-J + F'-e'- c"^'^+c''!^+^ ^ M^^ ^ M, M,
~

iW,

' Ml ' M, Mj M, ' Ml

2 £ + ö' - ß + C ^^ - C 5 + C § ^0
' ' M, Mj ' Ml

Die erste dieser beiden Gleichungen lässt sich reduciren, wenn

man statt — A-\-F'—E" seinen ihm identisch gleichen Werth setzt,

den wir auf folgende Weise erhalten

:

Setzt man in der Gleichung (25) statt w , «, oder ti^ so erhält

man stets eine identische Gleichung, weil Ui sowohl als auch n.> die

vollständigen Integrale dieser Gleichung sind, man hat daher:

C«,"" +2 6" w/" + 11," (2 E + />
' + C" — B) +

(33) + «,' (2 E + D — B) + n, {Ä — F' -\- E") =
C n.,"" -j- 2 C n^" + lu' (2 E + l) + C — ß) +
+ n: (2 ^' + U — /?') + u, {A — F'^ E) ^

Mulliplicirt man die erste derselben mit u-i' die zweite mit iii' und

subtrahirt dann beide, so erhält man folgende identische Gleichung:

C (u. iii"" — w,' //./'") + 2 C (uJ Ut'" — Hl' iin"') -\-

+ (w,' M," — «,' lt.") (2E 4- ö' + C" — B)

+ (?f, ?A,' — u-, Ui') (A — F' -\- E) =
aus welcher folgt:
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Dies in die erste der Gleichungen (32) eingefüiirt niid rediicirt

gibt:

Nun ist aber: M^ M„ -\- Mx M^ — M. 31^ = o; folglich:

Mj M^ Mt M^ M^

und setzt man dies in den obigen Ausdruck, so lässtsich durchgehends

M.
-j~ als gemeinschaftlicher Factor iierausheben, und man erhält:

Man sieht hieraus, dass die beiden Gleichungen (32) befrie-

digt werden, wenn nur die zweite derselben befriedigt wird. Diese

lässt sich nun so schreiben:

Mi (^ E -\- D' — B) -\- C Mz -^ C {Ms — M,) = (34)

Differentiirt man dieselbe nach .r, so erhält man nach einigen

Reduetionen :

-\- C M, -\- 2 C Ms -{- (C" -\- 2 E -\- D' — B) M. -\-

+ (2 E' + D' — B) Mt =^

Multiplicirt man aber die erste der Gleichungen (33) mit 112

die zweite mit Ui und subtrahirt man dann beide , so erhält man

genau dieselbe Gleichung, zu der wir jetzt gekommen sind. Da aber

die Gleichungen (33) identisch stattfinden, so muss auch die aus ihnen

gefolgerte identisch stattfinden ; ist daher das Differential der Glei-

chung (34) identisch Null, so muss auf der linken Seite der Gleichung

(34) eine reine Function der Constanten

Ci , Co » V3 , C4 , 65 , Cg

stehen, welche, so wie der rechte Theil der Gleichung, Null ist.

Man hat somit:

J \hy' 8.V'- ^ 8«/"' ^ 8^8^' ^ 8//8.y"
^

h'V
, „ )

-|- 2 10 w" > dx =
hy'hy" )

\vw~-\-2 Vi ww -j- Vi w'-\+ / —-^ (w" -\- X w' -\- ij. w)-d.v
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1040 Spitzer. Üher die Krilerieii des Grössteu und

WO V, Vi, Vi, X und [), die in (26) und (29) angegebenen, mit sechs

Constanten verseiiencn Werllie haben, zwischen denen die 2 Bedin-

gungsgleicliungen

Ci C, — C, C, -\- C, C, =
3/, (2 E -\- D' — B) -\- C M. -]- C (M, — M^) =

stattfinden; da ausserdem blos die Verliältnisse der Constanten in

den Werthen von v, Vi, ro, A und /j. eintreten, so haben sie die noth-

wendige Allgemeinheit.

Die Kriterien sind daher auch in diesem Falle nicht complicirt.

Die zweiten Differential-Quotienten von V dürfen innerhalb der Inte-

grationsgrenzen nicht durch unendlich gehen; ferner muss —773 für

alle Werthe von a.'
— .r, bis x = x^ stets dasselbe Zeichen beibe-

halten , endlich müssen noch die drei in der Rechnung eintretenden

willkürlichen Constanten so gewählt werden können, dass für keinen

zwischen .r, und a^^ liegenden Werth von o) der gemeinschaftliche

Nenner von A und p. gleich Null wird.

Findet alles dieses Statt, und lassen sich für die drei Constan-

ten solche Werthe ausfindig machen, durch die es unmöglich wird,

dass der Nenner von A und tj. innerhalb der Integrationsgrenzen gleich

Null wird, so kann man, wenn für die Grenzwerthe nicht nur w =
sondern auch iv' = ist, die Glieder der zweiten Ordnung so schreiben

:

/
'83F

(w" + A rv' 4- IX u->y . (Lv

und man hat somit ein Maximum oder Minimum, je nachdem 7-77^

für alle zwischen .r, und x., liegenden Werthe negativ oder posi-

tiv ist.

Ist aber g^ = 0, d. h. ist IWCr» V^ .'/') + ^"/ G^'» V^ y'\

so muss die eben angeführte Analyse abgeändert werden , denn die

zwei Differentialgleichungen

:

8F fS^^Y [8^^

~Vy L"8irl L^L 8./ J ^ L 8« J

IW r8lFi' rhW

/ 1 8»' J ^ L 8»" J
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Kleinsten bi'i «Ion l'roMcincii der Vnrlation.si'eclinung'. 104-I

die im Vorhergehenden von der vierten Ordnung waren, gehen jetzt

in DifTerentialgleichungen der zweiten Ordnung üher, namentlich

erscheint die letztere von ihnen in folgender Form:

(2 E~B+ Z)' ) w" + (2 ^' — ß'
-f />") w' + {A—F' -\- E") w =

und die Integrale der angeführten zwei Gleichungen sind

:

2/ = ^ (.1% rt, , a.)

Oll = (i \- ( 2"^
Sa, Sag

unter Cy und C^ vvillkürliclu' Constante verstanden.

Bevor wir weiter gehen , hemerken wir, dass in dem hier

betrachteten Falle wohl die Endpunkte der Curven, für welche das

vorgelegte Integrale ein Maximum oder Minimum werden soll, ^^ill-

kürlich gewählt werden können , nicht aber die Richtung der Tan-

gente an diesen Punkten, diese muss vielmehr aus der Gleichung

y=(f{jv, Ui, (li) gezogen werden, und ist somit ganz bestimmt; oder

wenn man die Tangente an den Endpunkten willkürlich wählen

würde, so müssten die Endpunkte solche Coordinaten haben, dass sie

der Gleichung y=^ {x, «i, «2) genügen.

Wir setzen nun an die Stelle des Ausdruckes (24) den Aus-

druck :

Iv w" + 2 Vi w w -\- v-i w'-\ -\-
I
P i^w' -\- \ 10)- da;

somit statt der Gleichung (8), die Gleichung:

A w" -{- B lü- -\- 1 F iv tv -\- 2 E w w" -\- 2 D w' 10" =
= {y 10- -\- 1 t\ w w' -f V2 ?<''-)' + P (jv -^ l w}"

und folglich statt der Gleichungen (DJ die Gleichungen:

A = v' -\- P X'-

B = 2 Vi -f v'2 -f P
F = y -f- v\ -\- A P
E = Vi

D = V,

wählen ferner A der Art, dass

das Integral der Gleichung

iv -\- l w =
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j 042 Spitzer. Über die Kriterien des Grössleu und

A\erde, voraus hervorgeht
u'

u

unter ti der Ausdruck Ci J^-\- C.—- verstanden.

Jetzt ergeben sich leicht für v, t'i, v^ und P nachfolgende

Werthe

:

Vi = E
V. = D
P ^ B — 2 E — D'

n'

u
V ^ F — E -\- ^(B — 2 E — D)

u

und falls unsere Analyse richtig ist, müssen dieselben in

A = v' -^ P l~

substituirt, auf eine identische Gleichung führen. Wir erhalten nun

die Substitution durchführend :

A = F — E" -\--(B'—1E — D) +
u

^{B-2E-D') !ü^lZL^' + !4' (ß _ 2 ^ - /)')
u u~

Avenn man hier die Brüche wegschafft, reducirt und ordnet

:

{2E—B-\-D') u" + (2E' — /?' + D) II + (A—F -\- E") w =

und dies ist wirklich identisch, weil w = u das Integral der

Gleichung:

(2E—B + D) w" + (2 E' — ß' + D") w + (.4—F + E") w =

ist. — Man hat somit

:

j{A le- -^ B w/2 -^2Fwio -\-2 E tv to" + 2 Z) w w") dx =
X|

\ V W' -\- 2 i\ IC iv' -\- Vi iv'" > -|-

x-i d + Co
r ,-. r ,

8« ' 8«, .2

+ ßn-2E-D') („.' - -V-—¥ )
''-

X, Ci \- t-.
-

8«j ca
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c
oder, wenn man statt ~, m setzt, und bedenkt, dass für die

Grenzen u' und ic' gleich Null werden, so hat man für den zweiten

Theil dieser Gleichung :

/
8!/'

,
^y'

(B-%E-D')U' - ^-^ '-^y da:
^ ^y , ^y ^

8a
1

8«,

unter m eine willkürliche Constante verstanden.

Die Kriterien für ein Maximum oder 3Iinimum sind daher hier

folgende

:

Die zweiten Differential-Quotienten von F dürfen innerhalb der

Integrationsgrenzen nicht durch unendlich gehen, ferner muss

B—2E—D' für alle Werthc von x = d\ bis .r =^ .v^ stets dasselbe

Zeichen beibehalten, und endlich muss noch die willkürliche Con-

stante ?n so gewählt werden können, dass für keinen zwischen o^j

und .Vz liegenden Werth von .y der Ausdruck -^ -\- ni-r— gleich Null

wird. Ist nun unter diesen Umständen B—2E—D' stets positiv, so

hat man ein Minimum und ist es stets negativ, so hat man ein

Maximum.

Wir haben endlich noch den Fall zu besprechen, wo nebstdem,

dass „^77, = ist, auch noch die Gleichung^

—

2E—Z>'= stattfindet.
8^ -

Alsdann hört die Gleichung, die zur Bestimmung von y dient, auf, eine

Differentialgleichung zu sein, sondern sie ist eine ganz gewöhnliche,

etwa von der Form y=f (.r), und jetzt können blos die Ahscissen

der Endpunkte beliebig gewählt werden, die Ordinalen derselben, so

wie die Richtung der Tangente an donseihen, folgt aus der Gleichung

y=<p (.y) von selbst. Man hat in diesem Falle für die Glieder der

zweiten Ordnung

und da für die Grenzen w und iv' gleich Null sind:

f w' (A — F -\- E!') dx
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1044 Si)it/. er. Über die Krilerien des Grössten und

wonui.s man unfein Maximum oder Minimum schliessen kann,jenach-

(lem A—F' -\- E" stets negativ oder stets positiv ist.

Wäre aneli A— F' -\- E" = , so wäre Frfo; ein vollständi-

ges Diflerential, und die Untersuchung müsste auf eine andere Art

fortgeführt werden.

f 11-

Untersuchung des speciellen Falles, wenn F= y {x,y,y', y", y'") ist.

Die Glieder der zweiten Ordnung lassen sich in diesem Falle

auf folgende drei Weisen darstellen.

"^ -' J ^^y' ^y'^ 82/"- 8t/'"2

+ 2 lüw' + 2 — ww +2 — wiv 4-

-f 2 tv'w"-\- 2 ?f '
«/"+ 2 — w" ?6*"'

I
(Lv

^y'^y" ^y'^y'" ^y ^y ^

. . \
i^lF [9" Y ,

[ö't^Y)
.

(Sil |9"'Y> , ,8I^l^f

+ /^,{»^_(i'':i+(i^r_l»Jt:fi,,,

/ 8j/"'3 ^ ' ' ' ~
I «• ^

die einander identisch gleich sind. Die in (36) vorkommende Grösse

irisl gleich

8F 8F
, ^y n ,

^^' u,
IK = — w H -w' -\- --- 10" + —- w'"

^y 82/' 8»/" ^ 8»/"'

und die in (37) vorkommenden Grössen Ai, X^, A3 und j% Vx, v^, ^3,^4,175

haben zu genügen den Gleichungen (11), diese sind:

82F 82F= V + A3-

8r 8^'"-

82F , 82F

8y"S -
' 81,"
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Kleiiistpii l)c\ (Ich Pri>lil(>iiieii der Varialioiisrecliiiuiig. \ 04«)

t'i + A3
81/81/'" " 8^"'2

8-F h-V= r^^ n + r^' + l, A,

83F ^ 8«F

W^y'" ' 81/'"-

82F
, ^ 82F

Sy"dy"'
' %y""'

Wir nehmen an, dass die Gleichung

8j/ Le»/'] ^ L81/ J 18«/ J

integrirt werden kann, und dass ihr Integrale

y = f {'V, «1, rto, «3, «4, «5, «e)

sei, das Integral der Gleichung

die sich in entwickelter Gestalt, wenn man:

(11)

83F ^ a^F „ 82F ^ 82F 8-F
-T^ = ^ ITTT = ß' V^ = a 7—777 = D, ^ E,
8«/- 81/'- 81/"^ 8y"3 8//8//'

hyhy" ' 8^/8«/'" ' ^y'hy" ' 8»/'8*/'" ' Zy'hy'"

setzt, auch so schreiben lässt:

— DmjW — 3 D'iü« + (C — 3 /)" — 2 / — A") ?tj"" +
_l_ (2r - />'" - 4 /' - 2 r) «>"' + (-/? + r +
+ 2 F — 3 r; + //' — 3 /" — K") iv" -f (_ /; -I-

^'^^^

+ 2F— 3 G"^ H — r ) w'-\- (A— E'-\- F — G")io =
Sitib. (1. malliem.-uaturw. Cl. XII. Bd. V. Hft. 68
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1 04ß Spitzer, i'lter die Ki-ilerien des Grössten iiiid

liat dann folgende Werthe:

w = Ai \- A. \- A-, \- A-. h ^5 \- Ad —

8«! ' Ba.
'

8a3 ' 8«^ ' 8a5 ' U^

8«, ' Sa,
^

8«3 804 8«5 8«6

von denen wir das erste mit ?/, das zweite mit u-, und das dritte mit

tts bezeichnen. Wählen wir mm Äj , X^ und A3 so, dass tv =r Ui>

w = u., , und w =^ Us die particulären Integrale der linearen Diffe-

rentialgleichung

w"'-\-li io"-\-X. w'+Xj 10 =
werden, so haben wir demgemäss:

?A,"' + A, /<," + A, «,'
-I- A3 u. =

"-,'" + A) 1(3" -\- Xi W3' -f '''3 «3 ^^

woraus

:

(39)

?/, llj J/g'" Mj U./ ItJ" »/, "/ "3" + "2 "3' "1"' + "3 "1' ''s'" "3 Wo' "
Ai = —

\ = +

A3 = —
"1 "2 "3 — "1 "3 "2" — "3 "/ "3 +''2 W3' m/' + J/g n^' tto" — ?'3 ''2' II

folgen. Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen (11), so

findet man dann r, r, , v^, v^, v^, v-^', diese sind:

V ^ E— F -\- (G — \ D) + (A, A3 />)' — Ao A3 D
v^ = II— G -f A3 D ~ (I — X, D)' — A, A, D

(40) ^2 = ÜT— A, ü

v,^F- (G — A3 D)' - A, A3 /)

Vii = G — A3 Z)

V3 = 7 — A. D

"1
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und jetzt bleibt uns nur noch naebzuweisen übrig, dass die gefunde-

nen Wertbe der Unbekannten den 3 Gleiebungen

iW
, , ^ , ^

8-F (41)

identisch genügen, und zugleich mit der gehörigen Anzahl willkür-

licher Constanten versehen sind. Da die Gleichungen (11) durch

Elimination von Xi,?w, A- auf 6 Differentialgleichungen ersten Grades

führen, so müssen in den Resultaten unserer Rechnung sechs will-

kürliche Constanten erscheinen.

Die Gleichungen (41) gehen, wenn man in ihnen statt v, Vj, Vo,

^3 . V4, V5 ihre Wertbe setzt, in folgende über

:

A = E - F" -\- (G — A3 B) + (X, /3 D) — (?>2 A3 D) + hj D
B == H ~ G + (A3 D) — (I— >3 B) — (Ai A3 />) -f 2 i^ — (42)

— 2 (G — A3 D) — 2 Xi X3 D + hj D
C = K — (Ä, />)

' + 2 / — 2 A, Ü + Ai- D

und diese führen entwickelt und geordnet auf folgende Glei-

chungen:

A,'" Z> + 3 A3" D —D(li A3" -f A," A3) 4- 3 A3' D' —
-2D (A, Aj'H- A/ A3) + D (A, A3' + A,' A3 -2A/ A3)+ (43)

4- A3 (/)'" — A, D + A, D — A3 D) = —A-^E' —
— F" + G'"

Ao" Z> + 2 A,' />' + /) (3 A3' — A, A,' — A,' A,) -f- A, D" +
4-D'(3A3 — A, A.) + /)(Ao2— 2A. A3)=^ß — 2F+ ^^^^

4- 3 G' — ^' -f
/

"

— A,' D _/,/)' 4- z> (Ai- — 2 Ao) = C — 2 / — A" (45)

Nun ist in diesen Gleichungen die Substitution für A,, Ao, A3 und

ihren Differentialquotienten durchzuführen. Wir sind aber hier ge-

zwungen, um nicht gar zu weitläufige Entwicklungen zu haben, eine

Reihe von Abkürzungen einzuführen.

68*
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Ä "^ —. ^ t^ tc ift \r * 00 f* <e ^

4> ^' 4* 4' ^' ^' ^' *'^' 4' 4' ^4' 4» ^^' ^4' ''^^ "^
c> 4» 4* 4* 4» "4» 4» "

oj

W ^ ^ ep e^ n M CO ^ ^ « CO rt c^
"" « ^ « m ^^ « « e^""^

W - <»,

^ ^ 4* 4» 4* 4* ^^ ^ 4' 4' ^' 4' ^» « ^ 4' 4» 4* 4* 4' « ^ " w

W ec ^ CO CO « « M ^ ^ CO ffO CO eo"^« « « eo M «0 eo eo"c»

+++++++++++++++++++++++
•^ *«*'>'•>*;. >* "^ "»* ^ 5^ 5i: 4* '»* -T" «C «C 4" "^ ^* ** -^ *irt -C ^

eo CO ^ ffO « rt M CO ^ ^ C? CO CO M*"m CO « ^ ^ « « «"m

cj ?i ^» ?? -* ;? ;» -j ?j ^' « 5J -j *j ^
?J

^
-^i ?i ?? c? -» M ?»

"^
«j

+ + 4- + + + H- + + + + + + 4- + + + + + + + + +

-' 4' 4' *' -' *' *' •' ** 4* ^' ^' ** e»
"

r»
"^

<?' ?' ^ w M PJ **
"^

ti

4*4*4'4*^^^4*4*4'4'4'4*.^ p>^^w^^^ **^^ "^^*
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SO ist, wie nmn leicht sieht:

m: = M, + M^

M,' - M, + M,

M, = M, + M,

Ms' = Ms + M,

M, = M, H- J/,0 + 3/u

M,' =Mu
Ms' = M,Z + i»/l3

m; = 3/i3 + 3/,* + 1/,5

M,,' = M,, + ^6
1/,,' = J/n + i/,8

iI/,3' - ^^/i8 + M,, + 3/,,

J/14' - il/i9 + il/20 + M,,

3/,e' = 71/,, + M,,

und X), X,., X3 und ihre Differentialquotienten haben folgende Werthe

-, _ M,
^' -~ M,

Iz
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1 OoO Spitzer. Üher ilie Kriterien des Grössfen und

Wii-d nun in der Gleichung (43) statt l^'" sein Werth gesetzt,

so erhält man

:

_^M,M^3L, + 1," (3 /)' + 2 /. D) + 3 l,' D -
— 2D (l, l/ -f V A3) + D (A,' X3' — 3 X, A,' X3 — 3 A,3 X3' +
+ A, /3' + ?>.' A3) + A3 (ö" — A, D + A, D' - A3 i) + A. 3 Z)) =
= — ^ + ^' — F' + ^'"

Setzt man hierein statt A3" seinen Werth, so erhält man:

+ D (4 A, A3' + A/ A3) + Ö(A/ A3' — A, A,' A3 + A^- A3' + A^ A3'H-

+ A2' A3) + A3 [/)'"- A. D + D (A, _ 3 A,2) - Z> (A3 + A,3)] =
= —A-\- E' — F" -{- G"

setzt man jetzt für A/, A3' und A3' ihre Werthe, so kömmt:

_X3^1-Z)'r 3 ^'^lilü^«+4A/:^^+A3^^1-3i)'^:^ +
+ A3 [D'" + 2 A, D" + 2 A,2 /)' -f D (2 A, A, — 2 A3)] =
= — A -\- E' — F" -\- G'"

und setzt man endlich noch für Ai, Ao, A3 ihre Werthe, so erhält man

wenn man die ganze Gleichung mit M^^ multiplicirt und ordnet:

— D M, M-. + D (2 M. M; — 3 1/, M,,) + 2) (4 Jf^ iW,, +

(46)
-\-2]\LM,,— M, M,, — 2 i/, yl/,^ — #, il/.» + M, M, ,

-

-- #r (— ^ + /^' — F" 4- ^"')

Verfährt man mit der Gleichung (44) eben so, so erhält man,

Avenn man zuerst für X," seinen Werth setzt:

3/,, + 3/,n + .1/,,

J^-^—i^ + '-' ^ + ^ (^ '^ + 2 A,' - A, A,) +

+ D (A, A; — A, A3 + A,-^ - A,'^ A, + 2 A3') ^ ß — 2 F +
-f 3 ^' - //' + /'
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Kleinsten bei den ProMenien «1er Varinlionsrechnung;. lObl

wenn man dann für 1.,' und X3' ihre Werthe setzt:

-\- Xr D = B — 2 F -j- 3 G' — H -}- 1

und wenn man nun noch für Xj, ?»o, X3 ihre Werthe setzt, und die

Gleichung dann von Brüchen befreiet

M^ M, D + D (2 Mi Me — M, 31, — M. 3h) +
+ D (31, 31, + 3J, 3T,o — 31, 31,, - 31, 31, + 31,^-} = (47)
= 3/r (i? — 2 F + 3 G' — ^ + /')

Endlich erhält man für die Gleichung (45), wenn man für A'i

seinen Werth setzt:

M
-j D — A, D — l, D ^ C —21— K

und wenn man noch für a, und h ihre Werthe setzt und ordnet:

31, D -\- D (31, — 31,) = 31, (C —21— K) (48)

Die drei Gleichungen (43), (44) und (4o) gehen daher in fol-

gende drei Gleichungen über:

— D 31, 31, + D (2 31, 3Ir— Z 31, 3I„) -{- D (4 31, 31, , +
J^M,3I,-^3I,3I,,— Z3I,3I„-2^^^)-{^D(23I,3I,,+ ....

M, (4bJ

-f 2 3L 3I„ — M, 3Io, - 2 31, 31,, — 31, M,s + 31^ 3I„ —

= iWr- (— A -\- E — F' -\- G")

M, 3h D + D (2 3h 3h -31,31,— M, 31,) + D (3h 3h +
+ 31, M„ — 3h M,, - 3h 3h + 3h') - 3h' (B — 2 F -\- C^'^)

+ 3 G' — // + T)

3h D' -\- D (3h — 3h) = 3h (C—2 I— K) (48)

Die zwei ersten dieser 3 Gleichungen sind einer bedeutenden

Reduction fähig, man hat zu demBehufe nur statt

—

A-\-E'—F"-\-G"'

und B—2F+ ZG'— H' + J" ihre, ihnen identisch gleichen Werthe

zu setzen, die wir auf folgende Weise erhalten

:

Setzt man in der Gleichung (38) statt 20 die drei Werthe u,

u^ oder Wj, so erhält man stets eine identische Gleichung, weil k.
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1 0!i2 Spitzer. Üher die Kriterien des Grössten und

n. und u> die Integrale dieser Gleichung (38) sind, man hat daher

folgende identische Gleichungen:

— D ?//> — 3 /)' u,^'^ + «,w (c — 3 7)" — 2 / — iT') +
+ «,'" (2 C— /)'"— 4/'— 2/r') 4- ?/," (— ^+ r' + 2 F— 3 G'^-

+ /?' — 3 /' — A^") 4- ?/,' (_ ß' -j- 2 F' — 3 ^ ' +// — /")
-I-

+ «, (.1 — £' + F" — r; ") =
— D uS'^ — 3 Z)' 7<o('> -f

7/.W (C — 3 /)" — 2 / — iT) +
+ %'" (2C—D— 47—2 /T") + ?/," (_ i?+ 6"

' + 2 F—3 G +
+ /T' — 3 /

'
— /f") 4- u.: (— 5 -}- 2 F' — 3 6^" ~ ^" — /'") 4-

-\- ih {A — E' -\- F — G'") ==

— D ?//"^ — 3 O' uS'^ 4- ^^3« (C — 3 Z)" — 2 / — A^) +
4- W3"'(2r-/)"'— 4/'— 2A"')4-v/3"(—^4-^"H-2F— 3G'4-

4- ^ — 3 T—IC") 4- Ws' (— ß' 4- 2 F — 3 G" 4- ^' — /"') 4-

+ ?/3 (^ — F' 4- F" — G ) =

Multiplicirt man die erste derselben mit Uo' Us" — 1(3 Uo",

die zweite mit W3' w/' — w/ ?<3" die dritte mit ?/;,' w," — ^<.i' w/' und

addirt man sämmtliche so erhaltene Gleichungen, so hat man:

— D 3/,, - 3 D M,, 4- 71/,, (C — 3 Z)" — 2 7 — F) 4-
^^^ -\-MT{1C—D—M'—'>K')-\-M^{A—E-\-F'—G') = (i

multiplicirt man hingegen die drei Gleichungen der Reihe nach mit

U3 ll-z" Uo U3" Ui Uz" — ?<3 w/' «3 ?<i" Ui Uc."

und addirt sie alsdann, so erhält man:

— D J/,3 — 3 D M, 4- i/e (C — 3 7) — 2 7 — r) 4-

(50) 4- M; (2 C — 7> ' — 4 7 — 2 K ) + J/, (ß' — 2 F 4-

+ 3 <;
" — 77 4- 7'

) -=

multiplicirt man endlich dieselben drei Gleichungen mit

uJ U3 U3' U., 113 Ui Ui U3' Ui Uj, — Uz w'i

und addirt sie, so hat man

— D Ms —SD M, 4- i/3 (C — 3 7)
' — 2 7 — A") 4-

(51) + M, (2 C — //" — 4 7 — 2 7r') + ^7, (— 7? + C" -\-

4- 2 F — 3 G' 4- 7^ — 3 7
'
— K ) =
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Diese drei Gleichungen (49), (oO) und (öl) sind ofTenbar

identische Gleichungen, aus der ersten derselben folgt:

Mt (— A -\- E — F + G") = — D M., — S D My, +
^/„ (C— 3 i) '

— 2 / — K) + M, (2 C — D — 4 7 — 2 /T )

und dies in (46) gesetzt und reducirt gibt:

2 M. M-, D + D (4 M. Mu -^ M^ M, ~ ^ M^ Mn —
— 2 ^^^ ) + ^ (2 M, i/,5 + 2M,Mu — ^ M, M,, —

M - 31- M, M,, + M, Mu - 2-^^ -M, M, - 2 .1/^- + ^^2^

+ 2Ed^ ) _ vi/, Mu (C - 2 / - A-) +
+ 2 3/, J/: (C — 2 I — K")

Versuchen wir , um diese Gleichung noch weiter zu verein-

fachen, statt C— 2/

—

IT seinen aus (48) folgenden Werth zu

setzen, so hat man, da

31, (C—2 I — K) = M, D -\- D (I/3 — MC) (48)

ist, wenn man diese Gleichung differenzirt

:

M, (C — 21 — K) + ßL (C — 2 /— F) = i/o D + .^3.

-1-21/3/)' + /) (j/5 — i/o

Bringt man nun zuerst mittelst dieser Gleichung aus (ö2) das

Glied C" — 2/ — K" weg, so hat man :

D' (AM, i/11 — 3 M, i/i6 — 3 i/3 i/,— 2 ^^'^') -f /) (2i/i2 if,5 +
-f 2 i/o i/,e _2i/i i/22— i/i i/«3 + i/3 i/u — i/e i/7— 2i/5 i/7 —
_ 2 '^^^^ -\- 2 ^!!l^!ll^)=(M, Mu—2M, i/o {C—2I—K)

All AJ^

und bringt man hieraus mittelst der Gleichung (48) das Glied

C— 2/— JT weg, und befreiet man dann die Gleichung von Brü-

chen, so hat man:

3 M,D (i/ii/i6 — i/i/u + i/si/v) + /) [2 i/, (i/,i/,o -
— 3LM,, + M,M,) + i/, (i/,i/3 — iAi/,, + M,M,) — (Ö4)

— 2 i/o (i/,i/,6 — i/,.l/n + MsM,)] =

Digitised by the Harvard University, Download from The BHL http://www.biodiversitylibrary.org/; www.biologiezentrum.at



101)4 Spitzer. Über die TIriterien des Crösslen und

Uns bleibt nun iiicbts anders übrig, als die hier erseheinenden

Ausdrücke

MiM,, — iM^Mu + M^M,

wirklich zu berechnen. Wir haben diese mühsame Operation durch-

geführt, lind haben gefunden, dass jeder der drei Ausdrücke aus

108 Gliedern besteht, die sich paarweise aufheben, es ist nämlich:

M,M,, — MJIu + 3IsM, =
(^lltlh'lh" — UiUi'lO."— ihflilh 4" 'hf's'l'i" + ^h"i 'h — «s«.»'"!")-

(tli'th"''Uz""— «/«»'"««a""— Wo'?/,"'m3"" -\-7li'Us"'lli"" -\-ns'ux"'uo""—
— «s'^a'"«!"") — ij'i^k'lh" — UiUs'Uo'" — n-zlli'Us'" + U^UzUi"' -\-

-\- u^Uxii-i" — u^uJiii"y{;niih"u5"" — u^u^'u-i'" — u-iU^'u^'" +
+ ihns'ifi 4~ Ui'ui'ui""— «3''<2 "w/ ") + (?<!?/.. «3 ""— niUs'n-i""—
— i(-,u\Ui"" -\- luii^'ux"" -f- Uz^ix'U'i'" — Usih'ui"") • (jix'uJ'u^,'" —
— UiUz"u.i"— nJu^'u^" + ?^.'?/;j "w/" + u^u^'n-i"— UiuJ'Ui" ) =

Setzt man in dieser Gleichung überall u^^'' statt n'" , so erhält

man ofTenbar wieder eine identische Gleichung, und die ist:

iHiifoo — M.Mv. + M^M, -=

und verwechselt man in derselben Gleichung «' mit «" und li' mit %i

,

so erhält man

— M,1\L. + M^M,, — M^M, =

also ist die Gleichung (54) identisch erfüllt.

Man kiini) daher folgenden Satz aussprechen : Wenn die in

(39) angegebenen Werlhe von A der Gleichung (45) genügen, so

genügen sie gewiss auch der Gleichung (43). Ich habe gesucht,

dieses noch deutlicher ersichtlich zu machen, und bin dahin gelangt

die Gleichung (52), welche mit der Gleichung (43) identisch ist, in

folgender Form aufzustellen:

(55) 2 'JA [37, (/'— 2J— /r) — 3I,D' — D (M, — M^)]' +
+ (-'/. .

- ^^)['^^. (^'- '^•^- '<)- ^^D'- D 0%-M,)-\ =

Zwischen den verschiedenen M finden noch mehr Gleichungen

Statt, als die oben angeführten: da sie uns im Verlauf der Rechnung
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von Nutzen sein werden, so wollen wir sie hier, mit Wiederholung

der schon genannten drei, anführen:

M, M,o — M, Me + Ms M, =
Mt Mn — M, M, + M* 1% =
M, i%e — M. Mu + iWa M, =0
M, M,, — M, J/„ + ]\h M, =
M, M,o — M, M, + M, M, =
M, M,i — M. ^/i5 4- M, M-, =
M, 3/„3 — M, Mu + M, M, ^
M. 31,0 — M, M,, + M, M,o =
i/o i¥.3 — JA i)/l6 + i^/7 i^/io -
M, Mzz — M, M,, + M,o M,, =
31, 31,0 — M, M,, + 31, 31,0 -

Behandeln wir auf dieselbe Weise die Gleichung (47). Aus

(51) folgt:

31, (5— 2F + 3G — F + /") -= — D31, — W 31, + (C —
— ZD" — 21— K') Ms + {W— D'" — 4/' — %K") M, + {C —

— 27" — K") 3h

und dies in (47) gesetzt, gibt

:

3h 3h D' + D {3h 3h + 33/1 3/3)!+ i>' {23h 3h — ^A J/7 —
- 3h 3h + Z3h 3h) + /> (3/, 3h + .i/i 3/e + 3h 3ho — 3h 3hx— (jjß)

M^ M^-\-M\) == {C— 2I— K') M, Ms + 2 {0 — 2l — lC')~
— 3h 3h + {€" — 2/" — K") M\

Versucht man auch hier, um diese Gleichung zu vereinfachen,

statt C— 2/—K seinen aus (48) folgenden Werth zu setzen, so hat

man, da

3h {C 2/— K) 3r,D-{-D {3h — 3h) (48)

M, {C -21 -K) + 3h (C- 21- K) = 3h D + .53)

+ 23/3 D^ D{M,—M^)

ist, die letzte Gleichung nochmals differenzirend

3h {C'— 2 r— K") + 2M, (C— 21—K)-\-
(M,-\-3h){C—2I—K')

^D{M, -f- M, -Mu) + D (Z3h + 23h — 3h) +
4- D' (^3h + 3h)-\- 3h t)

(57)
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Bringt man aus (S6) mittelst der eben entwickelten Gleichung das

Glied C" — 21' — K weg, so hat man

:

— D M, 3h + D (il/, J/,0 — 3L M^ + M,^} = —
— 3h 3h{C—2I—K'}

und bringt man aus dieser Gleichung mittelst der Gleichung (48) das

Glied C— 2/— K' weg, so erhält man:

D (M, M,o — 31. 3h + 3h MO =

und dies findet wirklich identisch Statt.

Man kann daher jetzt auch sagen: Diebeiden Gleichungen (43)

und (44) oder die aus ihnen abgeleiteten (46) und (47) werden

befriedigt, wenn nur die Gleichung (45) oder die aus ihr hervor-

gehende (48) befriedigt wird.

Zugleich lässt sich bemerken, dass man der Gleichung (56)

folgende Form geben könne

:

(öS) 3h W (C — 2 / — K) — 3h D — D (3h — M,)]" —
— 3h [M, (C — 2 / — K) — I/o D — D {3h — 3h)] =

Um den Faden unserer Rechnung nicht zu verlieren, wollen wir

erwähnen, dass unsere Untersuchung, ob nämlich die in (39) und

(40) aufgestellten Werthe von

X,, X., Xg, V, Vi, Vi, Vi, Vi, Vs

den Gleichungen (41) genügen, uns auf folgende drei Gleichungen

führte

:

(Ö5) 2 3h [3h (C—2I—K) — 3h D — D (M, — 31^^ + {M^i

- ^^^)[^^^i (<^'-2 l--K)-3h D-D (Jfj -M,) =

(58) #1 [Ml (C — 2 / - K) — 3h D - D i3h — 3h)T —
— 1% [3h (C—2I~ K) — 3h D —D (3h — 3h)] =

(48) 3h (C~2 1— K) — 3h D — D (3h — 3h) =

die der Reihe nach den Gleichungen (41) identisch sind. Wenn

sich daher erweisen lässt, dass die Gleichung (48) identisch statt-

iindet (etwa dadurch, dass man zwischen den in ihr eintretenden
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Constanten gewisse Beziehungen statuirt, so finden auch die Glei-

chungen (55) und (58) und somit auch die Gleichungen (41)

identisch Statt,

Suchen wir nun aus den zwei Gleichungen (50) und (51) eine

dritte ahzuleiten, in der nicht mehr B — 2F -^ ZG'— H -\-
1'

erscheint. Zu dem Behüte dillerenzire man (51), dies gibt:

—Mo D""—D (4 M^ + M,) — D" (6 M, + 3 J/o)— D (4 M^ +
+ Uh)-D (31,, + J/.3) + (31, + i/e) (C-2 I-K) +
+ (3 31, + 2 31,) (C — 2 /' — iT) + 2 31, (C" —
— 21" — K") + 3h (— B + C" -\-2F—2>G"-^H"—
— 3/"— Ä"") + iJ/,(—ß+C" + 2F— 3G +^ —

— 3/" — K" ) =

addirt man hinzu (50) so hat man:

— 31, D — D (4 31, + 2 3U)— D" (G 31, -f 6 31, )— D (4Jfs +
+ 6J/,)-i)(J/..+23A3)+(J/5+2J/e)(C-2/-A-)+

+ (3 J/3 + 4.1/,) (r — 2 /' — K ) + 2 J/, ((7 "
-

— 2 /
" — K") + 3/, (C " — 2 / " — A^"") +

+ ilf, (— 5+ 6" + 2F— 3 G' -f // — 3 /"— A^") =

Multiplicirt man jetzt diese Gleichung mit 31i, (51) mit Mz und

subtrahirt dann beide von einander, so hat man

:

— M, M, D"" + B (- 4 1/1 31, — 2 31, 3h + 3/, 3) +
+ D" (—6 i¥i M,—Q3h 1/6+ 3 i/, i>/,)-f/)'(— 6 J/, J/»—

— A3h 3h + 3 3L 3h) + D (— 3h 3h, — 23h 3h, +
-]-3L3h)+(3h 3/5+2 J/, 31,- 3h 3h) (C-2 I-K) +
+ (3 3h M, + 4 i/, 3U — 2 i>/o 2) (C' — 2l— K ) +
+ 2 3h 3h (C" — 2 1 — K ) + 3/, 2 (C" —

— 21"— A '") =^

oder anders geschrieben:

3h [3/, (C — 2 / — A") — 3h D' - D (M, — 3/4)]'" —
— 3h [3h (C-21— K')- 3h D-D (3h - M,)]" + ..9.

+ 3/4 [3h (C—21 — K) — 3h D —D (3h — 3h)J—
— 3h [3h (C— 2 1 — K) - 3h D —D (3h — 3h)] =
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Setzen wir der Kürze halber

3/, (C —21— K) — Mo D — D (Ms — 31,) = u

so lässt sich die Gleichung (59) so darstellen:

Mi li" — i/o m" + lA «' — M^ u =
oder

oder endlich, was dasselbe ist, in folgender Form:

u'" -|- A, u" + Xo ti' -\- "k^ u =
Vergleicht man nun diese Gleichung mit der Gleichung

lo'" 4- li w" -f X. w 4- \ w =
so sieht man, dass u die drei Auflösungen

:

8«! ca., 8rto S«4 ößg o«ß

8«, 8«., 8a« Sa^ Soj 8«^

8«! 8ao 803 8«;^ 805 oa^

hat. Wie lässt sich nun denken, dass der Ausdruck:

M, (C—2 I — K) — i/o D — D (M, — i/o

in Avcifhem die Coefficionten A, B, C detorniinantenartig verbunden

vorkommen, identisch gleich sei, einem der drei angeführten Aus-

drücke, wo die Coefficienten A, B oder C alleinstehend und in

linearer Form auftreten?

Wir sind daher gezwungen anzunehmen, dass

(48) i/, (C—2 I—K) — i/3 D'~D (i/3—i/4) =
identisch stattfinde, denn nur unter dieser Voraussetzung lässt sich

aus (59) kein weiterer Schluss ziehen.

Wir wollen nun zur wirklichen Berechnung von 'kiy'kz, X3 schreiten.

Es ist:

Ä ^y
X A ^y

X A ^y
^ A ^y

y ^
^y

\ i
^y

oa^ 8«, 8«3 8«4 805 oUg

A
^y' A A

^y' ^ A
^y'

X i

^y'
x a

^y'
x a

^y'

8«! Sag ca^ öa^ 805 oag

A
^y"

1 A
^y"

X A
^y"

. <

^y' _l a
^y"

i <

^y"

8«, 8«2 8«3 ört^ 805 Brtß

.
^y'"

. >
82/"'

, ,
8^'"

, ,
8y" 8i/"' 8i/"

«1 = J, \- A-i \- As -; \- An \- Ai h '16
-—

8a, 8«, 8a, ' ba. ba. 'da.
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8«, 8«. 8a.. ört^ B(i^ 8«6

'^^ =^'-8;i7 + ^^-^-8Z-^^^^^+^^^^+^^'^ + ^«-K

^
8ci 8«, S«3 3«* 8«5 9«6

8w"' 8i/"' 8'/'" 8»/'" 8v"' 8»/'"

8«! Srto 8«;5 Sa* 8«ä ö«g

«3 = Ci -—h u -—h <-s T— + ti -—h 65 —r + ^« "^r8«! 3a2 Sßg 804 oa^ 8«^

8'/" 8'/" 8»/"
. ^ 8«"

. , 81/"
, ^ 8«"

8ffj Bffg o'^s o'^'4 t'^ä ^'^e

Ws = Ci h Co h C3 -; h 64 -f- C5 — ^ t 6
—

8«! 8«. 8«3 804 8ff5 8«6

Setzt man der Kürze halber:

A.B.C^^ — A^B.a — A.BiC, + A.B.C^ + A,B,Q —A^BX,=N,
AyB.,C,— A^B>^C. — J.Z/ifi + A.>B.^C, + Jiß.a —A,BoC,=No

AiB,a — ABsC, — A,BiCs + ^0^5a + ^5^1 Co —^ß,C,— lYs

A,B.C, — A^B.Co — A.B.C, + A.B.Q + Jeß.^ —J«5oCt=^iN\

AiB,C\ — A,B,C, — A.BiCi + A.B^d + A^i^s —^^3^1=^5
A,B,C, — .4,^5^3 — ^3^1^ + A,B,C^ + Jjßi^s —A,B,C,=N,

A^B.Ce — A,B,C, — ^3^.a + A,B,C, H- J«Z?,a —.4«ß3A=iV,

A,B,Cs — AyB.C^ — J4l?iC5 + A,B,C, + ^^i^iC* —^i54C,=i%

A,B.,C, — AB,C, — A,B,C, + AJhC, + J^ßiCi —^^46',=^;.,

A,B,C, - A,B,C, — J5/'^C6 + AB,C, + Je^iCj —JßßsC'i^iVio

A.B^a^ - J054C3 — ^3/^2^4 + Ä^B.C, + ^i^.Ca —A^gCo-^'u
A.B,C, — ^,ß5C'3 - ^302^ + A,B,C, + J552C3 —J553Co==iVV,

A.B,C, — A,B,C, — ^sß.^e + AsB.C, -f Je^oCg —^53^2=^13
AoB^C, — A,B,C, — A,B.,C, + A,B,a + ^J?oCi —.45/^4 a==iV^i

A,B,C, — J,^e<:^, — JißX« + A,B,C, + ^«^2^4 —^e^^a^iVu
A.BsCe — A,B,C, — J.ßXo + AsB.C, + .4o^.a —^655a=i\'i6

A,B,Cs — AsB,Ci — A,B,Cs -f A,B,C, f ^^3^* —^i^^Cs-.V,:

AsB.Cs — A,B,C, — A,B,C, + A,B,C, + .16^3^4 -Jß^^Cs^iVis

AsB.C, - A,B,t\ — A,B,Ce + A^B^C, + A^s^ —^^5C'3-i\',9

A^B.C, — A,B,C, - AsB^C, + ^Z^eC* + A.B^C, -A,B,C,=x\,o
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o
— n ^n --t ^»n _» -- srj ^o> _!-

cu l CO CO* I CO co' 1 CO CO* I CO CO* j CO co* I co co' I co co' I co co' I co co' I co

_. , - -. , - . , - -

,

. , - - , - . »i e »5 ö Si «
CO Ico colco colco colco colco colco COlCD colco colco colco

V «" V. «r "»5 s" ~si «r "»5 «r "=: «r Vi «" "»^ «*
"a^ ms" ~s5 ?r

colco colco colco colco colco colco colco colco colco colco

+ -\- + + + + + + + +

+ + + + + + + + + +

^l«^|.*^|kn^l^^[-*^l''5^|«^[»n::[« ^IcD
S-8 »l8 a^S »;55 »jS »-. C S^» SlCS »i« »5«
CO* Ico colco colco colco colco colco colco colco colco colco

co' I CO co' I CO CO I CO CO I CO co' I co co' I co co' I co cö I co co I co co' I co

I ., I
«

I
»'

I
M

I
"

1
" I

"
I

•*
I

-''
I

"^^ks^b »1« »i« Si« s^cs a-. c S5Ö »ic »iS
co' I CO '°'

' '^ colco colco colco colco colco colco colco colco

^^aSi« S5« »i« Ss« =5« =5« Si« S5Ö »--I*
co' I CO CO Ico colco colco colco colco colco colco colco colco

le^ l.-i"-.l>n^l-.o^|j'-|'n^|'«^|>«^|» ^1»VaVs »i« sj* »1« »5« »50 S5IS s>s »5 CS

co' Ico colco colco colco colco colco colco colco colco colco

CO 1 CO cd' I CO CO I CO CO' I CO co I co co' I lO co I co co' I co co I co co I co

I I I I I I I I I i

^ I«; |v("^ li«; |»S-
\

•* i |«i"~^ 1'*"^ Imi^ I«? ~^ 1""
^ CO I CO CO I CO CO I CO CO I CO co' I co co' I co co' I co co' I co co' I co co Ico

«2^ ro I CO co" I CO TO I CO co' I CO CO I CO co' I CO co' I co co 1 co co I co co' I co

-3
I

^
I
c- ^

I
>r ^ I

~~ N"
I

c
I

c
I

5." -^
I

-"
I

-"

P cö' I TO co' I CO co' I CO co' Ico colco colco colco colco co' 1 CO CO i CO
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aT C aT öT öT cC fC fts" oT

II II II II

^
I

« ^
I

e» :; 1 « ^1
CO I CO CO 1 CO CO I CO CO

I

*.|m-.I«-,|co-^|'*'^|-* ^vrt ^1»so a-. Ö »iö Ätö SsÄ =r;e Ä^
colco colco colco colco colco coico col

^g^
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SO ist der gemeinschaftliche Nenner von li , X, und X3 folgender:

iV, P, + .\, R + N, P, + N, A + ^^5 n + iVe P« + iV, P. +
+ .Vs P, + iVo A +iV,oPlO + ^11 Pu + ^12^12 + ^13 A3 +

^-^uoAo

Will man den Zähler von X, haben , so müssen in allen den P
statt y" die y", gesetzt werden; will man den Zähler von X, haben , so

muss man im Zähler von Xj die y' mit y" verwechseln, und endlich

findet man aus dem Zähler von X, den von X3 , wenn man statt y , y

setzt. Wir erhalten durch dies in den Ausdrücken für \, X,, X3 zwan-

zig Constante Ni,N.i, N3, ... A^-o , zwischen denen aber folgende

30 Gleichungen stattfinden :

iV, iVg — N, iVe -^ N, N, =0
iVt N, — iVa iV, + iV* ^5 =
iVi N,o - N, N, + N, N, =0
N, iVn — N, N,, + N, Nu =
iV. N,, — N, Nr, + N, i\n =
N, N,, — N, #,3 + N, N,, =
N, N,, - N, N,, + N, Nu =
N, N,s — N, i\^,3 + N, Nu -
Ni iVi9 - N, N,, + N\ N^, =
iVa iVio — As A» + A^. ^Vg -=

A^2 A^i6 — A'a A^.5 + A^4 A^i4 =
N, iV,7 — A; An + A^ iVu =
N^ N,s — N, A^,5 + A^9 ^Vn =0
N, N,o — Ns A^,5 + A^9 AV. =
A3 A-,, — iVe Au + iVg A^ia =
^3 A^,9 — ^6 A^.6 + A^io a;. =
^3 A^^o — A^8 A^i6 + A^.o A^i* =
N, N,, — N, N,, + N, N,, =
N, iV.« — N, iV.e + N,o A^,3 =
A^4 N,o — A^9 Nu + A^io A-15 =
N, N^o — N,N, + N, N, =0
A; iViB — N, N,, + .\\ N,, =
As A^.ü ~ A^8 A^,8 + A^9 A^i7 =
N, N,o — N, N,, -h iV.o Nn =
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N, N,o — N, N,, + Aio ^l8 =
Nu N,, — N,, N,s + Nn N,, =
Nu N,, — N,, N,s + Au N,, =
Nu N^o — N,, N,, + N,, N,, =
^l2 N,, — N,, N,, + iVie N,, =
iV,3 iV^o — N,, N,, + iV,e iV,8 =

Diese dreissig Gleichungen können offenbar nicht lauter ver-

schiedene Gleichungen sein, denn in ihnen kommen ja nur zwanzig

Unbekannte vor, man überzeugt sich sehr bald, dass sie alle befriedigt

werden für:

iV, = .>it.V,A,3-7V,iV,,J
^6Q^

N, =

N, =

N, N,, -
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von denen sieh aber, so wie es die Gleichungen (60) zeigen, jene

mit geraden Zeigern durch die mit ungeraden ausdrücken lassen; da

man ferner noch durcii irgend einen der übrig bleibenden Coeflicien-

ten Zähler und Nenner dividiren kann, so kaiui man die Werthe von

den V und den X betrachten als abhängig von neun Constanten, sechs

willkürliche Constante dürfen aber nur vorkommen, folglich muss

die Gleichung

(48) M, {C— 2/— K) — AL D' — D {1% — M,) =

auf drei Relationen zwischen den Constanten Nz , N^ , N^ , iVg • • N20

führen.

§. 12.

Wäre aber ^-^ = 0, d. h.

V= f{x\ y, y\ y") -f y'" f {.v, y, y' y"),

so setze man statt (37) folgenden Ausdruck:

Iv ic'^ -\- r, w- + Vi w"- -f 2 üj w w' + 2 r» w w" + 2 «5 «/ w"\-\-

-\- j P {10" + X w' + p. ?r)'- dx-

somit statt der Gleichungen (11) folgende Gleichungen :

A = V + P /JL-

B = v\ + 2 ^3 + P X'-

(7 = v'a -f 2 «5 + P
E ^v -\- v\ -\- PllK

F = 1,3 + t7\ 4- P PL

/f = r, + V, 4- v, + P X

/ =v,
K = v-i

aus denen sich leicht die Werthe von y, - ''*» "5 »"'1 /^ergeben. Es

ist nämlich

:

y, = K
Vit ^ G
v, =1
p =c—r— 2/
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Kleinsten hei den Prolilenieri dei- Variationsrechnung. lOoO

Setzt man diese Werthe in die obigen Gleiclinngen, so hat man

zur Bestimmung von v, r, , i's, X und ju. die fünf Gleichungen:

A = r' + /JL'^ (C — K - 2 1)

B = r\ + 2 V, + l^ (C — K' — 2 1)

E = v H- r'a + A iJ. Ic — K' — 2 I)

F = V, -\- G' -\- ix {C — K — 21)

H=xu -f G + / + X (C — A' — 2 /)

welche, durch Elimination ein X und /j. auf drei Differentialglei-

chungen ersten Grades führen.

Wir werden nun genau so, wie bisher die directe Integration

dieser Gleichungen umgehen. Ist nämlich das Integral der Gleichung

hj L8i/'J ^ La^'J Uy \

y = (p (.V, Hl, an, eis, «*)

so ist das Integral der Gleichnng

:

~8^ ~~
iJii^J LöjT^J L 8!/ ' J ~

die in entwickelter Gestalt sich so schreiben lässt:

«/'" {C--2I— K') + 2w" (C— 21'— K") + w' (— 5+ C" +
-f 2F—W + H'— 3/" — IC") + lo' (— B' + 2F'— ZG" +

+ H — /'") + w {A — E" -^ F' — G'") =

IV = Ai \- A> [- A-; \- Ai -—
8«, 802 8«3 804

w = Bi h ^2 7 h ^3 7 r ^4 T—
80^ Bßj 8a3 8«^

von denen wir das erste mit «1 , das zweite mit iiq bezeichnen. Und

nun wählen wir, so wie in §. 9, A und p. dermassen , das w=ni und

10=^112, die particulären Integrale der linearen Differentialgleichung

iv"-\-liv'-\-!x =
werden, dem zu Folge ist daher

:

ttn U," tl. Ho"
A =

"1 «2

tt," u
'

?<i 7/2' — *'a
"1'

Aus den Gleichungen (61) ergeben sich nun :

"^

Vi = H — G — I" — \{C— K" — 21)

V, = F — G' — IX {C — K' — 21)

V = E— F -\-G" -\- [ix{C—K'— 2J)]' — l}x{C—K'— 2I)

(61)
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1066 Spitzer. Uher die Krilerien des Grössteii und

und jetzt bleibt nur noch zu beweisen übrig , tlass die gefundenen

Werthe von A, fx und den v die zwei Gleichungen:

A = v'+ ju2 (C — K' — 21)

B = V,' -{- 2v, + X3 (C — IT — 2/)

identificireu und dabei mit drei willkürlichen Constanten versehen

sind. Setzen wir in diesen zwei Gleichungen statt v, Vi und Vg ihre

Werthe so haben wir:

A = E'— F'-]-G"'-\-[ix(C—K'—2I)']"~[-kiJ.(C— K'—2I)]'

-f /A^(C— r— 27)

B = jr — G' — I" — [X (C — K' — 21)]' + 2F — 2G' +
-I- (X2 - 2/x) (C — K — 21)

oder wenn man diese Ausdrücke entwickelt und ordnet:

}x" (C — K' — 21) + 2/jl' (C— K' — 21)' — {l'ix. -f-

+ X,u') {C- K'— 21) + ij.
(C—K'— 21)"- lii {C—K—

(G2) — 21)' + .uä (C—K' — 21) — A -\- E'—F' + G'" =
— l'{C — If — 21) — l {C — IC — 21)' + (X2 —
— 2/x)(C ~ K — 21)— B -\- H'—W -\- 2F—1" =

Macht man von den im ^. 9 eingeführten Grössen Mi,M2,Mz . . Ms

Gebrauch, so hat man für jl/." seinen Werth setzend:

p.(C-K' - 2/r + (2^'-A/x) {C-K'-2iy + (^''^^ +
+ Y-l^-fx — fA-) (C—K' — 21) — A-\-E' — F'-\- G" =
— A' (C — K' — 21) — l(C—K— 21)' + (X» — 2/jl) (C —

— K — 21) — B ^ H' — 3G' + 2F' — /" =
Setzt man ferner statt 1' und /j.' ihre Werthe so erhält man:

^,(C-K-21)"^(2'^j^^^llx){C-K-21)'^{^^^^-^t
M

+ ^ ^' + f^O (^- - Ä'' -21') - A^ E - F" -f
^'" =

-l(C-K- 21)' -f ( ^ - IX) (C - K -21)-B +
+ //' — W -\- 2F — /" =

und endlich noch für X und [x ihre Werthe, so erhält man

:

M, M, (C— K' — 21)" + (2M, M, — M, M,) (C—K—
— 21 y -f (M, M, -f M, M^— M. M, + M.,~) (C—K' —

(63) — 27) 4- Mr (— A -^ E — F' -\- G"") =
M^ (C— K — 27)' -f (M, — ^^/i) (C - /r — 27) +
+ .¥, (— B^II — 3r;' -f 2/^ — 7") =
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Nun folgt aus den beiden identischen Gleichungen

:

«,"" (C— 21— K) + 2n,"' (C— 21'— K") + n," (— Z? +
_j_ c" + 2F— Ui' -\- H— 37" — K"') + «,' (— B'+
+ 2F — 3G" H- //"— /'") + u, {A—E^ F" — G'") = (64)

w,"" (C— 21—K) + 2?/,'" (C'— 2/'— iT') +«." (— ß +
+ e" + 2F— 3G' + ^' — 37" — /r"') H- w,' (— B' +
-f 2/?"— 3G" + H — 7"') + «3 {A— E'-]- E'— G'"') =
wenn man die erste mit Wo' die zweite mit ?/j' multiplicirt und dann

von einander subtrahirt

:

— M, (C— 27— r) — 21/e (C'^ — 21' —K")—3hi—B -^ C" -\-

-\- 2F — 2G' -\- ir — Zl"— K") + l/i (^ — ß -f 7^'— G"'j =
Nimmt man jetzt den Werth, den diese Gleichung für

A—E -\- F"— (?'" gibt, und setzt ihn in die erste der Gleichun-

gen (63), so erhält man statt derselben

:

— Mo M, (C— II— A )' + (M, Ms — M. M, + M^^) (C — 21—
— TT) — M, M,(—B-\-2F— ZG' + H' — 7") =

und wenn man statt M^ Ms— Mo Ms seinen Werth — 31^ M^ setzt:

— iWi [Mo (C — 21— E)' + {M, — M,) (C — 2I — E) -^

-\- Mi (— B + 2F— ZG' -\- H' — 7
')] =

woraus man sieht, dass die beiden Gleichungen (63) befriedigt

werden, Avenn nur die zweite von ihnen befriedigt ist.

Verfährt mau nun weiter, wie im §. 9, differenzirt man nämlich

die letztgenannte Gleichung nach .r, so erhält man nach einigen

Reductionen :

J/a (C— 27— Ey + 231, (C—2I—Ey -f M, (C—2I—E)-\-
-\- M, (— B' ^ 2E — SG" + H' — 7") -\- M^(— B -\-

-\- 2F— W -j- H' — 7") =
Avelche identisch stattfindet, denn sie ist eine unmittelbare Folge

der zwei identischen Gleichungen (64) und geht aus ihnen hervor,

wenn man die erste mit Uo die zweite mit — ?/, multiplicirt und dann

beide addirt. Ist aber die jetzt eben aufgestellte Gleichung identisch

Null, so muss ihr Integrale, d. i.

M, (C—2I- E)' -\r {M, - M,) (C- 27- E) + M, (- B +
-Y 2F— ZG' -\- H' — I")
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1068 Spitzer. Über dip Kriterien tles Grössten unil

gleich einer Constanten sein ; ist nun diese Constante gleich Null, so

sind die Gleichungen (63) erfüllt, und somit die gefundenen Werthe

von A, /JL, V, Vi, Vi, V3, i\ und v^ die richtigen.

Man hat somit:

f(Äiv^ + Bw'^ + Cw"' + 2Einv' + 2Fwiv" + 2Giüw"' +
+ 2Hw'io" + 2lw'w"' + 2Kio"iü"') dx =

= \v w3 -(- Vi ?ü'2 -f V2 iv"~ + 2^3 ?rw' + 2vn ww" -\- 2vs w'to'i +

+ I
P (?r" + X w' 4- /JL ivy dx

wo v , Vi , Vz , Vi , Vti , Vi , \ und /ui die früher angegebenen Werthe

haben, welche genau so wie in §. 9 mit den sechs Constanten

Ci, Co, C3, Ci, Cr,, Cq versehen sind , zwischen denen die zwei

Bedingungsgleichungen

:

61 Cß — 62 65 "l" 63 64 =

M, (C— 2/— KJ + (M, — M,) (C—2I — K) -^ M^ (— B
-^

-f 2F — W + H' — I") =

stattfinden; da ausserdem blos die Verhältnisse der Constanten in

den Werthen der gefundenen Unbekannten eintreten, so haben sie

die nothwendige Allgemeinheit. Die Kriterien sind daher folgende:

C— K'— 2J niuss für alle Werthe innerhalb der Integrations-

grenzen stets dasselbe Zeichen beibehalten , und die drei in der

Rechnung eintretenden willkürlichen Constanten müssen so gewählt

werden können, dass für keinen zwischen Xi und.i'o liegenden Werth

von X der gemeinschaftliche Nenner von A und jm. gleich Null wird.

§• 13.

Ist aber nebstdem, dass = ist, noch C— K*—2J—0, so

lassen sich die Glieder der zweiten Ordnung in die Form

:

Xj

I
w ^2 _|_ y^ ^y'2 _|_ V., w"2 -|- 2y3 wiü -\- 2v!t "''^' + ^«5 ^o'^v"^ -\-

X2 Xf
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Kleinsten bei den Problemen der Variationsrechnung-. 1069

bringen , wo die hier eintretenden Unbekannten aus folgenden Glei-

chungen zu bestimmen sind

:

A = v' -\- Q ?.2

B = r/+ 2v, + Q

E=v -\- V,' + (? X

F = V, + V,'

G = l?4

H= Vi -\- Vi + vs'

I =v,
K=v,

Aus ihnen ergeben sich:

Vo = K
V, = G
v,=I
Vi = H— G — r

V, = F— G'

Q = B — 2F-\-^G' — H' -\- r
und die zwei Gleichungen :

A=v'-^ r- (B — 2F -{- 3^' —H'-\- I")

E=v-^F'— G' -\-l{B — 2F + 3r;' — H-\- /")

welche zur Bestimmung von 1 und v dienen.

Die Gleichung (38) ist in diesem Falle:

2v" (— B -\- 2F — dG' -\- ff — r ) + 7o' (— B' -\-2F ~ ZG" +
+ H" — /'") + IV {Ä — E ^ F" — G'") ^

und hat zum Integrale :

w = Ci 1- 62 —
8«! da„

unter «j und «2 die Constanten verstanden, die im Integrale der

Gleichung:

II _ rill _j_ iHi ' _ rHi " _

eintreten.

Setzt man, wie im §. 7
«'
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iintoi- u den Ausdruck T, -^4- C^-^ verstanden, so hat man für v

folgenden Werth:

V = E— F' -j- G" -^ - CB — 2FA- dG' ~ H' 4- I")

und wenn alles dies richtig ist, muss folgende Gleichung identisch

sein

:

A = E'— F" -]-
G'" + - (ß' — 2F' -f ZG" — ZT' -f /'") -|-

+ (ß - 2F + SG' -B-\- 7") l!!ljZJ!l -^!^(B ~2F-\-

+ 3^' ~ H' + /")

Ordnet man sie, so erhält man:

u" (~B-\-2F— 3G' -h //' - /") + n' (- B + 2F' — 3G" -f-

+ /^" - /'") + ?^ (^ — £' + F" — 6;'") =

Mas Mirklich identisch ist.

In diesem Falle muss also, damit ein Maximum oder Minimum
eintrete, B~2F-\-ZG'—n'-\-J" innerhalb der Integrationsgrenzen

stets dasselbe Zeichen beibehalten, und ein solcher Werth von m
vorhanden sein, der es unmöglich macht, dass innerhalb derselben

Grenzen ~^-^m p- gleich Null wird.

Wäre auch noch B~2 F-\-Z G'— H' -^ J" =0 , so lassen

sich die Glieder der zweiten Ordnung so darstellen:

jy ?t'2 _j_ ^,j j^'z _^ j,_^^
^^,'/2 _^ 2v. low' + 2^4 ww" + 2^5 w'w"\ +

-\- f(A — E' -j- F" - G ) w^ da;

wo

ü =E—F-\-G"
m =H—G— J'

«5 =J
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ist, von deren Riclifigkeit man sicli leicht überzeugen kann. Zum

Bestehen eines Maximums oder Minimums genügt es daher, dass

A—E'-\-F"—G'" für alle Werthe von ;r innerhalb den Integrations-

grenzen einerlei Zeichen habe.

Wäre endlich auch A— E'-\-F"— G'" = 0, so müsste man, da

Vdx ein vollständiges Differential ist, die Untersuchung auf andere

Art führen.

SITZUNG VOM 23. MAI 1834.

Eingesendete Abhandinngen.

Osseruaiioni della IL Cometa delT Anno i8S4- appnrsa verso

lafine di Marzo, visibile ad occhio nndo, fatte neW J. It. Osser-

vatorio di Padova.

(Communicazione Accademiea del Prof. Giovanni Santini.)

Nella sera 31 di Marzo , mentre si disponeA'ano gli Astronomi

alle osservazioni dei due nuovi pianeti Bellona, ed Anfitrite

recentemeiite scoperti a Londra, e Parigi, si presento alla loro vista

una Cometa risplendente con magnifica coda opposta al Sole protra-

entesi per circa 6 in 8 gradi nella costellazione dei pesci, giä molto

prossima al tramonto. Osservata con un cannocchiale vi si riscon-

trava un nucleo ben contornato, splendente, senza quel capillizio,

circondante per lo piu le comete che ne ronde le osservazioni diffi-

cili, ed incerte; la sua coda era uniforme non divisa in due rami,

come spesso si osserva, rara, luminosa, e lasciava travedere agevol-

mente le minute stelle , fra le quali brillava con uno splendore

direbbesi oltre il consueto la 109 dei pesci (533 del Catalogo delP

associazione Brittannica). La sua lunghezza e splendore si illanguidi

nelle sere consecutive al crescere del chiarore della Luna, che

pervenne alla prima quadratura ai 5 di Aprile; ma il nucleo si man-

tenne sempre splendente, e facilmente visibile eol cannocchiale anche

nella forte luce erepuscolare. La sua AR andava rapidamente cre-

scendo , mentre diminuendo pure la declinazione con rapiditä si

avvicinava continuamente all' Equatore, e mostrava che non sarebbesi
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