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Zur Integration der linearen Differentialgleichungen
(4. Mitteilung)
Von
Dr. Alfred Tauber in Wien

(Vorgelegt in der Sitzung am 7. Februar 1924)

§ 1. Uber die Integraldarstellung der Parameterlésungen.

Die Betrachtung linearer Differentialgleichungen mit rationalen
Koeffizienten kann auf den Fall

! dry dr—1ly . dy
Ln(ﬂ«) ij +L1($L')—‘*i;u_—1 -+ . .+L1L*1(:L)“7i’; +Lll,y j— O (1)
abgestellt werden, wo die Grade der Polynome L,(¥), L, (x), L,(x),.
hochstens #, n—1, n—2,.. betragen, und demgeméaf L,(v) = L,
eine Konstante bedeutet. Dieser Differentialgleichung soll das Integral

f Qe v)dv @)

zugleich mit seinen nach ¢ genommenen Differentialquotienten aller
Ordnungen genligen, derart, dafl jeder mogliche Integrationsweg
eine Losung von (1) produziert und die Kenntnis von Q die voll-
stindige Integration von (1) bewirkt.

Als Vorbedingungen fiir die Funktion Q sind dabei, in
Verallgemeinerung der fritheren Sétze bezliglich des Falles n = 2
angenommen:

9Q 91—3Q

1. Fiir v = » verschwindet €, PR Y= und gebt
A T
g2 In eine von ¢ unabhingige, durch
Ly() ¢’ @) +L, (1) 9 (x) = O ®)
(bis auf einen konstanten Faktor) definierte Funktion o (x) {ber.
n—1 Q)
2. Fir v = ¢ verschwindet 2ﬁ Wird daher der Aus-

druck (2) als Funktion der beiden Variabeln x und ¢ = ¢—=x auf-
gefalt, so beginnt seine Entwicklung nach Potenzen von e mit

| — 1)t en—1

=01 Ihm korrespondiert eine andere Losung ¥
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a—1

, 1
von (1), deren Potenzreihenentwicklung mit T, @1 be-

ginnt und die unter einem auch der Differentialgleichung
N - oY
>_ @ g, =0 L= S‘<_1)>< )L(, D) (4

2=0 A=20

geniigl, denn das analog zu (2) gebildete Integral
e
J Q (c,x,v)dv,

wo @ aus @ dadurch entsteht, daB die Koeffizienten der Polynome L

durch die korrespondierenden der L ersetzt werden, stellt eine Losung
7—1

von (4) vor, deren Potenzreihenentwicklung @ () 7(%7?— +

lautet, wenn © (¥) die zu (3) analoge Bedingung L;(») g (x)-+

+L, (x) §(x¥) = O erfiillt. Also ist

— 1 c -
Y = ij: Q(C,i,’v)dﬂ. ([))

Um die Funktion € 2zu bestimmen, substituiert man das
Integral (2) in die vorgelegte Differentialgleichung, die sich dadurch in

f [L 02 1, O +L,,9Jdu_L (m)(al' 19)

3111 1

verwandelt, oder weil die rechte Seite vermdge der obigen Be-
dingung (2) mit

on— 19
_f L ( ) a =1 dl)
Ubereinstimmt, in die Form chdv =0
0 on— 19 on— 49 N
K= 3 [L ( ) dan—1 | ZL (ﬁ’) 31’""’ . (l)/

x=10
Es steht nun frei, die Funktion @ wie in dem frither be-
handelten Fall # —= 2 eindeutig aus der Bedingung KX =0 zu
bestimmen, aber auch mit Hilfe irgendeiner sowohl fiir v =« als
fiir v = ¢ verschwindenden Funktion K, (¢,¢,v) aus der Bedingung

K,

K+ 50

= 0.
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Denkt man die gesuchte Funktion Q in eine Potenzreihe
nach x—uv entwickelt

(e o]

. (;L‘—'U)"'H"—? ' _

@ = Z iz e @)
h=0

wobei wegen der oben an Q gestellten Forderungen
Q(c,2) = @ (%), Qi(c,c) =0 fiir b=>0 8)
sein muf}, ebenso die Polynome
1
(r—v)—* .
) — L0—»
LK (‘L) 0\_%) ! % (v)v

A==

so ergibt sich flir K aus (6) der Ausdruck

o\
Z d ”)1), L L@ (60— Z e 2>, — L@ (0 +

=1 h=2

N (x—uovpth—2 L0~ (1) ¢
+Z Z Lo (a+h—2)! O—x)! Q, (¢, v), Q)

2=0k=x2h=0

1

dessen zweite Zeile man unter Vertauschung der Summationen
Gber = und A

5 3 S b aonen o

A=0%x=07"=0

schreiben kann. Es hebt sich der Subtrahend in der ersten Zeile
von (9) mit der Teilsumme X = 0 aus (10), wihrend sich der
Minuend mit der Teilsumme A =1 zusammenziehen lit. Man
crhélt so, bei Gebrauch der abkiirzenden Bezeichnung

A
A-h—2
@) =Y (T2 1) (in

®x =90

den Ausdruck (6) nach Potenzen von (r—wv) geordnet,

(m—v)"
K_Z 1 K

=0
7

K,=1L (v) h+—1— + Znye,1 (V) Ligy + Z Snorion (V) Quorya. (12)

r=2

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. K1, Abt. Ila, 133. Bd. 4
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(Fir 7 <<\—2 ist rechts Q,_, gleich Null zu verstehen) Durch
die Substitution

%mw:%£§mmw (13)

vereinfacht sich der Koeffizient K in

9 E;+1

I{h — (P (U) (1)11, (I)h —

Towp + ZL ()21t 22(0)Fy s (14)

Die Bedingung K = 0 oder ®, = 0 liefert demnach eine
die Funktionen Fj(c,v) als Polynome von ¢ und v eindeutig
bestimmende Rekursion, denn F,,F,,.. verschwinden, sowie
Q,,Q,, firv=rc Das erste Polynom F, besitzt wegen Q;(c,v) =
— ¢ (v) den Wert 1.

In der Rekursion ®; == 0 kommt, wie noch hervorzuheben,
die Konstante L, (0) nicht vor, weil g, g3, . nur Li(v), L] (v),.
enthalten, aber nicht L, (v).

Die weitere Entwicklung von F, nach Potenzen von c—u,

A =Y B ), (15)

welche fur &, vgl. (7), (13), einen Ansatz

(v__v)nu)—h 2 (C—’U)“ Fh . (U)
2 Z ? @) (n+nh—2)! v! L, (v)" (16)

h=0v=0
, , " : (c—v)’
involviert, fithrt zu einer solchen von &, = Z 71 @,
v=20 '
7
b, = ‘_Ez+1, y_|_1+F;;+1, v+ Z En—rt2n Froaga,y (17)

A=2

(die hier allein auftretende Variable v ist nicht ausdriicklich ver-
merkt). Daher bestimmt die Bedingung KX = 0 oder &;, = 0
die Polynome F mit dem zweiten Index v+1 aus jenen mit
dem zweiten Index v. Hierbei ist mit Ausnahme von Fy; =1
sowohl Fy, als Fj, gleich Null.

Anstatt Q in eine Potenzreihe nach x—wv zu entwickeln, wie
in (7), kann dies auch beziiglich ¢—v geschehen

9= (‘7!”)” o, (¥, 0), (18)

v=20
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dann wird gemdf den obigen Bedingungen fiir @

00 0) = ¢ 0)- 25,

und ©,,®,, . missen durch (r—uv)”~1 teilbar sein. Die Rekursion,
welche aus der Bedingung K — O entsteht, indem man in (6) den
Koeffizienten einer jeden Potenz (c—wv)’ nullsetzt

L, (v) w‘:"“ = [L @) —— 3 = }+ V1, &) al % (19)

,<=0

bestimmt daher diese Funktionen © eindeutig und deren Riick-
fihrung auf Polynome von x, v wird durch die Substitution

o, (%) = -7 ff—f»(l v) (20)
geleistet. Jetzt entwickelt man auch f, (¥, v) nach Potenzen von x—v

ﬁ (1’ U) . \ (,‘:_U)H—Hz—z

L_: T Juy (), 2n

wodurch zwischen dem Polynom f;,(v) und dem fritheren F,(v)
der Zusammenhang f3,(v) = F,, ()/L, (v)’'"* und fir ersteres,
nach (17), die Rekursion

St 41 = Lo filgr,s + (+1—) L firq, 0+ Zgh 20 n—at2,y  (22)

=2

entsteht. Die Polynome fj, reduzieren sich auf Konstante, wenn
L, L, L,, L,, konstant sind.
Beispielsweise findet man fiir die Differentialgleichung

.’L’}/(’O+O'.1_j/("_1)+<7.2j/(”"2)+ . =0

die Generierende

0 0

aus der (22) entsprechenden Differentialgleichung

(141 ,)——- —Z —fZaxé’ -1, f=1firt=0
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in expliziter Darstellung

7m—1

(14+m)h—1
lgf == Z 41 &)' +*

1
Von den moglichen Modifikationen der Bedingung A =0
sei zundchst nur eine solche betrachtet, welche beziiglich der
in (16) auftretenden Funktionen Z;,, wieder diejenigen mit dem
zweiten Index v 41 und v in Beziehung bringt. Dies trifft zu, wenn
die oben mit K, bezeichnete Funktion

. i\ v F (‘U)
J— \1 Z (1’ U) (C ‘U) t v .
K = 2 9 (v) - T Vi Io i1 (23)
h=1v=1
gewidhlt wird. Die gesuchte Rekursion der Polynome £, (v)
ergibt sich aus der Bedingung K+ 7)%1— = 0 durch Nullsetzung

des Koeffizienten von (xv—uv)* (c—v)’
n

Fiy, v+ Ly Ffl vpy = Ly Ffl\— g1 Fy+ Z L2 gnrpepFnagey. (24)
r=2

Fir gewisse einfache Typen von Differentialgleichungen (vgl.
§§ 2 bis 4) reichen schon die bisher entwickelten Formeln, sowie
einfache Differenziationsprozesse aus, um die explizite Integration
zu erzielen. Die Quadraturdarstellung der Parameterlésungen hat
eben den Zweck, diese durch (mehrfache) Quadraturen iiber ex-
plizit angebbare Funktionen auszudriicken, namentlich durch
Quadraturen iiber hypergeometrische Reihen von mehreren Ver-
dnderlichen. Denn eine nichtexplizite, blof rekursive Bestimmung
von @ wiirde keinen Fortschritt gegenliber der frither fiir die Para-
meterldsungen gegebenen Darstellung bedeuten, deren Prinzip, wie
noch zu bemerken ist, sich auf lineare partielle Differential-
gleichungen ausdehnen 148t, indem man fiir die Losung y einer
solchen, von der Ordnung # mit den Unabhidngigen #, x,, 7,
den Ansatz
7w —1

Xw (C—")l S x, v, .0 ) +

)—0

oo (=] N
(c—2(ey—2 )1 (G— %) - ..
Z Z . = 1)\1! )\2' lI’)\)‘l)‘z,,(x,ll,ﬂq.-)
A= =0X=0

zugrunde legt (allerdings liegt hierin eine Bevorzugung der Unab-
hiingigen %), wobei dann wiederum die gleichwie f;, ..f;_1 von
den ¢ unabhidngigen Funktionen ¥ eine eindeutige rekursive Be-
stimmung erfahren.
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Insbesondere, wenn in der vorgelegten Differentialgleichung
der Koeffizient von 9"y/0 1" nicht verschwindet, so reduziert

(c—x)

sich der obige Ansatz auf Z W (x, %, %,,..) mit will-

kiirlich vorzugebenden W', ‘]J1,. W,

§ 2. Die Differentialgleichung x4+ px9y"'+qgy'4+ry = 0.

Fiir dieses Beispiel resultiert die Ldsung

q/,-)\cic) -
v= [ Z Zx'<v+>\>'w’d” =

als Doppelintegral Uiber eine hypergeometrische Doppel-
reihe, deren Elemente durch

(c—v) (u—v) (c—v) (u—v) (x—u)
g = ————, ¢ =

v? : wo (28)
Gets = Qu[g+up+a(—1)], g, =1

gegeben sind. Beweis:
Gemifl (16) besitzt hier die Funktion @ die Gestalt

0 oo

_ (r—o)i+t (c—v)  Ey, () -

“= }—l Z (4 1)1 oyl ppren (27)
h=0v=20

ferner sind die zur Aufstellung der Rekursionen bendtigten
Funktionen g, vgl, (11)

g1 = (p+2h—2)v, gus = q+hp+h(h—1), grs=vr

und die Bedingungen (24) fir die Polynome Fj, lauten
F71+1, ';+1+ UE-FIII, 1 — UgFI{’v - (19+2 h— 2) v Fh,v"" Qh Fh vt Ug]ffk—l,v
G = g+hp+h(h—1),

sie zeigen, daff Fy, fiir h=v den Grad 2h—2v besitzt, hingegen
flir 2 <<v verschwindet. Der Ansatz

h—v
Fyy = (— I)IZZ a) v oh—rh (28)

A=0
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ergibt hieraus als Bedingungen fiir die Koeffizienten a

= (h+r—v—1)ad —q_y a®+al-D

0
ah+1, 41 N, v+1 Ity i—1,9?

wobei, wie man durch Schluf von v auf v-+1 nachweist, a’,
fir v<\ verschwindet, und nun fithit man statt der a{®) mittels
der Beziehung

ap, = g0l g =1, ¢:= 00+ Qe (29)
numerische Gréflen o) ein, flir welche man die independente
Formel

h—y—1\ (h—N)!
M — (—1)—> 7 )
w4y = (—1) <h—v—)\> M o(v—n)! (30)

verifiziert. Insbesondere ist af) bei h=Z=v gleich Null
Die so ermittelten Werte der a) verwendet man zur Berechnung

von @ gemifl den Formeln (27), (28) und kann, wenn 7 durch
A+v+n ersetzt wird, in Q die auf # beziigliche Summierung

©0
()\+n~1> ( v—x )” (v+1)!
Z ”n v A+v+n+1)!

=0

durch eine Quadratur vollziehen, ndmlich durch das Integral

L[ ra—pat
- . I3
0 v

. . u—u © e
Durch die Transformation # — —— und Einfiihrung des
¥r—v

Summationsbuchstaben % — y—X\ resultiert alsdann die zu
beweisende Formel (25). Und zwar konvergiert die Doppelreihe
in (25) vermoge der Definition des Quotienten ¢,41/¢., wenn [{; <<1
ist, wahrend {, unbeschridnkt bleibt. (Nach einem Horn'schen
Satze, Math. Annalen, Bd. 34, p. 569.)

dll ’
§ 3. Die Differentialgleichung "—? —(ﬂ% +vy = 0.

Geht man von derjenigen Parameterlosung Y dieser Differential-
gleichung aus, deren Entwicklung nach Potenzen von ¢ mit
¢"=1/(n—1)L beginnt, so lautet nach einem fritheren Satze die
Differentialgleichung von Y in bezug auf e

(D — 11y Y

(e ? = =
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oder in bezug auf p = e/}

1

(1+p)r? '(;pY = (—1)ytyarY. @31)

Es handelt sich also um eine Losung von (31), welche, nach
;L/ll—l P”—l

Potenzen von p entwickelt, den Anfangsterm —W besitzt.
Zunéchst entwickelt man Y nach Potenzen von ¥
< Y,
Y=3 1Y, (gt =0t (62
v=20
11—1
mit der Festsetzung Y, = (f:—[)—)l)' und der Forderung, daf

Y, Y,, durch p* teilbar sein sollen, was die Y, eindeutig
bestimmt. Es wird dann Y, durch p*#+#—1 teilbar. Setzt man also

Y, = (1" 2?] H, (p), (33)
so haben die Funktionen H,(p) die Rekursion
(1+py—2 HY” (p) = Hy—1 (p) (34)

zu erfiillen. Dabei soll fiir die ganze Zahl p die Annahme
0 <<p<<n gelten.

Betrachtet man nun die p(v+1)-te Ableitung von H,(p) in
dem Zusammenhang
P =ttt Hi(di
L pvrp—D! (457

H,(p) = (35)

und berechnet hieraus die linke Seite von (34)

e—br =i () at
(pyv+p—1—n)! (14Hrv’°

P
[ 10+t
0
welcher Ausdruck durch Binomialentwicklung von [(1+4 £+
+(—d in
n—p

n—p\ (*__(=pH  H(h)dt
Z< % >£ (pyv+p—1—mn)! (14-H)ry—* (36)

*=0

tbergeht, so erhidlt man durch »-malige partielle Integration des in
(36) auftretenden Integrals
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ir—p

v n—p P (p_t)P"'—l 1 az l@v (i)
& ( * )>£ (pv+p—1—n)! /_pv_x_ a1+ fHpr— dt (37)
=0 —

* %

und man braucht nur diesen Ausdruck nach den Differential-
quotienten von &, (f) zu ordnen, um zu ersehen, dafl mit Aus-
nahme des einen Differentialquotienten $@=#)(¢) alle ibrigen,

darunter auch §,(¥) selbst, wegfallen. Denn aus

/ w—i

dax H () _ - i [ py—n "
WTﬁW:fZFU(JWWEﬁW
i=0

folgt als Koeffizient von H@ (#) in (37)
n—p \

e (p—hpt 1 1 i (DN (7
fo‘ (pv—{:-p¥1—n)! [t (14—t Z.(_l) (“%P) (t)

pyv—t * =1

und hierin verschwindet die Summe {iber #» nur in dem
Falle i = n—p nicht, wo sie gleich 1 ist. Dadurch wird die
Rekursion (34)

P (p—t)P>—1 @Sﬂ—p) (tydt . ¢ (p—H)r¥—1 @V_l Hdt
h  (py—D)1 (A4tprtr—n T Jo (pv—1)! (14+pHr—>

erfiillt, wenn §, (f) und $,_; (¢) in die Relation
pr—p—1
m—p—1)!

gebracht werden. Genau dieselbe Rekursion entsteht aber, iwvenn
n—p flr » in (34) geschrieben wird, oder wenn fiir die Differential-
gleichung

(L2122 §O-D () = Hoos (B, Do) = (38)

—2 d”_‘p.yl -
an—2p i +719, =0
. . gh—p—1 . N
die mit Zi—p————IT beginnende Parameterldosung

o0
¥, = Y (1) $.0)
v =0

gesucht wird. So ermidfigt man schrittweise die Ordnung
der zu betrachtenden Differentialgleichung jedesmal um p, bis man
zu einer Differentialgleichung
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a"

g +yapy, =0, n = wp+imn, O<<im=p (39)
8m—l .
und ihrer mit (17—17— beginnenden Parameterldsung
[e o]
Y, = et N1yt () (40

v =0
selangt, fir welche man die Polynome /,(p) aus der Rekursion

plll—l

B @) = (00 () To® = -y (41)

zu bestimmen hat. Dabei ist 7, (p) durch p’#+m—1 teilbar und
demnach

vp—m) I 41 —14\
I, (6) = a Ao =1, ap, = 0 fiir A:>0 (423
/() Z P mAm—14x) e T D e =0 (42)
=0

darzustellen. Es wird also H, (p) ein #-faches Integral

(P (p—t)prirmtdt Ch ()it dt,
.}0 (pyv+p—1! A+£)» 0 (py+p—1)! (I+t)P?

Plat (g — E)PAPY T () d
JO (prvp—D1  (A+1iyr

und durch die Einfihrung von

Lo

_ (P_tx) (tl_t‘.l)‘ (o1 — 1)
[(py+p—DIT*

‘= A+i)(A+1). .1+ 1)

>}

- /s \ |
WICESY
v=10

erhidlt man die gesuchte Parameterldésung

co o t
rir—1 Z [(_1)1;—1 .{:L,p]-;fdtlf c‘ZZ‘Q.
0 0
=0

[ttt et S @I

0
Die Transformation der Variabeln
v, = x(141), v, = x(l+1),

liefert Y als u-faches Integral mit den Grenzen x, ¢ flir v;; #, v,
fiir v, usf.
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Dasselbe Verfahren wie zur Darstellung von Y ist auch ein-
81t—1

x"=r (n—1)!

= Y/(x+¢)"—?, welche der aus (31) folgenden Differentialgleichung

zuschlagen fiir die mit beginnende Ldsung Y =

n —_ f—
o [+ Tl = (1 =tyar 7

geniigt. Die Entwicklung von Y nach Potenzen von 7, analog der-
jenigen von Y in (32), (33)

[oe]
Y = et N (1t H ()
v=20
fiihrt aber zu Funktionen H, (p), von welchen man die Beziehung
}igl"'ﬂ') (p) = (ITL‘Z)V[JS’)"? nachweist und dies besagt, wegen
H,(p) = H,(p)/(1+p)"—» eine Eigenschaft der Funktionen .

¢ (p—prrir . i [P e—tyrrrt
j; Ty 2@ dt = (+pr 0 ~ g (Bt (43)

In den Féllen m =1, m =p und m —=p-—1 ist die
explizite Bestimmung der Polynome %, (p) leicht und dadurch
auch in den Fillen p = 1, 2, &

Flr m = 1, respektive m — p ist offenbar

L[<1+p)f’—1‘

y pmv+1n—1
o1 7 * respektive 7, (p) =

Iy(p) = o (44)

(1m2v+m1—1)!

Im Falle 72 = p—1 findet man aus 79 (p) = (14p) /i,y (p)
{lir die GroBen a,; in (42) die Rekursion

Ay, = By_g )+ (my+r—1) a1
Definiert man statt der Grofien a,, andere, b,; durch
ay, = viy—1)..(v—h+1)by,; flir A\=>0, ayo= by, (45
so lautet die Rekursion der letzteren
Vb = (V—A) by—y, s+ (my+r—1)by_1 4, (46)

und obwohl die b,, nur fiir v=X  definiert sind, darf man
doch auflerdem irgendwelche, die Beziehung (46) erfiillende
Groflen by flir v<<k hinzuftigen (d. h. willkiirlich GroBen by, b,,,
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annehmen), um ihre generierende Funktion

oo 00
B:;gbw\e‘n"

zu bilden. Der sonach aus (46) folgenden Differentialgleichung fiir B

[1_(1+m5)7]]%— +(E—8? B _ (1+méB

aE
entspricht man durch die Annahme

_ 1 . 1— ( 1— &)m—}—l
B - P(E)—'f] b P(\&) - 17’l+1 ’ (47)
welche eine explizite Angabe der b,, ermdglicht.

Beispielsweise sind im Falle m2 — 2 die Groéfien b, aus

. ) L\
N on = (1—a+ 37&)

=0
zu entnehmen
R
X —y—1\ /h—x\ 1
by = (—_1))‘Z< A—7% >< % )?’
%v=0

und fiir die gemif (45) gebildeten Grofien

1

2

o V(=1 v h—m) !
T v=N)! %l 3 (—2%)!

2=0

a

ergeben bekannte Sédtze {iber die Euler'schen Integrale eine
Quadraturdarstellung

5 A
an, R ) SN (e
= V= g ¢,
(Cyv+r+1)! (v—N)! Z %! 3* I v+n)! d 8

Dadurch wird aber in dem Polynom 7, (p) die Summation
beziliglich A nach dem Binomialsatz ausfihrbar und

Ty

—)EpvteERt /L (L fmRr ([ — gt
]V N ( f V4%
2, (p) Z %! 3% I v—2n)t (v+=%)! pdt (49)

%=0

Als Parameterlosung von % +txy, = 0, vgl. (39), resultiert
durch die Transformation v — z (14+£ und wenn noch v4+x = &
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gesetzt wird

v= ' f CP =y, 0y an, pu) =
Tk h xvh—-3x

*Z x'(h PO

§ 4. Die Differentialgleichung #23"+ o123+ Bxy'+vy = 0.

Wie in § 2, gilt auch fiir die Losung y dieser Differential-
gleichung die Form eines Doppelintegrals

¢ * a)\b}\p‘c}cgdit -
—_— —av 2 '
y_l e dva‘ Orp) ! (61)

iiber eine hypergeometrische Doppelreihe, deren Elemente
durch

(c—v) (u—0v) (x—u) (c—v) (x—n)

C1 = y b=
wv u
Gy1 _ AFAFD B+ Do
@ A+ 1)? !
b, — [B+Aa] [B+A+1D)a]. . [B+A4+p—1)0a]
=

w!
(ag =1, by=1) gegeben sind. Beweis:
Nach der Methode des vorigen Paragraphen geht man von

2

derjenigen Ldsung Y — 4-.. aus, fiir welche als Differential-

2
gleichung in bezug auf ¢

2

98
(r4-¢)? ——:—7— = a(r+e)- 3 Y

R E

figuriert oder in bezug auf p = /v

2

- , 02Y
= x|a (1+p)? 50

, B8
A+ 5

3 |
—B (149 g+ G+ Y | (D)

Die Entwicklung von Y nach Potenzen des hier als Parameter
auftretenden x

0o 2
Y=Y wr ), H)= (53)
v =290

ergibt eine Rekursion fiir die Funktionen H
(1+P)2H’”(P)“0(1+P)2H 1()—B (1 +p) Hi—1 () +(B+1)Hi—1(p) (54)
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welche dieselben eindeutig bestimmt, wenn H,, H,,.. durch p?
teilbar sein sollen. Je nachdem a==0 oder a = 0, B3=0 oder
— B =0 ist, wird dann H,(p) durch p'+2 p+2 p3¥+2 tejlbar.
Durch v-malige Differentiation von (54) und die Substitution

HO+(p) = (?_f{?)v (55)

entsteht eine Beziehung zwischen §,(p) und H._;(p)

(1+p) V() = a(1+p)*Hi1(p) + @o—B) (1 +p) D1 () +71 Hi—1(p), (56)

weiche §,(p) eindeutig bestimmt, denn es verschwindet §, (0),
wihrend §}(0) = H+)(0) = o¥ flir v=>0 ist, wie man ersieht,
wenn man (54) blo8 (v—1) mal differentiiert, was H0+2(0) =
= o H{1D(0) liefert.
Um jetzt eine independente Darstellung der §,(p) zu erzielen,
[ee]

betrachtet man ihre Generierende § :Z@v(p)x“ und erhalt

aus der mit x¥ multiplizierten und von v — 1 bis co summierten
Rekursion (56), unter Hinzuftigung von (14p)$H7(p) = O, als Be
dingung flir §

a 5 _
[1p—s (40 5 0 + (295 (1+0) —35 —qx$=0 (57
mit der Vorschrift § = 0 89 _ 1 flir — 0. Daher
it der Vorschrift = 0, 3p  i—azx p = 0.

stimmt § mit derjenigen Lésung Z der Differentialgleichung
2. Ordnung der Form (1)

(x—ox

—@atP gDz =0 (59

iberein, deren Potenzreihenentwicklung nach ¢ mit ¢/x—a 22 beginnt
und welche der Differentialgleichung in bezug auf e, vgl. (4),

0z
ds —1Z=0

2z
[(et-e)—a (r+e)] ——5- +(@—29) (x4-¢)

oder (57) in bezug auf p geniigt.
Eine Parameterlosung z von (58) ist aber nach dem friiheren durch

g2t (1—1)
r4ect—a(v+et)?

. :flzpl(x+et)f(C)dt, — (59)
0
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(=]
gegeben, wenn f({) = Z a, @ durch die Rekursion
0
a)\—l-l . ”{+()\+ 1) p—l—)\ O\—" 1)
ay - O\+ 1)2

, ,0:1

bestimmt und 8
) = 1 (1—an)

angenommen wird. Mit dieser Losung #, deren Entwicklung nach
Potenzen von e den Anfangsterm e, (v) besitzt, steht Z in dem
Zusammenhang

z
(=), (0)
Durch die Transformation der Integrationsvariabeln ¢ =

1—39 oy
T4p9 geht z aus (59) in

By

Z = =zc(l—oac) e

B
p 1( 1+p >—7
_— l—ox—— ad,
¥(L+p) J, *¥ 14+pd 7O

24 N -1
_f 29 (1 m-(l—ax l+p_>
14+p9 I+pd

{iber, sonach handelt es sich darum, den fiir Z berechneten Ausdruck

[—or(+p L1y ! I+4p |7 ™?
—ox(1+p)]w — o
p ¢ Z‘“‘I [1 o0 1+p1‘}J

A=0
pPxd(1—9) F
[ 14+pd ¥

als Potenzreihe von x darzustellen. Hierzu entwickelt man die

Binome mit den Exponenten %—1, ——%—)\, unter Benutzung

der Formel

(1—8&7 (1—b &1 = (1—§)rta (1_gb___1)q — i (Qﬂ
- =€/ = 2, \p) a=gpr

=20

und findet als Koeffizienten $,(p) von #* in Z

B
v v—xa (—7—')\>< v ) eh e (1 gy 1 gt (1— ) 5
220 e A7), T
...(60)



[Uh]

Integration der linearen Differentialgleicliungen. 6
Die Einschrankung fiir |¢|, unter welcher die Potenzreihe 33

konvergiert, wird, sobald §,(p) bestimmt ist, weiterhin belanglos
Nun iibertrdgt man die Werte (60) in den Ausdruck fiir die

Losung Y
y= 3 f (—ty () dt
)—~0

yU A+

und kann, mit Riicksicht auf die Formel

[= o]

] .,iv i .q).—{-pe-q o :
> ) 57 = g 1 =26
v =Ap

die Summation iiber v ausfiihren. Dies ergibt

o \+p)t [a(l+DP (L1 9yte

: _ B
o oo a, %
rten n 1@+ (1—399d$
= Z Z :ltf
0

und man braucht nur die Integrationsvariabeln

v==x(1+1%), u—x+9@W—2)

P _
einzufithren, sowie (—1)’*( . mit &, zu bezeichnen, um
fiir die Losung
y=—Yo(+e), o) =e**

die Behauptung (61) nachzuweisen. Zur Konvergenz der
Doppelreihe in (51) ist |a{,|<<1 hinreichend, wahrend ¢, unbe-
schrinkt bleibt.
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