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Die Regelflichen dritter Ordnung,
deren unendlichferne Kurve den absoluten Kegel-

schnitt doppelt oskuliert

Von
Josef Krames in Wien
(Mit 12 Textfiguren)
(Vorgelegt in der Sitzung am 13. Mirz 1924)

In seinen vorangehenden Arbeiten! zeigte der Verfasser an
der Hand verschiedener besonderer Beispiele, daf die Striktionslinie
einer algebraischen Regelfliche in verschiedener Weise in eine
»eigentliche Striktionslinie« und einzelne Erzeugende der Fliche
zerfallen kann, und leitete darliber auch einige Sitze ab.? Diesen
Ergebnissen ist, wie bei andrer Gelegenheit noch ausfiihrlicher ge-
zeigt werden soll, folgender Satz hinzuzufiigen:

Eine im Endlichen verlaufende (veelle oder imagindve) Torsal-
Iinie, deven Kuspidalpunkt im Unendlichen liegt, gehdrt im all-
gemeinen einfach, in besonderen Fillen doppelt gezihlt zuv Strik-
tionslinie.

Im folgenden werden zunéchst alle Regelfidchen dritter Ordnung
aufgesucht, deren unendlichferne Kurve den absoluten Kegelschnitt
doppelt oskuliert. Nach »R. 3. O«, p. 583, gehoren vier Minimal-
erzeugende dieser Flachen zur Striktionslinie und ihre eigentliche
Striktionslinie ist eine (im allgemeinen nicht zerfallende) Raumkurve
vierter Ordnung zweiter Art. Es gibt oo? bezliglich der Haupt-
gruppe wesentlich verschiedene Formen dieser Flachen. Unter ihnen
befindet sich die in »R. 3. O« behandelte Fliche, bei der die ge-
nannte Raumkurve in eine Ellipse und zwei Minimalgerade zer-
fallt, ferner eine Reihe von Cayley’schen Flichen und mannigfache

»Die Regelfliche dritter Ordnung, deren Striktionslinie eine

Ellipse ist«, diese Ber., Bd. 127 (1918), 1@, p. 563—584 (auf diese Arbeit soll
in der Folge immer mit »R. 3. O.« verwiesen werden), »Die Striktionslinie der
Normalenfldiche des Torus lings eines Loxodromenkreises«, diese Ber.,
Bd. 128 (1919), Ila, p. 623—634, und »Die Regelflichen dritter Ordnung,
mit einem geraden kubischen Kreis als Striktionslinie«, diese Ber., Bd. 132
(1923), 1la, p. 165—175.
) 2 Vgl. »R. 8. O.«, p. 5801, und die zuletzt genannte Arbeit, p. 165. Beziig-
lich der dort angegebenen Literatur sei hier mitgeteilt; daB der Satz, daf die
Ol'dnung der Striktionslinie einer algebraischen Regelfliche gleich der doppelten
Rangzahl der Fliche ist, bereits von R.Sturm in dessen Arbeit »Uber FuB-
bunktkurven und Fldchen usw.«, Math. Ann,, VI, 1873 (also vor Adler und
Migotti) angegeben wurde. Diese Berichtigung verdanke ich einer freundlichen
Mitteilung meines verehrten Lehrers Prof. Th. Schmid (Wien).
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andre Sonderfille. Von letzteren sind jene von besonderem Inter-
esse, die eine Torsallinie mit unendlichfernem Kuspidal-
punkt besitzen, also einfache Beispiele von Regelfldchen bilden,
deren Striktionslinie in der oben genannten Weise zerfiilt. Es gibt
ool verschiedene Formen dieser Fldchen. Fiir sie ist die genannte
Torsallinie (im allgemeinen) einfach zur Striktionslinie zu zihlen.
Ihre eigentliche Striktionslinie reduziert sich daher auf eine Raum-
kurve dritter Ordnung, ndmlich einen sogenannten schiefen
kubischen Kreis. Merkwiirdigerweise gibt es unter diesen Flichen
auch einen Sonderfall, und zwar ist dies der einzige, fiir den
diese Torsallinie doppelt gezédhlt zur Striktionslinie gehort. Die

Fig. 1.

eigentliche Striktionslinie dieser speziellen Flidche ist ein Kreis.
Diese Fldche hat unter anderem auch die interessante Eigenschaft,
mit ihrem Striktionsband kongruent zu sein.

Nr. 1. Definition der allgemeinen Flichen 0.

Jede Regelfliche dritter Ordnung ® wird bekanntlich von
jeder ihrer Tangentialebenen = neben der in = enthaltenen Er-
zeugenden P nach einem Kegelschnitt geschnitten. Ist @ insbe-
sondere von der Art, daf§ ihre unendlichferne Kurve den absoluten
Kegelschnitt I in zwei Punkten 7, und 4, oskuliert, so gibt es unter
den Ebenen w stets eine und nur eine Ebene p, die aus ® einen
Kreis K ausschneidet, wobei die uneigentliche Gerade U von
gleich [7,4,] ist. Wir bezeichnen im folgenden jede solche Fldche
mit . Um die allgemeinste Fliche ® zu bestimmen, denken wir
uns durch den Kreis K eine Kugel » gelegt. % schneidet ® neben K
in einer Raumkurve vierter Ordnung (erster Art) C, die [ in
den Punkten 4, und 4, berithrt und auf der Doppellinie D von &
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einen Doppelpunkt besitzt.! C liegt daher auch .auf einem Dreh-
kegel I, dessen Scheitel ¢ auf % liegt und dessen Achse zur
Ebene p von K senkrecht steht. Stellen wir die Kugel » samt dem
Kreis KX und dem Kegel I' im Aufrif so dar, daf die gemeinsame
Symmetrieebene von # und I' parallel zu II, ist, so ist K" eine
Strecke und C” ein Kegelschnitt, und zwar (wie man mit Hilfe
der Punkte 7, 4, leicht erkennt) eine Parabel (s. Fig. 1).

C und K haben aufler 7, und 4, zwei Punkte J und d, ge-
meinsam, von welchen der eine, z. B. d, der Doppellinie D von @
angehort, wahrend der andere ein Beriihrungspunkt von © und =«
ist.2 Da mithin D durch die Punkte ¢ und 4 festgelegt ist, ist die
Fliche ® durch die Kurven X, C und D als Leitlinien bestimmt.

Fig. 2.

Dafl die so erzeugte Fliche tatsdchlich von dritter Ordnung ist,
folgt aus dem bekannten Satz {iber die Ordnung einer durch drei
Leitlinien bestimmten Regelfldche.

Legt man durch K irgendeine andere Kugel %;, so ist ihre
Schnittkurve mit ® immer eine Kurve C, von derselben Art wie C,
also mit einem Doppelpunkt auf D. w«, kann insbesondere so ge-
wiahlt werden, da8 sie D zur Tangente hat. Es riickt dann der
Doppelpunkt ¢ von C in den Punkt 4 auf X, und D ist eine der
Doppelpunktstangenten von C. Jede Fliche ©® kann daher auf
folgende Art festgelegt werden:

Gegeben sei eine Kugel %, auf ihr ein Kreis K (s. Fig. 2)
und ein Drehkegel I', dessen Scheitel ¢ auf K liegt und
dessen Achse Z zur Ebene p von K senkrecht steht. Alle
Geraden E, die K, die Schnittkurve C von % und I' und

1 Vgl. E. Weyr, Geometrie der rdumlichen Erzeugnisse einzweideutiger Ge-
bilde, insbesondere der Regelfiichen dritter Ordnung. Leipzig, 1870, p. 83.

2 Vgl. E. Weyr, a. a. O.
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cine der Doppelpunktstangenten von C schneiden, bilden
dann immer eine Regelfiche 0.

Es gibt somit oco? wesentlich verschiedene Formen dieser
Flichen. Wir bezeichnen die Mitte von % mit o, den Radius von A
mit t, ferner den Neigungswinkel des Kugelradius [oc] gegen p.
mit o und den Winkel der Erzeugenden von I' gegen p mit p.
Man erkennt dann ohne weiters, dafi jede Fliche ® durch Angabe
der Groflen 1, o und § eindeutig bestimmt ist, von welchen v fiir
die Form der Fldache unwesentlich ist.

Die Doppelgerade D ist nach obigem dadurch bestimmt, dafl

A
sie die Kugel z berlihrt und dem Kegel I' angehdrt. Der Winkel Du.

ist somit = . Um D festzulegen, betrachten wir den Normalrifi 7
von D auf p. und bezeichnen seinen Neigungswinkel gegen den
Kreisdurchmesser [cm] (me — Mitte von K) mit 8 (s. Fig. 3). Be-
zeichnen wir den Normalrif von D auf die Ebene [mc|p] wie oben

AN

mit D" so ist, wie man aus Fig. 2 erkennt, der Winkel D"Z — 4.

Daraus ergibt sich mit Hilfe von Fig. 3 (s. Punkt 1 und seine
Projektionen) die einfache Beziehung

cos 8 = tga.tgf. (1)

Wir kénnen daher jede Fliche ® auch durch Angabe der
Groflen o, 8 oder B, 8 festlegen. Fiir nichtzerfallende, reelle Fldchen ¢
sind diese an die Grenzen gebunden:

ko
~2—>a20
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Nr. 2. Grundeigenschaften der Fliche ® und spezielle Formen.

Um beliebige Erzeugende von 0, insbesondere die Torsal-
Jinien zu erhalten, legen wir durch den Kreis K einen Kegel
sweiten Grades vy, dessen Scheitel ein beliebiger Punkt ¥ auf D
ist. Jene beiden, von D verschiedenen Erzeugenden X, und X,
von 1 die auch die Kurve C treffen, sind dann Erzeugende von 0.
Die Schnittpunkte #, und #, von X, und X, mit C sind gemein-
same Punkte der beiden Kegel I' und 7, und der Kugel ». Man
kann sie daher auch erhalten, indem man den zweiten Schnitt-
kreis K, von 7, mit » ermittelt und X, mit I' zum Schnitt bringt.
Statt dessen geniigt es, die Ebene p, von K, mit I' zu schneiden.
Da ndmlich K, auch durch ¢ geht, scheidet p, aus I' zwei Er-
zeugende R, und S, aus, die die gesuchten Punkte #; und #, ent-
halten. Um die Erzeugenden X, und X, zu erhalten, ist aber bloff
notig, die Ebenen p, = [R,D] und s, == [S, D] zu betrachten, denen
X, und X, angehoren. Letztere sind dann durch die Schnittpunkte
von s, und t, mit K festgelegt.

LdBt man x die Doppelgerade D durchlaufen und fiihrt
man flir jede Lage obige Konstruktion durch, so erhdlt man sdamt-
liche Erzeugende von ©. Dabei bilden die Ebenen p, der Kreise K,
ein Ebenenbiischel, dessen Achse T in der Tangentialebene t von
# im Punkt ¢ liegt. T ist dabei die vierte harmonische Gerade
zur Tangente N an K in ¢ bezliglich der Doppellinie D und deren
konjugierter Tangente in t1. Mit Hilfe von T kdnnen die Erzeugenden

1 Um dies zu beweisen, kann folgender Weg eingeschlagen werden: Man
denke sich die Kugel % auf irgendeine Weise auf eine Lbene II stereographisch
abgebildet. Jeder Kreis K; von = geht dann in einen Kreis K‘f von II iiber, wobci
das Bild pf des Poles p; der Ebene =; von K; die Mitte von Kf- ist. Da die

zentrische Involution Jy mit dem Zentrum x und dessen Polarebene wma be-
ziiglich = als Involutionsebene die Kugel in sich selbst iiberflihrt, kann der Kreis Kx
auch erhalten werden, wenn man jenen Kreis auf » sucht, der dem Kreis K in Jx
entspricht. Bezeichnen wir den Schnittkreis von my und #« mit Py, so geht die In-
volution §x durch die stereographische Projektion in die Inversion (Transformation

durch reziproke Radien) an dem Bildkreis .PS von Py iliber. Man erhiilt daher das

Bild K"Cf von Ky, indem man zu K§ den beziiglich PS inversen Kreis aufsucht.
Durchliuft » die Doppellinie D, so bilden seine Polalebenen ein Ebenenbiischel,

dessen Achse die zu D konjugierte (also zu D senkrechte) Tangente D von % in ¢
ist. Somit bilden die stereographischen Bilder der Kreise P¥ ein parabolisches
Kreisbiischcl 5 mit dem gemeinsamen Beriihrungspunkt ¢, und das Bild &5 von

K enthilt gleichfalls diesen Punkt. Man erhilt also die Bilder ]\5 der Kreise Ky,

indem man dic inversen Kreise von KS beziiglich der emzelnen Kreise von B
aufsucht. Bezeichnet man die Tangente von Ks in ¢s mit NS, die gemeinsame Tan-

gente der Ps mit Ds, so folgt aus der Winkeltreue der Inversion, daf das Linien-
element {cs, NS\ durch jede dieser Inversionen in das Linienelement {¢s, T's} iiber-
geht, wobei T's das Spiegelbild von NS beziiglich Ds ist. Die Kreise K; berlihren

daher Ts in ¢s, bilden also gleichfalls ein parabolisches Bilischel. Aus den
Ligenschaften der stereographischen Projektion folgt daraus unmittelbar die
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von @ verhidltnismadBig einfach Kkonstruiert werden, insbesondere
z. B. jene beiden Erzeugenden A und B, die zu D parallel sind.
Durch die Erzeugenden ist jetzt auch die einfache Leitlinie L
von O bestimmt. Man erhilt sie als Schnittlinie irgend zweier Ver-
bindungsebenen A\, = [X, X,] von je zwei Erzeugenden, die sich
in einem Punkt von D treffen. Mit Hilfe von L konnten jetzt auch
die Torsallinien gefunden werden. Um sie zu erhalten, suchen wir
jedoch zweckmaéfiger jene Lagen des Punktes x, fir dic X und X,
unendlich naherlicken. Es ist dies
offenbar dann und nur dann der Fall,
wenn p, = [R, D] und o, =[S, D],
somit auch R, und S, unendlich
nahe sind, wenn also die Ebene .,
von K, den Kegel I' beriihrt. Die
Torsallinien kdnnen daher erhalten
werden, indem man aus T die Tan-
gentialebenen an I' legt und deren
Berlihrungserzeugenden S,, S, mit D
durch Ebenen g, 6, verbindet; 5; und
o, enthalten dann 7,, beziehungs-
weise T,, schneiden daher K und C
in Punkten dieser Geraden.

Die Torsallinien von @ sind so-
mit reell, sobald T auflerhalb des
Kegels T' liegt, hingegen imaginir, wenn 7 im Innern von I' ver-
liuft. Fiir den Fall, dafi 7 eine Erzeugende von I' ist, fallen die
Torsallinien zusammen; die betreffende Fliche © ist dann eine so-
genannte Cayley’sche Fldche dritter Ordnung.

Um entscheiden zu konnen, wann diese drei Moglichkeiten
eintreten, denken wir uns die Tangentialebene t von % in die
Zeichenfldche gelegt (s. Fig. 4) und ermitteln zunéchst den Winkel ¢,
den die Doppelgerade D mit der Kreistangente N in ¢ (vgl. p. 5)
einschliefit.

Aus Fig. 3 ergibt sich
N\
cos e = cos DN = cos 3 sin 8. (2)

Nennen wir die zu D bezliglich » konjugierte, also zu D

senkrechte Kugeltangente ﬁ so ist die Achse 7 des Ebenen-
biischels (p,) — als vierte harmonische Gerade zu N beziiglich D

und D — das Spiegelbild von N beziiglich D. T schliefit daher

Behauptung des Textes. Das somit gewonnene Ergebnis lifit sich sofort auf be-
liebige Flichen zweiten Grades libertragen. — Die Verwendbarkeit der stercographi-
schen Projektion zur Ubertragung von Sitzen der ridumlichen Geometrie auf
solche iiber Kreise in der Ebene (und umgekehrt) wurde von meinem verehrten
Lehrer, Herrn Prof. E. Miiller (in Spezialvorlesungan an der Technischen Hoch-
gchule in Wien) ausfiibrlich dargelegt.
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AN

mit N den Winkel T/R/: 2DN =2¢ ein. Da die zweite in t ent-
haltene Erzeugende des Kegels I' das Spiegelbild D* von D be-
ziiglich N ist und der zwischen D und D* liegende, N enthaltende
Teil der Ebene ¢ dem Aufiengebiet von I' angeh6rt, ergibt sich,
daB die Torsallinien von O reell, zusammenfallend oder

. e T s T,
'konj.1mag1na_1rsmc‘l,Jenachdems>§, =35 oder << 3 ist, oder

wegen (2), jenachdem

: B s X 1 L Y
cos Bsind = cos i \/1-—tg%: tg*B 5= o oder > 5 3)
ist. Sobald also die Gréflen 5, 8 die Bedingung
. 1
cos P sind = - Ga

2

erfiillen, ist die durch § und & bestimmte Flache O ecine Cayley-
sche Fldache und soll mit @% bezeichnet werden.

Obige Ergebnisse sollen gleich auf einige Sonderfille der
Flaichen ©® angewendet werden. Aus (3) erkennt man z. B, dafl
die durch & = 0 gekennzeichneten speziellen Flachen 0, die mit
@0 bezeichnet werden sollen, stets reelle Torsallinien besitzen.
Sie entstehen, sobald die Kugel % und der Kegel I' die Tangential-
ebene im Punkt ¢ gemeinsam haben, sobald also die beiden Doppel-
punktstangenten der Kurve C zusammenfallen und C somit in ¢
eine Spitze hat. Jede solche Fldche ist bezliglich der gemeinsamen
Symmetrieebene von 4 und I' symmetrisch.

Ist 3 =,
(s. p. 4 o =0. Diese speziellen Fldachen entstehen also, sobald A
ein Hauptkreis von = ist. Sie sind beziiglich einer Achse, ndmlich
der Geraden M — [cm] achsial-symmetrisch. Wir bezeichnen
sie mit ©®. Nach (3) sind ihre Torsallinien reell oder imagindr, je-
nachdem

so ist, da f3=0 und :|:% sein kann, nach (1)

T T
f< E oder > 5

ist. Fir [3:—;— ist Gleichung (3a) erfiilllt, man erhdlt somit eine
Fliche O, die gleichzeitig eine Cayley’sche Fliche ist. Diesen Sonder-
fall wollen wir mit ©; bezeichnen. Unter den Flichen ® befindet
sich auch die schon erwihnte, im »R. 3. O.« behandelte Fldche;

sie ergibt sich ndmlich fir § = %

#) Siehe Gleichung (1), p. +.
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Um jene Fldchen ® zu erhalten, die eine Torsallinie mit
unendlichfernem Kuspidalpunkt besitzen, beachten wir, daf
dieser Kuspidalpunkt %, der Doppelgeraden D angehort, die
fragliche Torsallinie also parallel zu D sein muf}. Der Kuspidal-
punkt %, liegt somit dann und nur dann im Unendlichen, wenn
die beiden frither erwidhnten, zu D parallelen Erzeugenden 4 und B
unendlich nahe riicken. Um zu untersuchen, wann dies eintreten
kann, stellen wir die Kugel %, den Kreis X und die Gerade D im
Aufrifl so dar, daB p. I II, und D||I, ist (s. Fig. 5). Hierauf fithren
wir die auf p. 5 angegebene Konstruktion zur Ermittlung beliebiger
Erzeugender von ® fiir den uneigentlichen Punkt %, von D durch.
Der Kegel 7, durch K wird dann zu einem Zylinder v, dessen

Erzeugenden gegen p. unter dem Winkel § geneigt sind. Der zweite
Schnittkreis K; von %; und % erscheint sodann aus Griinden der
Symmetrie gleichfalls als Strecke und man erkennt aus der Figur,
daBl seine Ebene p; mit p. den Winkel 2 8 einschliefit. Damit aber
A und B zusammenfallen, miifite nach friiherem p; den Kegel T

bertihren, 7—2  also = B sein. Dies gilt aber nur fiir B:i;t So-

mit ist das Ergebnis:

. . T . .
Die Fldachen ©, fiir die p = - ist, besitzen eine Tor-
o]

sallinie mit unendlichfernem Kuspidalpunkt.

Wir wollen diese Flichen ©* nennen. Aus (3) folgt, dafl ihre
Torsallinien immer reell sind, was damit iibereinstimmt, daf auch
k, stets reell ist. Jede Fliche 0% ist durch Angabe der Grofie 3
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(oder @) eindeutig bestimmt. Fiir 8 :% (2. = 0) erhilt man ins-
pesondere die bereits oben erwéhnte spezielle Cayley’sche Fliche 0;
und fir 8:0(0.:%) eine spezielle Fliche Oy, die gleichzeitig

auch ein Sonderfall der Fldchen 00 ist. Die letztere ist die-
eingangs erwdhnte Regelfldche dritten Grades mit einem
unendlichfernen Kuspidalpunkt, deren eigentliche Strik-
tionslinie ein Kreis (ndmlich K) ist.

Nr. 3. Die Gleichungen der allgemeinen Flichen 0.

Um weitere Eigenschaften unserer Flachen leichter abzuleiten,
insbesondere um ihre Striktionslinie zu ermitteln, berechnen wir

Zxp z

zundchst die Gleichungen der allgemeinen Fldche ©. Zu diesenx
Zweck legen wir den Ursprung eines rechtwinkeligen Achsenkreuzes
(Rechtssystem) in den Punkt ¢ (s. Fig. 6), die Z-Achse in die Achse
des Kegels I', die X-Achse in den Kreisdurchmesser [cm] und die
Y-Achse in die Kreistangente N. Die Mitte o der Kugel « liegt nach
friiherem um die Strecke

p=1rtga

unterhalb nz, der Mitte von K, wobei v+ wie frither den Radius
dieses Kreises bezeichnet. Die Raumkurve C ist dann als Schnitt
der Kugel % und des Kegels I' durch deren Gleichungen

o P2ephyPhai4 21tga =0
' 32—tg? B (2 +yH) =0 f
dargestellt. Aus diesen ergibt sich sofort die Gleichung des durch C

(4)
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legbaren parabolischen Zylinders ¢, ndmlich
~.fl———5‘3+2ttga3~2rg:0. da
sin®f

Um mit Hilfe der Kurve C eine beliebige Erzeugende von ©
zu ermitteln, fiihren wir zundchst ein schiefwinkeliges Koordinaten-

system ein, bei welchem die X- und Y-Achse mit der fritheren
X-, beziehungsweise Y-Achse zusammenfallen und die Z-Achse

durch die in D liegende Z-Achse ersetzt ist. Aus Fig. 6 ergeben
sich hierfiir die Transformationsgleichungen
r=I+3sinftga
p=}—3cosPsind - (D)
3 —jsinf

Danach gehen die erste Gleichung von (4) und die Gleichung (4 a) liber in
r .f2+52+2§gtgasinﬁ—Zﬁgcosﬁsinézo} ©)

£ 32—2:FT=0

Die schiefwinkeligen Koordinaten ersetzen wir nun durch ein
schiefes Zylinderkoordinatensystem gemdfl den Gleichungen

I=—pcose
p=psing ¢ (7
3 ==z

worin p den parallel zu p. gemessenen Radiusvektor eines beliebigen
Punktes von der Z-Achse (=D) bedeutet und ¢ die Amplitude dieser
Strecke gegen die positive X-Richtung angibt (s. Fig. 6). Hiernach
erhalten T und ¢ die Gleichungen

' .p+2tgasinB zcos¢e—2cosBsind zsingp =0 »
§ \/2tposg =0 } (®
die durch folgende ersetzt werden kodnnen
p = 81 cos?f cos v cos® (¢+9) }’ ©
= = — 41 cos fcos ¢ cos (p+3)

die gleichfalls die Kurve C darstellen.?

1 Die erste dieser Gleichungen stellt die schiefe Projektion von C auf

die [X YFEBene (=p,) fiir Sehstrahlen parallel zur Z-Achse (=D) dar, die zweite das
durch C leghbare Konoid mit der Richtebene p. und der Leitlinie D.
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Um eine beliebige Erzeugende E von ® festzulegen, legen

wir durch D (= Z) eine beliebige Ebene v und suchen deren
Schnittpunkte e, und e, mit dem Kreis K und der Kurve C. Da D)
bei ¢ bereits drei Punkte von C und einen von K enthilt, gibt es
in jeder solchen Ebene eine und nur eine Erzeugende E. Die
Gleichungen von K sind

p—21C0SYP (10)
=0 '

Bezeichnen wir die Amplitude der Spur von v auf p. mit o,
so ergeben sich aus (9) und (10) als Zylinderkoordinaten der
Punkte e, und e, die Werte

pr == 21 oS @, pe = 81 cos?®f cos ¢, cos? (g, +9)
. 34, =0 und e,. Ze = — 41 cos f§ cOS ¢, COS (1. +3)
Pr= @ Pe— Pe- (1]\)

Besitzt ein Dbeliebiger Punkt ¢ von E die Koordinaten p, o,
und  so ist

(Pr—p)2c—(pr—pc) 2 =0
die Gleichung von E in den laufenden Koordinaten p und = Fr

variables ©, (=) erhdlt man daraus mit Hilfe von (11) die
Zylinderkoordinatengleichung von ©

[1—4 cos® 8 cos? (p+38)] z—2 cos f cos (¢+3) (p—2 cosp1r) = 0 (12)
Aus dieser ergeben sich mittels (7) folgende Gleichungen von

0 in schiefwinkligen Koordinaten, ausgedriickt durch die Para-
meter o, p:

= p.cosmw

)= p sing (15)
;. 4cosBrcosgcos(p+3d) 2 cos @3 cos (p+3) ’
8= 1—4 cos? 8 cos? (p—+9) 1—4 cos® B cos® (p+3)

Um diese in rechtwinklige Koordinaten iiberzufiihren, iben wir
auf (18) die zu (5) inverse Transformation

t=1—tgop
§ = y+cot B sin 33 (14)
3 —3:sinf

aus und erhalten hiernach
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r=—2tgoasin2pcos e Nr+(cosp+tgasin2RN)p
) = 4 cos®Bsin & cos ¢ N v+ (sin ¢—2 cos? Bsin 8 N) p
3= —2sin2Bcosp Nr+sin 2 Np, (15)
©-+0 .
wobei N = c0s (p+9) st.

1—4 cos? B cos? (p+3) !
Damit ist ® durch die Parameter ¢, p in der Form

E=p(p)+p.1 ()
Yy =, (@)+p.L(9) (16)
5= s (@)+p. L (9)
dargestellt, worin die Funktionen yp die Grundkurve D bestimmen
und die [ Richtungsparameter der Erzeugenden sind. Um diese in

Richtungskosinus zu verwandeln, berechnen wir den Ausdruck
(2 = 3+B+12 und ersetzen hierauf mittels der Gleichung

p=RN:\/2
den Parameter p durch R. Fur (2 erhilt man

o 1
= [1—4 cos? B cos? (p+3) ]2’

wir haben also p —= R (1—4 cos? f cos?(p+3)) zu setzen und er-
halten aus (15) unter Verwendung von Gleichung (1) (s. p. 4)
folgende Gleichungen von @

¥ = -—4cos*Bcosdcos o Nr+[cos ¢
— 4 cos?® B cos? (p-3) cos ¢+2 cos? § cos & cos (p+3)] N
Yy =4 cos?Bsind cos o Nr+[sin g ,(17)
—4 cos? B.cos? (p-+3) sin g—2 cos?®f sin 3 cos (p+3)] N
3 = —4sinfcosfcosgRNr+2sinf cos f cos (p+3) N

die gleichfalls von der Form (16) sind, nur ist jetzt
R=0G+6B+E3=1.

7 Mit Hilfe obiger Resultate koénnen spezielle Erzeugende von
O sofort angegeben werden. Setzen wir z. B. in (12) fiir cos (¢-+3)
die Werte

und cos (pp~+28) = V})T—og[é (18a)

coSs (‘?(;"‘6) = 9#

cos

ein, so reduziert sich (12) auf
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= —CELS—F— (cos 83— \/1—4 cos?f§ sin 8), beziehungsweise

. (18D)
P =""cos B

-(cos d + \/1——4—c—o—s"% sin d),

d. h. pay 9o und py, @ sind die Zylinderkoordinaten der auf p. 6
erwidhnten, zu D parallelen Erzeugenden 4 und B. Um die in der
Ebene p liegende Erzeugende M zu erhalten, setzen wir in (12)
=0 und erhalten als Gleichungen der Schnitte X und M von
0 mit p

R—=2rcosy und

T
cp_?—a.

M ist daher stets senkrecht zu D’ (vgl. Fig. 6) und damit
auch senkrecht zu D. Die in p liegende Erzeugende M ist
also bei allen Fldchen ® senkrecht zur Doppellinie.

Fir spiteres ist es zweckmafig, den Winkel ¢ anstatt von
X = [cm] von dieser Erzeugenden M aus zu rechnen. Wir trans-
formieren daher ¢ mittels der Gleichung

T

in y. Danach erhilt die Zylinderkoordinatengleichung (12) von 0
die Form

[1—4 cos®Bsin®y]z+2 cos Bsiny [p+2sin(3—3)r] =0 (20)

und an die Stelle von (16) treten die Gleichungen

I =—4cos?BcosdMr+[2 cos? B cos dsiny
— sin (—398) (1—4 cos? B sin? )] N
) = 4 cos? B sin 8 M r+[2 cos® P sin 8 sin ¥ ,(21)
+cos (—3) (1—4 cos? B sin?y)] N
3=—4sinBcosBMr—2sinfBcosPBsiny R
wobei flr

sin y sin (3—3)
1—4cos?Bsin?y

M=

zu setzen ist. Die den Erzeugenden A und B entsprechenden
GréBen cos (p,+8) und cos (gp+3) [vgl. (18a) und (185)] ver-
wandeln sich in

— 1 1

siny, = ——— und siny, = -——.
e =3 cos B 7 =5 cos B

(22)
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Wir wollen auch noch die unendlichferne Kurve R der all-
gemeinen Fliche ® ndher untersuchen. Zu diesem Zweck ermitteln
wir die Schnittkurve R* ihres Richtkegels A mit der Ebene z = 1,
also eine Zentralprojektion von K. Legen wir den Scheitel von A in
den Ursprung und setzen wir fiir

lim £ —p
=00, p=0c0 z

so ergibt sich aus (20) als Gleichung von R?
2 cosfsiny.p—4 cos?fsin?y+1=0.

Ersetzt man in dieser § und y mittels der Gleichungen

durch die parallel zu M, beziehungsweise D' gemessenen recht-
winkeligen Koordinaten § 7, so ergibt sich

1
2 N —————2C0S J>* 2=0.
1) + ooy +(3e0ss B

R? ist somit immer eine symmetrische Fuflpunktskurve
der Parabel® und man sieht, dafl ihre Form von der Grifie des
Winkels 8 unabhingig ist.

Alle Fldchen ® mit gleichem »f« haben somit kon-
gruente Richtkegel.

Die zirkularen Kurven werden bekanntlich von den um
ihren auBerordentlichen Brennpunkt als Mittelpunkt beschrie-
benen Kreisen in den absoluten Punkten bertihrt.? Bei den oben-
genannten Kurven gibt es unter diesen insbesondere einen null-
teiligen Kreis I%, der die Kurve in den genannten Punkten os-
kuliert.? Seine Gleichung lautet

§2+(n—-cos P)*+sin? f = 0.

I ist, wie man sich leicht {iberzeugt, gleichzeitig jener Kreis,
den man erhilt, wenn man den absoluten Kegelschnitt Jaus dem Ur-
sprung auf die Ebenez =1 (zentral) projiziert. Obige Ergebnisse stehen

. . . . . . T . "
sonach mit unseren fritheren Ausfiihrungen in Einklang. Fiirf = T ist R*

1 Vgl etwa H. Wieleitner, Spezielle ebene Kurven. Leipzig, 1908, p. 36.
Vgl. z. B. H. Wieleitner, a. a. 0., p. 37, wo fiir den Fall der zirkularen
Kurven dritter Ordnung ein hiibscher Satz iiber diese Kreise abgeleitet wird.
3 Auf diese Tatsache hat mich Prof. Th. Schmid (Wien) aufmerksam
gemacht.
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insbesondere eine (gerade) Strophoide! Dies gilt also auch fiir
die in »R. 8. O.« behandelte Fliche. Fir ﬁ:—;i, also fur die
Flichen @% ist R* eine Zissoide (des Diokles).

Nr. 4. Die Striktionslinie der allgemeinen Fliche ©.

Sind die Gleichungen einer Regelfliche in der Form (16) ge-
geben, wobei [2=1{+[(+15 = 1 ist, so sind die Gleichungen ihrer
Striktionslinie bekanntlich

r=p+R 0

Y=+, L, g, (23)
3= ps+Roly
wobei flir
% W el +piB4pils
0 (R {24 1424142

zu setzen ist (unter den Strichen die Ableitungen nach y zu ver-
stehen).

Um dies auf unsere Flichen anzuwenden, berechnen wir
aus (21) die Grofie 9, Zunichst erhilt man

2 = 1+8 cos?B+16 cos? B (cos® f—1) sin?y,
(¥l = 12 cos? B cos ¢ (1—4 cos? B sin? ) M’ ¢
und .29
o — sin (2 yy—3&)—4 cos? i sin d sin® ¢
= (1—4 cos? f sin? 7)?

Somit ergibt sich
R, =12 cos2Brcosy. . . (25)
4 cos?fi sin 8 sin% y—sin (2 y—38)
(1—4 cos?fBsin?y) (1 48 cos*B—16 sin?  cos? B sin?7y)

und damit ist nach obigem die Striktionslinie S von @ gegeben.

Zur leichteren Untersuchung der einzelnen Formen von S
ermitteln wir ihren Schréigrif S¢ auf die Ebene p flir die Seh-
strahlenrichtung parallel zu D. Da i, den Abstand des Zentral-
punktes einer beliebigen Erzeugenden von deren Schnittpunkt mit.
D bedeutet und nach (19)

p = N (1—4 cos?p sin® y)

ist, ist

e —

1 Siehe Note 3, p. 14.
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4 cos? P sin 9 sin® y—sin (2 y—09)
+8cos?Bf—16sin?fcos?fsin?y

p=12cos2Brcosy 1 (26)
die Polargleichung von S% bezogen auf die Achse M. Ersetzt
man hierin die Koordinaten p, y durch die rechtwinkeligen Ko-
ordinaten £+ (wobei die Z-Achse mit M zusammenféllt und die
H-Achse = D' ist; s. Fig. 6), so erhilt man

(E2-4+12) [(1+8 cos? B) £2+4(1-—4 cos? B)% %]
— 12cos?Br&[sin 3 £2—sind (1—4 cos? B) 12—2 €7 cosd] = 0.  (27)

S4 ist also eine zirkulare Kurve vierter Ordnung mit einem
dreifachen Punkt im Ursprung. Dies stimmt damit {iberein, dafi S
nach »R. 3. O.«, p. 583, die absoluten Punkte 7, und 4, von K ent-
hélt und D eine Trisekante von S ist.?

Gleichung (26) wird, wie man sich durch Rechnung {iber-
zeugen kann, von den Koordinaten pg, ya und pg, y» [s. p. 13 (180)
und (22)] von 4 und B identisch erfiillt. Der durch S¢ parallel zu
D gelegte Zylinder vierten Grades W' enthélt daher die Erzeugende A
und B. Da D fur ¥ eine dreifache Erzeugende ist, ist somit der
restliche Schnitt von ¥ und ® tatsdchlich eine Kurve vierter
Ordnung. Fir y = 0 erhdlt man aus (26) flir den Zentralpunkt
von M

sin &

pm = 12 cos?f -m;ﬁ, L.

Um zu entscheiden, fiir welche Flichen ® die Striktionslinie S
in eine Kurve niedrigerer Ordnung und in (eine oder zwei) Er-
zeugende von @ zerfillt, suchen wir jene Wertverbindungen von B
und 3 auf, fiir die S? zum Teil aus (einer oder zwei) Geraden
durch den Ursprung besteht. Dies ist, wie man leicht erkennt, nur
dann der Fall, wenn entweder die beiden Klammerausdriicke von
(27) einen gemeinsamen Teiler von der Form

a, E-4+a,m
besitzen oder wenn der zweite Klammerausdruck — konst..(§2+7?)ist.2
Fir das erstere erhilt man durch Koeffizientenvergleichung
die Bedingungen
0, 1-—4cos®f
0 \/1+8 cos?f
v (28)

%: —cotd 4= \/oot28—4cos‘-’B+1
1

1 Das Trisekantenhyperboloid von S kann ndmlich nicht zwei wind-
schiefe Erzeugende von O enthalten, da diese nur je einen Zentralpunkt besitzen
konnen.

2 Der Fall, daB beide Klammerausdriicke bis auf einen konstanten Faktor

. . I r .o .
gleich sind, wiirde auf B:; filhren, was ausgeschlossen ist.
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die gleichzeitig zu befriedigen sind. Hieraus ersieht man, dafi eine
reelle Gerade durch den Ursprung nur dann ein Teil von S¢ sein
kann, wenn cosp = 1/2ist. Dies entspricht den Fldchen @% Sehen
wir ferner von imagindren Werten von $ und & ab, so kdnnen die
Gleichungen (28) nur dann gleichzeitig erfiillt sein, wenn cotd = 0,

also 8 = —;i ist. Aus (28) folgt dann
8 costB+2 cos?f—1 = 0;
es miilite also (abgesehen von imagindren Werten) gleichfalls

1 .
cos = 5 Sein.

Fiir den zweiten Fall erhdlt man die Bedingungen

T
=0,0 =
cos 6 =0, 5 })
l—4 cos?p=—1
1
es mifite also cosB:—‘E sein. Dies entspricht der in »R. 3. O.«

behandelten Flache. Diese und die Flichen ©* sind somit die
einzigen nicht zerfallenden, reellen Sonderfille unserer Flichen,
deren eigentliche Striktionslinie von niedrigerer als vierter
Ordnung ist.

Im folgenden sollen die besonderen Formen der Flichen 0
ndher untersucht werden.

Nr. 5. Die Flichen 0% und O.

Aus der Bedingungsgleichung flir die Cayley’schen Fliachen 6%
[s. p. 7 (8a)] und aus Gleichung (1) (s. p. 4) ergibt sich, da8
die Konstanten o, B, 4 dieser Flachen — sobald man vom Imaginaren
absieht — an folgende Grenzen gebunden sind:

=B>0 (29)

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. K1., Abt. ITa, 133. Bd. [§]
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so erhilt man als Zylinderkoordinatengleichung einer Fliche ©%
(sin®?8—sin?y) z+sin & sin y [p+2 sin (y—38) 1] == O. (30)

In Fig. 7 ist eine solche Fliche im Normalrif auf die Kreis-
schnittebene p dargestellt. Da die in p. liegende Erzeugende M zu
D senkrecht ist, schliefit sie mit der Tangente N von K in ¢ den
Winkel & ein. Die Koordinaten der zu D parallelen Erzeugenden 4
und B von 0% ergeben sich aus (18a,b), beziehungsweise (22).
Man erhdlt

cpa:%,pa:Ound(pb:f%—28,pb:2rsin26

oder, falls ¢ durch y ersetzt wird,
Z(LZS und Zb:—-a.

Somit fdllt 4 in die Doppellinie D, die gleichzeitig die
Torsallinie von % ist und die Erzeugende B ist durch ihren

Schnittpunkt b, mit X bestimmt, fiir den M/[\cbl] = — 3 ist. Um den
Kuspidalpunkt @ von D zu erhalten, ermitteln wir die Grenzlage
des Schnittpunktes ¢; einer beliebigen Erzeugenden E von 6% mit D
fiir den Fall, daf E unendlich nahe an D rickt. Die Koordinaten
von ¢z sind nach (30)
2 sin v sin 8 sin (y—38) _

sin® 3—sin? y v

be= 0,7 = Yy = —

Daraus ergibt sich fiir den Kuspidalpunkt a

5Ll:1imz¢:r.tg6. (31)
X:a
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Darnach hat der Normalri @’ von a von ¢’ die Entfernung

T — - —_Fa ¥
czc_p”COSp_2sin6_90058'

a liegt somit in der Symmetrieebene der Punkte # und c.
®* kann demnach auch dadurch erzeugt werden, dafl man zwischen
den Punkten von D und K eine
Projektivitdit durch folgende drei
Punktepaare festlegt: Dem unendlich-
fernen Punkt # von D entspricht &,,
dem Punkt ¢ (= a,), als Punkt von D
aufgefafit, ist jener Punkt ¢, zuge-
ordnet, flir den [¢,c] L D ist, und dem
in der Symmetrieebene von 2 und a,
liegenden Punkt @ von D entspricht
ay auf K.

Fiir den Schrigrif S¢ der Strik-
tionslinie S von 0% ergibt sich aus
Gleichung (27)

STE e cotaqP=0. (32)

(E+1?) [(3+2 cot?8) £2—cot? 8 7] —

sin 6

S¢ bertihrt daher D' in ¢/ und besitzt auflerdem in ¢’ eine
Spitze, fir die N' die Tangente ist (vgl. Fig. 7), S im Raum be-
rihrt daher D in a. Fir 8 = 0 ergibt sich die schon erw#hnte
spezielle Flache ©; die weiter unten niher behandelt werden wird.

Fiir die Flachen © (s. p. 7) gelten folgende Beziehungen:

o= 0

T
O<(3<?
~__ T
b= 5

Da ferner nach (19) ¢ — y ist, ist die in p liegende Er-
zeugende M ein Durchmesser von K.

M ist gleichzeitig Symmetrieachse der Fldche; da die
Doppellinie D zu M senkrecht steht, schliefit sie mit der Tangente )\’
an K den Winkel § ein. Die Gleichungen einer solchen Fldche
ergeben sich aus den Gleichungen der allgemeinen Fldche ®, wenn

T . . .
8= ‘7 gesetzt wird. Aus ihnen kann dann die Lage der einfachen

4

Leitlinie L ermittelt werden. Es ergibt sich, daf L die Er-
zeugende M im Abstand

[— 4 cos?f—1

T 2cos?p
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von ¢ unter rechtem Winkel schneidet und mit p. den Winkel 7—2 p
einschliefit (s. Fig. 8). B
Die Gleichung von S% erhilt fir ® die Form

(E2+10*) [(1 +8cos?p) £2+(1—4 cos?B)2 %] —
12 cos? Bré& [E2—(1—4 cos2f) 2] = 0. (33)

Fir p:% reduziert sich dies auf

(E2+12) [5 E2412—61E] = 0.

Dies ist der schon erwédhnte Fall der in »R. 3. O.« behandelten
Fldche, bei der S in eine Ellipse und zwei Minimalerzeugenden
zerfallt.

= % ergibt als Sonderfall von ® die oben genannte Cayley-
sche Fldche @, In diesem Fall ist ndmlich obiges [ =0 und
7—2B = (. Die Leitlinie L fillt somit in D, die gleichzeitig die
Torsallinie von O ist. Aus (31) folgt, dafl der Kuspidalpunkt
von D im Unendlichen liegt. Von den drei Punktepaaren zur Be-
stimmung einer Fliche 0% fallen somit zwei zusammen. Um dem-
nach O; festzulegen, ermitteln wir ihre Zylinderkoordinatengleichung,

indem wir in (30) 3 = % setzen. Es ergibt sich
cos?p z4sing (p+21cosg) = 0. (34)

T .
i so sind

r=  2rv— \/*2« P
2= —2 r—\/? P

die Gleichungen von zwei Erzeugenden E; und E,, die D im Abstand

=+ 21 von ¢ treffen und durch die Endpunkte des zu M senkrechten

Kreisdurchmessers gehen. ®; kann sodann durch Hinzunahme von

E, oder E, dhnlich wie ®* eindeutig bestimmt werden. Die Strik-
tionslinie dieser Flache wird in Nr. 7 ndher betrachtet werden.

Setzt man hierin ¢ — % und ¢ = —

Nr. 6. Die Flichen 00,
Fir die Flichen 00 ist

0<{3:(%—a><—72c— und

o =0.

Darnach ist die Zylinderkoordinatengleichung einer solchen
Fléche:
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(1—4 cos? B cos®p)z—2cosBcosp(p—2cospr) = 0. (35)
Setzt man hierin £ = 0, so erhdlt man
p=2rcos¢ und cosyp=0.

Die Erzeugende M fidllt somit in die Kreistangente N und die
Doppellinie D schneidet die Achse K von K. In Fig. 9 ist 69
im Aufri8 so dargestellt, daf D und K||II, sind. Da die Ebene [KX D],
wie schon frither erwidhnt wurde, Symmetrieebene von @9 ist,

steht die einfache Leitlinie L zu Il, senkrecht. Die Gleichungen
von L ergeben sich ohne weiters aus (35).

Man erhdlt
N S
P = 9 cos?B cosw 5
o (36)
"7 cosB

L liegt somit in der durch k= [KD] parallel zu p gelegten
Ebene i und besitzt von & die Entfernung

(—_t
07 2cos2p

©° kann auch durch die so angenommenen Kurven K, D und L
als Leitlinien erzeugt werden. Um die Torsalebenen zu er-
erhalten, hat man durch L die Tangentialebenen ¢, und ¢, an K
zu legen. Von den beiden Torsallinien fdllt demnach die eine
in die Erzeugende M, wihrend die andere der Ebene [DX] ange-
hort. Man erkennt auch ohne weiters, daf die beiden in v liegenden
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Minimalgeraden I, und I, mit dem reellen Schnittpunkt % Er-
zeugende von 09 sind. Dies hat eine interessante Folgerung.

Betrachten wir ndmlich jene Kugel %, die durch K geht und
den Punkt % enthdlt. Da »° die Ebene [ in % beriihrt, enthélt sie
auBer K auch die Minimalerzeugenden I; und I, von 0°% «® schneidet
daher aus ©° neben K, I, und I, nur noch einen Kegelschnitt,
und zwar (wegen %,) einen Kreis K* aus. Da aber nach p. 2
Nr. 1 09 aufier X keinen Kreis enthilt, fillt K* mit K zusammen
und es gilt das Ergebnis:

%% und O° beriihren einander lings K.

00 konnte also auch von allen Tangenten an %, erzeugt werden,
die D und L treffen, sobald D und L in der Weise gewahlt werden,
dafi sie die oben angegebene Lage einnehmen.

Aus der Gleichung fir S¢
(2412 [(1+8 cos2 B) 24-(1-—4 cos? )2 %] +24 cos? Br&2n =0 (37)

ergibt sich, daf S¥ in ¢ eine Spitze (mit D’ als Tangente) hat und
auflerdem M in ¢ beriihrt. S im Raum besitzt daher gleichfalls eine
Spitze, ndmlich im Kuspidalpunkt ¢, = [D7,], und gehort aus
Griinden der Symmetrie einem Zylinder zweiten Grades an, dessen
Erzeugenden zu II, senkrecht stehen. S” ist demnach eine Hyperbel,
und zwar mit einer Asymptote parallel zu p” (s. Fig. 9).

Ist insbesondere [3:-‘%,
daher parallel zu D und ihr Kuspidalpunkt im Unendlichen. Es
liegt dann die bereits erwidhnte spezielle Fldche 0, vor, fir die
die Gleichung von S? in

&2 (&2 +12+211) =0 (38)

tbergeht. Daraus folgt, wie in nidchster Nummer ausfiihrlicher ge-
zeigt werden soll, daB S identisch mit X ist.

so ist [ = 2v, die Torsallinie 7,

Nr. 7. Die Flichen OF

Um schliellich die Fliachen ©* ndher zu untersuchen, be-

1
achten wir, daf§ sich aus (22) fiir cosﬁ:-—z—

T

X(L:”:Z‘> o — —

vo| A

ergibt. Somit fillt die von den Erzeugenden A und B gebildete
Torsallinie 7, in die Ebene [DD']. Dabei bedeutet D’ den Normal-
rif von D auf die Kreisschnittebene p. (vgl. Fig. 10). Die einfache
Leitlinie L gehért sodann der Torsalebene 1, = [AB] an, deren
Schnittlinie mit p. die Tangente T,, von K ist. Die genaue Lage
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von L ist jedoch nicht weiter von Interesse. Die zweite Torsallinie
von OF ergibt sich leicht als jene Erzeugende, fiir die

tgd
ter="4

ist und der zweite (auf D liegende) Kuspidalpunkt %, besitzt von ¢
den Abstand

f= %sina tg d.

Fur den Schrigriff S* von S ergibt sich aus (27)

W s i 2 2y
&2’(;‘_151;‘8_) +('q+rcos8)zfr<51r; + cos? 8>]_0, 39)

X

Somit zerfillt S¥ in die doppelt zu zdhlende H-Achse — D'
und einen Kreis R9, der durch die Punkte ¢’ und o/ geht und
dessen Mitte » die Koordinaten

9
E—SIL-L‘, = —1CoSd

besitzt. Die Kurve S ergibt sich daraus wie frither als Gesamt-
schnitt von ©* mit dem durch R4 || D gelegten Zylinder zweiten
Grades 7, und der Doppelebene ¢ = [DD'], abziglich der sechs-
fach zu zihlenden Geraden D und der beiden (hier unendlichnahen)
Erzeugenden 4 und B (= T;). Nun besteht der Schnitt von ¢
und v, mit ®* neben der sechsfachen Geraden D aus der drei-
fach zu zdhlenden Torsallinie 7, und einer Raumkurve dritter
Ordnung R, die durch die absoluten Punkte von K geht. Somit ist
die Torsallinie 7, einfach gezdhlt zur Striktionslinie zu rechnen und

die eigentliche Striktionslinie von % ist ein
schiefer kubischer Kreis mit 7, als Asymptote.
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Vorherige Uberlegungen gelten auch fiir die schon mehrmals
genannte Fliache ©; (6:%); fir diese kann die Gleichung von S¢
auch aus (32) oder (33) erhalten werden. Es ergibt sich

g2 (&2+n>—rf) =0.
R? besitzt also die Strecke c¢m als Durchmesser und die Asymptote
von R féllt in D (= Ty).

Fiir den Sonderfall 07 (3 = 0) ergibt sich fir S? aus (39)
oder (37) die Gleichung (38) (s. p. 22). In diesem Fall ist RY = K,
somit berlhrt 7y, die Fldche lings 7, (vgl Fig. 11). Diese Gerade
gehort daher vierfach gezdhlt zum Schnitt von v, und ¢ mit 0%
und somit zweifach gezdhlt zur Striktionslinie. Daraus folgt:

Die eigentliche Striktionslinie von Oy ist dev Kreis K.

Fig. 11.

In »R. 3. O«, p. 582, Nr. 5, wurde gezeigt, dafi die dort be-
handelte Flache die einzige Regelfliche dritter Ordnung mit einer
(nicht zerfallenden) uneigentlichen Kurve dritter Ordnung, vierter
Klasse ist, deren eigentliche Striktionslinie ein KKegelschnitt ist.
Die Existenz der Flidche @j steht damit nicht in Widerspruch, da
deren uneigentliche Kurve im unendlichfernen Kuspidalpunkt von 0,
eine Spitze hat,! somit bloB von dritter Klasse ist. Da letzteres
flir jede (allgemeine) Regelfliche dritter Ordnung mit einem un-
endlichfernen Kuspidalpunkt #, gilt, besitzt die Striktionslinie &
einer solchen Fldche nach »R. 8. O.«, p. 579, auler £, blof sechs
unendlichferne Punkte. & besteht daher entweder aus einer durch 7,

1 Siehe p. 15, Schluf von Nr. 3.



Regelflichen dritter Ordnung etc. 89

gehenden Raumkurve siebenter Ordnung und der (nach dem ein-
(rangs erwdhnten Satz) einfach zu zdhlenden Torsallinie durch £,
oder aus einer Kurve sechster Ordnung und der doppelt zu
zahlenden Torsallinie. Besitzt eine solche Fliache aufierdem be-
nachbarte Minimalerzeugende, so zerféllt ihre Striktionslinie
weiterhin nach »R. 3. O«, p. 580, Satz 1. Sind die sechs Minimal-
erzeugenden insbesondere zu je dreien benachbart, so liegen die so-
eben behandelten Fldchen 0% vor. Unter ihnen ist Oy die einzige
(vel. p. 16 f), flir welche die Torsallinie doppelt gezéhlt zur Striktions-
linie gehort.

Zum Schlufli sei noch eine interessante Eigenschaft der zuletzt
behandelten Fldache erwédhnt. Zu diesem Zweck verwenden wir
einen Satz von Darboux, den dieser in seinen »Legons sur la
théorie des surfaces«! abgeleitet hat und der etwa folgender-
mafen ausgesprochen werden kann:

Umschreibt man einer Regelﬂdc/ze b die lings ihver Strik-
tiouslinie beriihvende Torse X und vevebnet man diese, wobei man
die Evzeugenden von © mit den hinduvchgehenden Tangentialebenen
von T fest verbunden 1ift, so geht © in eine Schar von parallelen
Geraden iiber.

Fig. 12.

Um diesen Satz auf die Fliche 0, anzuwenden, beachten
wir, dal @ ldngs ihrer Striktionslinie X von der Kugel «, beriihrt
\vnd die ldngs K umschriebene Torse & somit auch %, lings K
beluhlt ¥ ist daher ein Drehkegel ¢, dessen Achse in die
Achse K von K fillt und dessen Erzeugenden gegen die Ebene p.

von K unter dem Winkel —:t geneigt sind (s. Fig. 11). Denkt man
(o}

sich v, ldngs 7, aufgeschnitten und verebnet man in obiger Weise,
So geht K in einen Halbkreis K“ mit dem Radius 21 {iber
(Fig. 12) und die Erzeugenden E; von Oy werden zum T,

—_

1 IVe partie, Paris, 1896, p. 343.
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entsprechenden Durchmesser 77 von K" parallel. Dreht man nun in
jeder Tangentialebene von 7; die zugehorige Erzeugende durch
einen bestimmten Winkel ®, so werden die v-Bilder F! dieser
neuen Lagen in der Verebnung von y; gegen I? gleichfalls unter
dem Winkel w geneigt sein. Da es gleichgiiltig ist, an welcher
Stelle 7; aufgeschnitten wird, erkennt man hieraus unmittelbar die
Richtigkeit des Satzes:

Dreht man alle Erzeugenden einer Fliche Oy in ihren Zentral-
ebenen wmm den Zentralpunkt durch einen Dbestimmien Winkel o,
so bilden ihve uewen Lagen eine Regelfliche, die wmit O kon-
Sruent ist.

Dreht man die Erzeugenden um o — —-, so erhdlt man die

T
2“;
Zentraltangenten, d. s. die Gemeinlote zwischen je zwei be-
nachbarten Erzeugenden von @y

Somit gilt insbesondere:

Das Striktionsband einer Fldche Oy ist mit ihr kon-
gruent.

Aus Fig. 12 ist ferner sofort zu ersehen, daffi die neuen
Lagen F? auch dadurch erhalten werden kénnen, daff man die E!

um s¥ durch den Winkel w dreht. Dem entspricht im Raum eine
Drehung des Kegels y; um dessen Achse durch den Winkel 2 o.
Somit kénnen die nach obigem Satz mit ®; kongruenten
Fldachen auch dadurch erhalten werden, dafl man die ur-
springliche Fliche um die Achse A von A durch den
Winkel 2 o dreht.
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