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Zur Verwendung der Drehwage von Eotvos bei

nahen grofien Massen

Von
Karl Mader
(Mit 1 Textfigur)
(Vorgelegt in der Sitzung am 20. Mérz 1924)

Bei der E6tvos'schen Drehwage erster Art trdgt der an einem
diinnen Platindraht hdngende, 40 cme lange, horizontale Wagebalken
an jedem Ende je ein Platingewicht. Die beiden Schwerpunkte liegen
je 20 cm von der Balkenmitte entfernt. Hier ist die Balkenmitte,
als Schwerpunkt des Systems, der Punkt, fiir den die Feldgrofien

2 2 2
H—— 4 und eV ermittelt werden, die aus den Beobach-
0y? 0x? 9x oy
tungen mit der Wage folgen. Dabei bedeuten x und y rechtwinklige
Koordinaten in dem Horizont durch den Schwerpunkt, V das
Potential der Schwerkraft der Massen aufierhalb der Wage.

Hier ist Koordinatenanfangspunkt gleich Balkenmitte. Das
Drehmoment,! welches das Schwerefeld auf den Balken austibt, ist
dann bekanntlich durch jene beiden Feldgréfien bestimmt.

Wichtiger ist die Eo6tvos’sche Drehwage zweiter Art. Bei ihr
ist das eine der beiden Platingewichte um etwa 60 cme tiefer auf-
gehdngt, so dafi die zwei Gewichte sich jetzt in zwei verschiedenen
Gleichgewichtsflichen befinden.

Im Ausdruck fiir das Drehmoment! des Gehdnges treten zu

. i CER 0tV
den beiden obigen Feldgréfien nun noch T und W

wo z die positiv nach abwirts gerichtete dritte Raumkoordinate ist

hinzu,

Diese vier Groflen werden von der Wage fiir den Schwer-
punkt des neuen Systems ermittelt und als solcher hat in geniligen-
der Ndherung der Schwerpunkt aus den beiden gleichen Platin-
gewichten zu gelten; er liegt sehr nahe in der Verldngerung des
tordierenden Fadens und etwa 30 cm unter der Balkenmitte.

1 Eotvos, Untersuchungen iiber Gravitation und Erdmagnetismus. Annalen
der Physik, 1896, auch Verhandl. d. XV., XVI. und XVII.,, Konferenz der Intern.
Erdmessung.

Eggert, Theorie und Anwendung der Drehwage von Eotvds. Zeitschr. fiir
Vermessungswesen. Stuttgart, 1913.

Jordan-Eggert, Handbuch der Vermessungskunde. III. Bd., Stuttgart,
1916, 1923,

Prey, Einfithrung in die Geophysik. Berlin, Springer, 1922,



118 K.*Mader,

Auf diesen Unterschied der beiden Schwerpunktslagen bei
den zwei Wagetypen wird nicht immer deutlich genug geachtet.
Er beeinfluit zwar das Endergebnis der Herleitung der Formel fiir
das Drehmoment der Wage zweiter Art nicht, sofern die Entwick-
lung nur bis zu den zweiten Ableitungen des Potentials durch-
gefiilhrt wird; er ist aber nicht gleichgiiltig beim Ansatz zur Ge-
landereduktion, weil dann fiir die Wirkung von Massen in der
ndchsten Umgebung der Wage ein Hohenunterschied von 30 cm
nicht libersehen werden darf, da die Hohe des Koordinatenanfangs-
punktes als Bezugspunktes der Wage explizit in die Formeln
eingeht.

Der Unterschied ist auch nicht mehr gleichgiiltig, wenn hohere
als die zweiten Ableitungen des Potentials mitberlicksichtigt werden,

In den Verhandlungen der XV. allgemeinen Konferenz der
Internationalen Erdmessung gibt Eotvés eine Anleitung, wie die
im freien, flachen IFeld angestellten Beobachtungen am einfachsten
auf normales, horizontales Geldnde reduziert werden kdnnen. Die
Umgebung der Wage wird in einem Umkreis p, vollkommen eben
gemacht und die Neigung dieser kreisférmigen Ebene nach Norden
und Osten (X- und Y-Richtung) bestimmt. In der weiteren Ent-
fernung p, werden in acht Punkten, die gleichmiflig um 45° von-
einander abstehen, die Hohenunterschiede gegen die Hohe des
Wagestandpunktes ermittelt, ebenso in einem weiteren Kreis p, usw.
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Dabei ist

g® die Neigung des innersten Kreises nach Norden, in Graden ge-
messen,

2 =66-5.10"? die Gravitationskonstante,
¢ die Dichte der obersten Erdschicht und
S die Hohe des Koordinatenursprungs der Wage iiber dem Erdboden.
Sei nun
_ 10

Po =5 M = 10 11,

dann wird der Ausdruck gleich
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5:424.1079¢% %
fir die Schwerpunktshohe S = 86 ¢ und gleich
4-814.1079%

fiir einen Punkt in 117 ¢ Hohe (Mitte des Wagebalkens).

Sei ferner
$=1 8 und = 5°,
dann betrdgt der Unterschied, je nachdem man die Reduktion aul
einen Punkt in 86 oder 117 c¢wme Hohe vornimmt, schon

5'5.107% c¢gs Einheiten,

wahrend die Angabe der Wage unter gilinstigen Verhéltnissen eine
Genauigkeit von 1-10—9 hat.

Im Auftrage des Herrn Professor Schumann habe ich es
unternommen, durch ein Experiment den Nachweis zu fiihren, daf
der Bezugspunkt bei der Wage zweiter Art der Schwerpunkt der
beiden Platingewichte ist und dafl die Wage die Werte, welche die
vier Feldgrofien in diesem Punkt annehmen, ermittelt und nicht auf
die Balkenmitte bezligliche Werte.

Beobachtet wurde im Pendelkeller des Observatoriums der
Technischen Hochschule in Wien mit derselben Drehwage, mit der
Eotvos seine ersten Messungen auf dem Eis des Balatonsees durch-
gefithrt hat und die auch zu den Feldmessungen im Wiener Becken
wihrend der Jahre 1919, 1920 und 1921 gedient hat.!

Eine Drehwage zweiter Art mit einfachem Gehidnge stehe
auf horizontalem Boden, die Schwerpunktshdhe sei 86 c¢m, das Ko-
ordinatensystem sei in den Schwerpunkt verlegt, X nach Nord
Y nach Ost, £ nach abwirts positiv.

Neben der Wage wurde zunédchst aus Ziegelsteinen ein Pusma
mit quadratischem, spdter mit rechteckigem Grundrifl gebaut; seine
Lage ist in folgender Figur ersichtlich. Ist 2 =66:5.10—° die
Gravitationskonstante und ¢ die Dichte der Ziegel, so werden fiir
ein Prisma, das sich von £ =0 bis £ =2z nach abwirts erstreckt,
die zweiten Ableitungen des Newton’schen Potentials, bezogen auf
den Koordinatenanfangspunkt

3" V dz
— 19 |dx | d
f f Jf(\/w +y2+~2)’

—d

Anzeiger der Wiener Akad. d. Wiss. 1920 und 1921.
Schumann, Vorldufige Ergebnisse aus Schwerewagen-Messungen. Osterr.
Monatsschrift fiir den 6ffentlichen Baudienst und das Berg- und Hiittenwesen. 1920,
Heft 5 u. 6, 1921, Heft 7

»Bergbau und Hiitte«, 1920, Heft 1.
»Berg- und hiittenmiinnisches Jahrbuch«, Leoben, 1923.
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wird erhalten, indem man % an Stelle von 4% im Zihler

2

921
des Integranden von e einfiihrt.

Durch Integration folgt
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~+ arctan —,Lﬁﬂ .
b\/b2+cz+52}

BV _ g tognat G VEFEHE) b +\/aT2) ot b

droy (2 +\/2Z2Ha?+c?) (5 +\/b2+22) \/P>+c* a

3 224 2 2 2 2 2, .2

BV g 1og nat CTVEFCHD) (4@ E) \attt b

dx 0z (c+\/a‘3+c‘3+z2) (c +\/D2+¢?) \/0?+2* a

RN £29 log nat (a +\/a®+2+22)(b +\/02+c)(0 +\/P*+2) a

8pdz (b +\/0++22)(a +\/a*+c)(a+ \/a*+22) b

Auf dieses Prisma werde ein zweites von gleicher Grofie und
Form aufgesetzt. Die Wirkung des zweiten wird erhalten, indem man
in obigen Formeln die Integration nach # von —z bis O ausfiihrt.
Fir die beiden ersten Formeln dndert sich im Schluflausdruck nichts,
3—1 und iK aber dndern ihr Vorzeichen.
9oz 0y 0z

Dieses Verhalten gibt die Moglichkeit, die Lage des Bezugs-
punktes der Wage festzustellen. Wenn man das Prisma allmé&hlich
921 921
droz O 9y 9z
einem Maximalwert, der erreicht wird, sobald das Prisma die Hohe
des Bezugspunktes erreicht; hierauf nehmen die zwei Feldgréfien
wieder ab und werden zu Null, wenn die Hohe des Prismas gleich
der doppelten Ursprungshohe ist; tiberschreitet man noch diese
Hohe, dann beginnen die zwei Grofien bei entgegengesetztem Vor-
zeichen wieder zu wachsen.

Zu einem ersten Versuch wurde ein Prisma mit quadratischer
Grundfldche neben der Wage bis zur Hohe 87'5 cm aufgebaut,
hierauf durch weiteres Zulegen von Ziegeln bis zur Hohe 117 cm
ergdnzt. Durch a = 200 ¢m, b = 100 cm, ¢ = 100 cm (Figur) war
die Grundfliche bestimmt. Fir beide Prismen wurden die vier Feld-
groflen sowohl durch Beobachtung ermittelt, als auch nach obigen
Formeln berechnet, unter den zwei Annalrnen, daf

zuerst wachsen bis zu

héher baut, so miissen

1. die Hohe des Anfangspunktes gleich der Hohe des Schwer-
punktes der zwei Platingewichte, also gleich 86 cm sei, sodann

2. dafl sie gleich der der Balkenmitte, ndmlich 117 cm sei.
(]

Die Werte sind in der folgenden Tabelle 1 zum Vergleich
nebeneinandergestellt. Fiir die Berechnung eines Prismas von 875 cm
Hoéhe wurden zwei mit den Abmessungen z = 0 bis z — 86 und
= —1 5 bis z =0 kombiniert, dhnlich wurde fiir die Uubrigen
Werte verfahren.
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Fir die Dichte der Ziegel ergab die Wégung 1-45 bis 148,
Doch mufite der Rechnung ein kleinerer Wert zugrunde gelegt werden,
da zwischen den Ziegeln des Prismas leere Zwischenrdume blieben,
Fiir alle Versuche ergab sich die beste Ubereinstimmung zwischen
gerechneten und beobachteten” Werten der Feldgrofien, wenn der
Rechnung & == 1'41 zugrunde gelegt wurde.! Alle Werte dieser
und der folgenden Tabellen sind mit 10—? zu multiplizieren, um
¢ g s-Einheiten zu erhalten.

Tabelle 1.
I ! |
1 | 2 : 3 ‘ 4 i 5 6
Aufpunkthdhe
Héhe des 117 cin. Berech-
Prismas | FeldersBen Beobachtete | Werte, berechnet fiir nete Werte mit
. ° Werte die Aufpunkthohe Berlicksichtigung
in cm der Glieder
86 cme 117 cm 3. Ordnung
LERG 2
S 5| 42-0 — 42-7 — 30°9 — 16-5
812 22
82v
Py — 164 — 154 — 11-38 — 62
x 0y
875
92V
Y — 129 — 13°6 — 17-2 — 22:7
v dz
921"
o3 -+ 391 -+ 44| + 56 -+ T4
) 0%
82V 82v
—— — 51'9 — 60-4 — 48'7 — 36°5
82 dx2
FER s
e — 208 — 21-8 — 177 — 13-4
v 8y
117
LR
Py — 93 — 11-1 — 19-5 — 20-3
v 0z
217
“oup -+ 3-88 + 36 -+ 63 —+ 66
by 0z

1 Uber Dichtebestimmung mit Hilfe der Drehwage (insbesondere Bestimmung
der mittleren Dichte der Erde) siehe Oppenheim, Kritik des Newton’schen Gravi-
tationsgesetzes. Enz. d. math. Wiss., \'I 2, 22.
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Der Inhalt der 6. Spalte wird erst spiter behandelt.

Die Ubereinstimmung der beobachteten mit den fiir die Ur-
sprungshéhe 86 cm gerechneten Werten ist gut bis auf den einen

2V eV
3. und 4. Spalte. Zunédchst ist zu erwdhnen, daf diese Abweichung
fir unsere Untersuchung weniger wichtig ist, da die Entscheidung bei

Wert — 519 und — 60-4 von in der 5. Zeile der

2V LR
o und IR liegt.
Die Ursache dieser einen grofien Abweichung kann darin
a2V N v

liegen, daf ?J’T_ 5 und 3—;@ erfahrungsgeméfl eine grofiere
Empfindlichkeit gegeniiber Stdrungen aufweisen, als die beiden
anderen Groflen; fiir die beiden letzteren kann man einen mittleren
Fehler von ==1 10—° ansetzen, fiir die zwei ersten ein Vielfaches
hiervon.

Dazu kommt noch, dafi im Keller neben dem Pendelkeller
fast tdglich Kohlen zu- und weggefiihrt werden, was auch wahrend
der Messungen geschah. Diese verdnderlichen Massen liegen in
etwa 6 m Entfernung im Horizont des Wageschwerpunktes und
wirken daher verhéltnisméBig stark auf die zwei ersten Feldgréfen.

Um ein genaueres Bild von der Verdnderlichkeit, beziehungs-
weise Konstanz dieser Feldgrofien zu geben, sind die Resultate einiger
Messungen mitgeteilt, die ohne Ziegelprisma auf demselben Platze
vor und nach den in dieser Arbeit behandelten Versuchen gemacht
wurden. Sie sind in folgender Tabelle zusammengestellt.

Der erste Koeffizient schwankt am stdrksten; der zweite zeigt
hier wie auch bei den spiteren Versuchen eine merkliche Konstanz,
die nur noch vom vierten {ibertroffen wird. Die Schwankung in

RN T . i C . .
- ist von derselben Gréflie wie die eine Abweichung in

3z aa?
Tabelle 1. Tabelle 2.
Vor den Sommermessungen im Wiener Becken:
e e 821" 821" 21
Datum : — ‘
? 912 92 d.xdy drdz 9y 0z
1921 Juni 27 — 191-9 -+ 130°5 — 105-8 — 481
Juni 29. — 204-4 + 130°5 — 1085 — 48-9
Juli 4. — 205-2 —+ 130°7 — 1087 — 48-8
Nach den Sommermessungen:
1921 Oktober 22, | _ 197+0 —+ 130-2 — 1077 — 49-2
November 20. | — 202-3 -+ 129°6 — 109-3 — 49-2
Dezember 23. | 2037 —+ 130°5 — 108-7 — 493
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Zwischen Oktober 22 und November 20 haben die Messungen
mit den Ziegelprismen stattgefunden.

Betrachten wir in Tabelle 1, Spalte 3 und 4, die Werte fir
R d R
droz ¢ Fyes
der fiir Anfangspunkt in 86 c#m Hohe durchgefiibrten Rechnung fiir
das 87°5 cm hohe Prisma grofere Werte als fiir das 117 cm hohe.

Spalte 5 enthilt die mit einer Ursprungshdhe 117 cm durch-
gefihrte Rechnung, welche fiir das 117 ¢ hohe Prisma grofiere
Werte als flir das 875 ¢m hohe liefert, im Gegensatz zur Beob-
achtung. Die Annahme, die Wage messe die Feldgrofien fiir
einen Punkt in Balkenhohe, steht daher im Widerspruch mit der
Beobachtung.

Die Beobachtung ergibt in Ubereinstimmung mit

2

2

Bei W treten die Unterschiede nicht deutlich genug hervor,
sie liegen an der Grenze der Beobachtungsgenauigkeit. Um sie
mehr sichtbar zu machen, wurde fiir die weiteren Versuche ein
rechteckiger Grundril der Prismen gewdhlt, der durch a = 185,
b = 100, ¢ == 100 (Figur) charakterisiert ist. Durch diese Verkiirzung
des Prismas in der X-Richtung wird der dominierende Einfluf von

2

2 9

a;é; gegenuber *aj} 3z

der letzteren Grofle deutlicher werden.

Um die gesuchte Maximalstelle bei der Prismenhthe 86 cm
gut ersichtlich zu machen, wurde in einer neuen Versuchsreihe
die Hohe des Ziegelbaus achtmal variiert. Fiir die acht Prismen
wurden die vier Feldgrofen sowohl mit der Wage beobachtet, als
auch unter der Annahme

abgeschwicht, so da8 auch die Anderungen

Ursprungsh6he — Schwerpunktshohe — 86 cm
berechnet. Die Werte sind in Tabelle 3 eingetragen.
Von den Unterschieden Rechnung minus Beobachtung liegen

22 zwischen 00 und 0°9.107°

7 1-0 19

2 2-0 2-9

1 dber 3-0

Fir die einzelnen vier Feldgrofen ist die Wurzel aus dem

Mittel der Quadrate der Abweichungen =17, =09, &= 1-1 und
=+ 0-5.1079, also ein befriedigendes Zeichen fiir die Verldflichkeit
der Reihe. Eine solche Ubereinstimmung wurde kaum erwartet, da
ein Prisma aus losen Ziegeln keinen homogenen Bau darstellt, wie
er der Rechnung zugrunde liegt. Warum trotz der Ndhe der Masse
keine Abweichungen von Bedeutung auftreten kénnen, wird spiter
erortert.
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Tabelle 3.
T 2V v 2V v 2
Hohe des _ _ - R
Prismas 9y2 92 90y 9x 0z 9y 0z
in ¢ beob. ber. beob. ber. beob. { ber. | beob. | ber.
61 — 274 — 242 — 91| — 90— 12-1|—11°2|4+3'5|+ 37
82 —356| —36°0| —13:6| —13-4{—12-8|—12:8|44"4|+4'0
88 —367| —39'5| —16°2| —14°7|—12'4(— 12'8(+3"9|+ 42
143 —67'0| —67*5| —25°7| —25°0|— 6°0|— 5:8|+1'6|+1'9
1695 | —76°1| —76°1| —29-2| —28°2|— 2°1}]— 0'5|—0'5|4+0"2
176 — 771 —77°7| —29:7| —28-8|— 0'3|+ 0-8 0:0(—0°3
190 —81'0| —807| —31:3| —30°0|+ 21|+ 33|—0'5[|—1"1
2035 | —84+6| —83-0| —31'5| —30'9 |+ 36|+ 56{—13[—1'9

Aus den vier letzten Spalten der Tabelle 3 erkennt man
deutlich eine Maximalstelle zwischen 82 und 88 ¢ und eine Null-
stelle bei 172 cm — 2 X 86 cm. Keinesfalls kann eine Maximalstelle bei

2V RN

117 em und eine Nullstelle von und bei 234 ¢m an-
0x 0z 0y 0z

genommen werden, wie es sein miifite, wenn der Bezugspunkt in
der Hohe des Wagebalkens zu suchen wére.

Die Messungen mit der Drehwage von E0tv0s ergeben daher
diejenigen Werte der vier Grofien des Schwerefeldes, welche sie
im Schwerpunkt der Wage annehmen. .

Es ist noch zu beweisen, dafy alle Grofien, welche im obigen
vernachldssigt wurden, wirklich unmerklich sind. E6tv0s hat die
Formel fir das Drehmoment, welches das Kraftfeld der &dufieren
Massen auf die Wage ausiibt, abgeleitet unter der Voraussetzung,
dafl das Kraftfeld ein lineares sei, dafi also alle Gréfien

PX BV

02 o8

usw. verschwindend klein bleiben und keinen Einfluff auf die Mes-
sungsergebnisse haben.

Bei den hier besprochenen Versuchen, wo eine verhiltnis-
miflig grofle Masse der Wage sehr nahe kommt, ist daher zu
untersuchen, ob die Voraussetzung des linearen Kraftfeldes noch
zutrifft, beziehungsweise ob der Einfluff der moglicherweise nicht
mehr sehr kleinen dritten Ableitungen des Potentials unwirksam
ist. Diese Untersuchung wird eine zweite Entscheidung zwischen
der Annahme des Anfangspunktes in der Hohe des Schwerpunktes
und der in Hoéhe der Balkenmitte ermdglichen.
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Zuerst werden die dritten Ableitungen des Potentials eines
Ziegelprismas von der angegebenen Lage berechnet. Es ist

,-___91'5" fdzfdyf(\/x e

— 15829 [ dx dy :‘f‘-’ai(\/b‘z+62+52_
(\/v +3? +”-) ¢ 8242

\/a e b? . @
T24a? (B)\/P et (a?+c2)\/a?+c?+o?)
—b c z
3 ~ .4y
—B;Y—:szﬁfdxfdy d“)}*_o_
9a%9y (Vo +r2+2)
—a 0
15229 dmfd vy ffa~( b _
f yf(\/ Pyis?) 02+ H\/ D2+ 2422

1 1
e+ —
(a-—i-c?)\/cz~+c-+z2 b\/b2 422 a\/a2+z2)

eV dz.xys
— 158% [ dx | d =
Badyds f fyf (Va2 +y2+2)
1

=29 —
{\/b‘3+c-+z- \/a~+c-+~~ \/b°+~~ \/a?+2?

t ! +i__.l<}
\/b?_'_cz \/a?_'_c‘-’- b a,.

Auf dhnliche Weise berechnet man leicht die sieben iibrigen.
Zwischen neun der zehn dritten Ableitungen bestehen drei lineare
Gleichungen, es miissen die Ableitungen der Laplace’schen Gleichung
nach x, ¥ und 2z gleich Null sein.

Die Werte der dritten Ableitungen sind in Tabelle 4 einge-
tragen. Sie wurden berechnet mit ¢ = 141,

Hohe des Koordinatenanfangs — Schwerpunktshéhe = 86 cums,
a— 185 cm, b = ¢ = 100 cm,

flir dieselben acht Prismen wie in Tabelle 3 von 61 ¢z, 82 ¢ usw.



Tabelle 4.

T Hohe des & BV BV BV BV ‘ BV BV BV BV BV
l’ri51225 in o8 9xdy? | Bxda2 0x20y 93 9y 9z2 av2oz 9y20z 923 9v 3y oz
i
61 -+ 0-180 | — 0-107 | — 0°073 | — 0-178 | + 0-153 | 4+ 0:026 | — 0-237 | + 0°043 | + 0194 | 4+~ 0-100"
82 —+ 0328 | — 0-1564 | — 0174 || — 0-282 | 4 0-224 | ++ 0°058 || — 0°279 | <+~ 0048 | + 0-230 {| 4~ 0-116
86 —+ 0-358 | — 0163 | — 0-195 || — 0-303 | 4+~ 0-238 | 4+ 0-065 || — 0-280 | + 0-049 | + 0-231 || + 0-116
88 -+ 0373 | — 0-168 | — 0-205 | — 0-313 | 4+ 0245 | +— 0-068 | — 0-280 | + 0-049 | 4 0-231 || + 0-116
143 -+ 0677 | — 0-283 | — 0394 || — 0°545 | ++ 0415 | +~ 0-130 || — 0°109 | + 0-024 | - 0°086 | + 0-048
1695 -+ 0715 | — 0-323 | — 0392 | — 0°601 | + 0-471 | + 0-130 || — 0-008 | 4 0-002 | + 0+006 | + 0-004
176 -+ 0-717 | — 0-332 | — 0-386 | — 0-611 | 4 0-483 | +— 0-128 || 4+ 0-012 | — 0-003 | — 0-009 0-006
190 -+ 0716 | — 0°347 | — 0-369 || — 0-626 | + 0°503 | 4- 0-123 || 4- 0-050 | — 0-015 | — 0-035 | — 0-024
2035 —+ 0711 | — 0-360 [ — 0°351 || — 0°637 | + 0°519 | 4 0-117 |} 4 0-078 | — 0025 | — 0053 | — 0-038

bis 203°5 cm Hohe. Uberdies ist noch ein 86 cm hohes mitgenommen. Alle Werte sind mit 10—° zu
multiplizieren.

Die, dritten Ableitungen reichen an 1-10—? heran.

Sie miissen moglicherweise berlicksichtigt werden. Auf keinen Fall aber brauchen die vierten Ableitungen
mitgenommen zu werden. Zur Feststellung ihrer Gréflenordnung geniigt es, eine zu berechnen. Es ist z. B.:

4 ~d
o _—15f{}fdxfdyf dz.%y +105f{}fxfdyf dz.xy. —!
3,1:3)/32“ \/x2+y +~.4) (\/% +y +~_ \/b +C" ~-

'$0AJ0F UoA afeayaig Jop Junpuaswiey

,_
i)

z
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1 1 1
-+ —
\/az Fc2g 52)3 \/b-z ' :2)-3 \/a? } :2 8

wenn @ = 185, b ==¢ = 100, z = 86 ¢cm, & = 1-41 ist.

}: +0°172.10-1,

Um den Einfluf der dritten Ableitungen auf die Beobach-
tungen zu erhalten, mufl das Drehmoment um eine Ordnung weiter
entwickelt werden. Wieder z#dhle X nach Norden, Y nach Osten
positiv. Der Ursprung des Koordinatensystems liege im Schwer-
punkt der zwei Platingewichte. Dann sind in irgendeinem Punkte
%, 9,z des Kraftfeldes die Kraftkomponenten X und Y gegeben
durch die Ableitungen im Ursprung:

X— X tx 0X X 98X 22 92X o 02X +
= doti Y 9y i Yo e TV 0xdy
y2 X 02X LotX 22 02X
5 9y? T e e oy 0z + 2 9z
Y ?Y Y a? 32Y 2y
Y="TYots oy T oy IR PR T 8x 0y +
7Y E)‘-’Y_'_!~ 32Y+z_'33'3Y
2 _5)7"2‘_'_” ros 0 Byos 2 92

Da im Ursprung nur eine in der Z-Richtung wirkende Kraft
. w0V 4
vorhanden ist, wird X, = Y, = 0. Ferner ist X=— 7 Y= 1—;

usw. Das auf die Wage ausgelibte Drehmoment wird gleich

s 02V [V v
f(Y,x—Xy) dm — dm{ (x*—99%) Gx iy + x3 <a§"3 — 3—13>

0:r kR (,1'3 ‘,> 3V < 3/3> X%
—+ xz ~~~——y:—— +\5 — 2y + (Y — =) +

ay 9z oviz  \ 2 820y drdy?
LRV g BV e BV ,~< 21
2y T e TP e T g

BaV) 4 *z xzt 3V yz2 BV }
0120z / 2 0y0:2 2 o)

Die Integration ist tiber das Gehdnge der Wage auszufiihren.
Man fithrt daher ein Koordinatensystem ein, das mit dem Wage-
balken festverbunden bleibt. Es falle § in die Lings-, 7 in die
Querrichtung des Wagebalkens, o sei das Azimut der £-Achse.
Dann wird
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xr=£§cosa—mnsina
r=§sina-+7cosa

N —
o

Ist © der Torsionsmodul des Platindrahtes und ¢ der Winkel,
um den die Feldkrifte den Balken aus der Ruhelage herausgedreht
haben, dann ist bekanntlich das Drehmoment

ksin2a/82V 82V> R . RN
e = 5 \3_3/2 ~ 5 +k0052amj—thsmaW+

2

+ hlMcos a~—a%vz + Glieder dritter Ordnung.

k :fdm (§2+1?) ist hierbei das Trdgheitsmoment des Gehiénges

und wird statt | dme (§2—?) eingefiihrt, wobei fiir die vorliegende

Wage der Unterschied nur betragt.

10.000
k selbst ist gleich 21700.

Es bedeutet

M — 25-42 g die Masse eines Platingewichtes,
! =20 e den Abstand der Platingewichte von der Balken-
mitte,
h = 634 cm den Abstand des hdangenden Platingewichtes vom
Balken,
dann wird

f&Cdm = hIM = 32207,

unabhdngig davon, ob man den Koordinatenursprung in den Schwer-
punkt der Wage oder in die Balkenmitte verlegt.

Wegen der Kleinheit der dritten Ableitungen, die bei unserem
Versuch kleiner als 1:10—? bleiben, sind nur jene Koeffizienten bei-
zubehalten, die grofler als das Trdgheitsmoment 2 oder als /M
sind, sobald keine grofiere Genauigkeit als eine halbe Einheit der
neunten Dezimalstelle angestrebt wird.

Die Koeffizienten der dritten Ableitungen sind die Integrale

fga am, .f'qa dm, f&zn dm, f&'qz dm, f& C2dm, f“’] C2dm, fC E—n®)dm
und [entam.

Sitzungsberichte der mathem.-naturw. K1., Abt. Il a, 133, Bd. 9
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Der Ursprung des Koordinatensystems sei der Schwerpunkt

der Wage. Wegen des symmetrischen Baus-der Wage istj-rﬁdm =0

und jedes Integral J*qdm =0.

Fiir die zwei zylindrischen Platingewichte ist auchfé‘q‘zdm =0

Ist » = 0.25 em der Radius eines Platinzylinders,
A=6cm seine Léinge,

dann erhdlt man
f&adm = (31f~—)\2) = — 4380,

k
also ungefdhr gleich 5

Das Integral kann in der Entwicklung des Drehmoments ver-
nachldssigt werden. Dasselbe gilt fiir die zwei noch iibrigbleibenden

Integrale
2 2 —_ h 2 — ,L
und
k
2 2__3 42 -
f&C dm = ()\ 7% = 1530 = 1.

Die Koeffizienten der dritten Ableitungen des Potentials er-
reichen in der Formel fiif das ‘Drehmoment hochstens den fiinften
Teil des Betrages der Koeffizienten der zweiten Ableitungen. Wenn
die dritten Ableittingen .1~10— nicht tiberschreiten, so6 kann ihr
Einfluf auf die Berechnung der Glieder zweiter Ordnung hdchstens.
0:2.1079 gleichkommen.

Wird keine grofere Genauigkeit als 0°5.107? in den zweiten
Ableitungen angestrebt, dann brauchen die dritten Ableitungen des
Potentials auch sehr naher groBer Massen nicht in Betracht ge-
zogen zu werden.

Das Kraftfeld bleibt linear und die fiir ein solches von E6tvos
aufgestellte Formel bleibt allgemein giiltig.

Verfolgt man die Annahme, dafi der Bezugspunkt der Wage
nicht der Schwerpunkt, sondern die Balkenmitte wdire, so ist der
Koordinatenanfangspunkt in die Mitte des Wagbalkens zu verlegen.

Alles, was Uber die Integrale f&3 dm und J&’q‘l dm bei der An-
nahme: »Bezugspunkt gleichlSchwerpunkt« gesagt wurde, bleibt

hier unverindert giiltig, dagegen nehmen die zweilntegrale | {(§2— %) dimnz

und f&Cde jetzt einen andern Wert an.
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~

Es wird JC(E‘z—'qz)dm
hk

sehr nahe gleich A M = 5 also etwa 30 %
und M ) 1

1 o A ! 2 \2 7?2 . 9

5 gt dm_~—27—<h + 15 4>——‘2Mlh,

also ungefihr 30 2IM oder 45.%.

Beide Integrale diirfen hier nicht vernachldssigt werden, sie
verdreifligfachen mindestens den Einfluff von Gliedern dritter Ordnung.
Wiirde der Bezugspunkt der Wage in der Balkenmitte liegen,
dann wiére fiir das Drehmoment folgende Entwicklung anzusetzen:

[0}

¢ ksinZaJB?V 82V+lz<33V B3V>
2 lay‘-’ 02 2

i 920z 0128z

=+

+ kcos 2 321/_ liﬂ
08 2%\ oray 2 dvdydz

' PERYS L
_Mhlsma{ 9402 +_§ 0x 022 }

2V h 8V
-+ Mhlcosa.{ 578z + PRI }

In diesem Falle wiirden die Beobachtungen mit der Wage
nicht die vier Feldgrofien selbst ergeben, sondern die obigen Klam-

0
merausdriicke oder, symbolisch geschrieben, die mit <1 +—Z—a—>

2
multiplizierten Feldgréofien zweiter Ordnung.

Die Werte dieser vier Klammerausdriicke sind unter der An-
nahme: Bezugspunkt gleich Balkenmitte, fiir die zwei Prismen mit
quadratischer Grundfliche und den Hohen 87°5 und 117 cm be-
rechnet und in der Spalte 6 der Tabelle 1 eingetragen.

Sie stehen in noch grofierem Widerspruch mit den Beobach-
tungen als die Werte der Spalte 5, die nur fiir die Ableitungen
zweiter Ordnung errechnet wurden. Die Annahme, der Bezugspunkt
der Schwerewage zweiter Art liege in der Balkenmitte, steht somit
auf mehrfache Weise im Widerspruch mit der Beobachtung.

Es kann daher das Resultat ausgesprochen werden:

1. Aus den Beobachtungen mit der E6tvs’schen Drehwage zweiter
Art werden jene Werte der vier Feldgrofien erhalten, welche
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sie im Schwerpunkt der beiden Platingewichte annehmen;
dieser liegt in unserem Falle etwa 31 ¢ unter der Balkenmitte,

Auf diesen Punkt ist die Geldndereduktion zu beziehen.

. Die von E6tvds unter Annahme eines linearen Kraftfeldes

abgeleitete Formel fiir das Drehmoment, welches die Krifte
des Schwerefeldes auf das Gehdnge der Wage ausiiben, bleibt
auch bei sehr nahen grofien Massen genau.

Wenn alle Reduktionen auf den Schwerpunkt der Wage

durchgefiihrt werden, so sind alle Vernachldssigungen Kkleiner
als 1-1079,
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