Gedruckt 'mit Unterstiitzung -aus dem - Jerome und Margaret Stonborough-Fonds:

Finige Uberdeckungssitze der Punktmengenleh re:

Von
Karl Menger in Wien
(Vorgelegt in der Sitzung am 3. Juli 1924)

§ 1. Problemstellung.

Untersuchungen {iiber den Begriff der Dimension! und des.
7usammenhanges von Punktmengen fiihren auf folgendes Problem:
Es sei jedem Punkt der Menge M eines separablen metrischen
Raumes eine auf den betreffenden Punkt sich zusammenziehende:
Folge? offener Mengen (»Umgebungen« des Punktes) zugeordnet.
Ist es moglich, aus den vorliegenden Umgebungen eine (eventuell
endliche) Folge {U,} herauszugreifen, so daf M in der Vereinigung
der U, enthalten ist und dai die Durchmesser der U,, wofern die:
Folge unendlich ist, gegen Null konvergieren?

Unser Problem weist eine gewisse Analogie mit jener Frage-
stellung auf, die dem bekannten Uberdeckungssatz von Vitali®
wmgrunde liegt, und diese Analogie besteht, wie sich zeigen wird,
auch zwischen den Losungen der beiden Probleme — trotz ihrer:
Verschiedenheit im Detail. Wahrend ndmlich bei Vitali jedem Punkt
einer Menge M eine auf den betreffenden Punkt sich zusammen--
zdehende Folge abgeschlossener Mengen (die den Punkt {ibrigens.
gar nicht enthalten miissen) zugeordnet wird — ordnen wir jedem
Punkt eine auf ihn sich zusammenziehende Folge offener Mengen.
w; Vitali sucht durch eine Folge von zu je zweien fremden
abgeschlossenen Mengen M bis auf eine Menge von Lebesgueschen
Mafie Null zu tberdecken — wir wollen M durch eine Folge von:
Ungebungen mit gegen Null gehenden Durchmessern, die aber nicht.
2 je zwelen fremd sein miissen, restlos iiberdecken.

Um aber insbesondere die Beziehungen unseres Problems zum
verallgemeinerten Borelschen Theorem hervortreten zu lassen,.
sprechen wir dasselbe noch in folgender Form aus: Ist. M eine
separable Menge, S ein System von Umgebungen, so dafl jeder
Punkt von M in einer Umgebung von S enthalten ist, dann kann
(o lehrt das verallgemeinerte Borelsche Theorem) aus S eine Folge:
————————

1 Vgl. K. Menger, Uber die Dimensionalitit von Punktmengen, I. Teil,.
Vonatshefte f. Math. u. Phys., XXXIII (1923), S. 148; IL Teil (vgl. insbes. § 2);.
thenda XXXIV (1924), S. 137; Proc. Ac. Amst. XXVII (1924).

2 Wir sagen (vgl. H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen I., S. 68), eine:
FOlge {U,} von Umgebungen des Punktes p zieht sich auf p zusammen,” wenm
N jeder Umgebung von p fast alle U, liegen.

Vgl. C. Carathéodory, Vorl. iiber rcelle Funktionen, 1918, S. 299.
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von Umgebungen herausgegriffen werden, die M {berdeckt, d, |, i
deren Vereinigung M enthalten ist. Wenn nun S ein derartige,
System von Umgebungen ist, da jeder Punkt von M in beljeb;,
kleinen Umgebungen von S enthalten ist, ist es dann m'c')glici:
(so lautet unser verallgemeinertes Problem), aus S eine M iipg,.
deckende Folge von Umgebungen herauszugreifen, die beliebi,
klein werden? \

Um eine schleppende Ausdrucksweise zu vermeiden, fiihye,
wir zwei Hilfsbegriffe ein: Ist jedem Punkt der Menge M eine gy
den betreffenden Punkt sich zusammenziehende Folge von Up.
gebungen zugeordnet, so nennen wir die Gesamtheit der vorliegen.
den Umgebungen ein Folgensystem der Menge M oder fiir g
Menge M. Eine eventuell endliche Folge von Umgebungen, deren
Durchmesser, wofern die Folge unendlich ist, gegen Null kop.
vergieren, nennen wir eine Nullfolge von Umgebungen oder auch
kurz eine Nullfolge.

In dieser Bezeichnungsweise lautet unser Problem:

Lapt sich aus jedem Folgensystem einer separablen Meuge )]
eine M diberdeckende Nullfolge herausgreifen?

Man diirfte zunédchst eine bejahende Antwort aut diese Frage
erwarten.

§ 2. Allgemeine Sitze.

Sagen wir von einer Menge M, fiir die sich aus jedem Folgen-
system eine M {iberdeckende Nullfolge herausgreifen 14fit, M »be-
sitzt die Eigenschaft E« oder M »ist von der Eigenschaft E«, dann
gilt vor allem:

Satz 1. Die Mengen von der Eigenschaft E bilden ein
s-System, d. h. ist {M,} (n=1, 2, ..) eine Folge von Mengen

[~
Al

dev Eigenschaft E, dann besitzt auch M = Z M, die Eigen-
n=1

schaft E.

Sei ndmlich S ein beliebiges Folgensystem von M. Wir de-
finieren flir jedes bestimmte natiirliche 7 ein Folgensystem S; fiir M;
als Gesamtheit aller folgenden Mengen: Ist m Punkt von M dann
ordnen wir # jene Umgebungen zu, die # in S zugeordnet sind,
bis auf die (hdchstens endlich vielen) von diesen Umgebungen, deren

1
Durchmesser = i sind. Da M; die Eigenschaft E besitzt, kann

fiir jedes i aus S; eine M; iiberdeckende Nullfolge {UN\ (k=37, 2,...)
k.

von Umgebungen herausgegriffen werden. Die Umgebungen def
Doppelfolge
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o fi=12
{Us} (k:1:2; )
qach abnehmenden Durchmessern als Folge geordnet, bilden offenbar
.ne aus S herausgegriffene M liberdeckende Nullfolge. Also besitzt M
4e Eigenschaft E, wie Satz [ behauptet.

Jede kompakte abgeschlossene Menge A besitzt offenbar die
figenschaft E, da sich nach dem Borelschen Theorem aus jedem
folgensystem fiir A endlich viele A {iberdeckende Mengen heraus-
greifen lassen. Daher gilt:

Satz 1a. Die Vereinigung abzdhlbar vieler kompakter
abgeschlossener Mengen, insbesondere also jedev kompakie F,,
besitet die Eigenschaft E.

Satz II. Besitzt die Menge M die Eigenschaft E, dann
besitzt auch jede i1 M abgeschlossene Menge die Eigenschaft E.

Sei A abgeschlossen in der Menge M, welche die Eigenschaft E
hesitzt. Nehmen wir an, A besitzt nicht die Eigenschaft E, so kommen
wir zu einem Widerspruch. Es existiert dann nédmlich ein Folgen-
system S von 4, aus dem sich keine A iiberdeckende Nullfolge
herausgreifen 146t. Wir ordnen nun jedem Punkt von M—A4 irgend
cine auf den betreffenden Punkt sich zusammenziehende Folge von
Umgebungen zu, die wir blol so wihlen, dafi keine von ihnen einen
Punkt von A enthilt. Wegen der Abgeschlossenheit von 4 in M ist
die letzte Bedingung erfiillbar. S’ sei die Gesamtheit der der Menge
M—A solcherart zugeordneten Umgebungen. Das System S”, das
durch Vereinigung von S und S’ entsteht, ist offenbar ein Folgen-
system fiir M. Da jede aus S” herausgegriffene Nullfolge A sicher
nicht {iberdeckt, ist S” ein Folgensystem fiir M, aus dem sich auch
keine M {iberdeckende Nullfolge herausgreifen 148t. Damit ist der
ingekilindigte Widerspruch gegen die Voraussetzung, M besitze die
Eigenschaft E, hergestellt und Satz II ist bewiesen.

Satz UI. Besitzt die Menge M die Eigenschafi E, dann
besitzt auch jeder F, in M die Eigenschaft E.

M sei ein F, in M, also darstellbar in der Form

(> <]

M = Z M;

i=1

Wo die Mengen M; in M abgeschlossen sind. Wenn M die Eigen-
Schaft E besitzt, dann besitzt nach Satz Il auch jede der Mengen M;

—

1 Wir nennen Fs jede Menge, die Vereinigung (Summe) abzihlbar vieler ab-
seschlossener Mengen ist, G: jede Menge, die Durchschnitt (Produkt) abzihlbar
‘eler offener Mengen ist. Wir nennen F; in der Menge M, bezichungsweise G in
W den Durchschnitt von M mit einem Fs, bezichungsweise Ga.



424 K."Menger,

die Eigenschaft E, nach Satz I auch die Summe aller M; dag ist
aber die Menge M’. Damit ist Satz III bewiesen. )

Satz IV. Wenn die Menge M die Eigenschaft E y;q,
besitzt, danun existiert eine M enthaltende Menge G, welc,
die Eigenschaft E wnicht besitzt.

Sei M eine Menge, welche die Eigenschaft E nicht besitzf,
fiir welche also ein Folgensystem S existiert, aus dem sich keine
Uberdeckende Nullfolge herausgreifen ld8t. Wir bilden aus S ej,
Folgensystem S’ gemifB folgender Vorschrift: Ist 2z Punkt von A
so ordnen wir m als #u-te Umgebung einer auf # sich zusammep.
ziehenden Folge eine von den Umgebungen zu, die m vermoge §

zugeordnet sind und deren Durchmesser << -~ ist. Die Gesamtheit

aller derartigen Umgebungen nennen wir S’. Nun vereinigen wir
flir jedes feste # alle n-ten Umgebungen, die irgendeinem Punkt
von M zugeordnet sind. Fiir jedes # ist die Vereinigung dieser

s r . .
Umgebungen (deren Durchmesser sidmtlich << P sind) eine offene

Menge; wir nennen sie 0,. Setzen wir]

so ist S’ ein Folgensystem fiir M’ Denn jeder Punkt, der allen 0,
gemein ist, liegt in einer Folge von Umgebungen aus S, und die
Folge zieht sich auf # zusammen, da die Durchmesser ihrer Um-
gebungen gegen Null konvergieren. Es ist M << M’ und jede Um-
gebung aus S’ kommt in S vor. Liefle sich also aus S eine M
liberdeckende Nullfolge herausgreifen, so wire damit zugleich eine
M tiiberdeckende Nullfolge aus S herausgegriffen, was nach Voraus-
setzung unmoglich sein soll. Berticksichtigen wir noch, daf§ M’ laut
Definition eine Menge G; ist, so ist Satz IV in allen Stiicken
bewiesen.

Wir sehen also: Wenn nicht alle Mengen die Eigenschaft £
besitzen, dann mufl es schon unter den einfachen Mengen G, solche
geben, welche die Eigenschaft £ nicht besitzen.

§ 3. Beispiele von Mengen ohne die Eigenschaft FE.

Wir wollen nun tatsdchlich Beispiele von Mengen G; angeben
welche die Eigenschaft E nicht besitzen. Wir legen als Raum den R,
mit rechtwinkeligen kartesischen Koordinaten (1 ) zugrunde und
wihlen fiir M die Menge aller Punkte des Einheitsquadrates £
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jeren beide Koordinaten dyadisch irrational sind.! Wir wollen nun
edem Punkt der Menge M, die bekanntlich ein G; ist, eine aut
ten betreffenden Punkt sich zusammenziehende Folge von Um-
gebungen zuordnen, derart, daB sich aus der Gesamthe1t S dieser
Umoebungen keine M tiberdeckende Nullfolge herausgreifen 146t.

Wir tilgen zun#dchst? aus dem offenen Einheitsquadrat die
strecken

1
r=on’ O<y<<lL(my=1,2 )

ledem Punkt 72 von M ordnen wir als erste Umgebung U, (m)
ener auf 2 sich zusammenziehenden Umgebungsfolge jenes der
szdhlbar vielen offenen Rechtecke

{Rﬂn} (1'11 = 1’ 2, ‘)3

in welche E durch Tilgung dieser Strecken zerfillt, zu, in dem m
enthalten ist. Nun tilgen wir {iberdies die Strecken

1
O<zr<l, y=g5,;, 1,=1,2, D

21
Dadurch zerfillt E in eine Doppelfolge

{Ry )y (g, my =1, 2, 2)

von Rechtecken und flr jedes #, und #, ist Ry, 4, << R,. Wir nennen
U, im) jenes Rechteck der Doppelfolge welches 2 enthilt. Es ist
U,(m) << U, (m). Beim dritten Schritt tilgen wir {iberdies die Strecken

1 1 )
P gt 0=y < 1, Gy =1,2,0)

ind nennen U, (1) das m enthaltende Rechteck der so entstehenden
Ireifachen Folge {R,, 4. Sodann tilgen wir die Strecken

1 1
0=<<# <1, y__")—];l+ (nl,n,,__l,_,,...).

Algemein werden beim (2 k—i)-ten Schritt die Strecken

1 1
y=v§;1+ —+ S 0<<y<<l,(ny,. =12, .)

—
1 Eine Zahl heiBt dyadisch rational, wenn in reduzierter Gestalt ihr Nenner

ine Potenz von 2 ist, ihre Entwickluig fiach Potenzen von 1,, daher nach endlich
ielen Schuttcn abbricht. Andernfalls helﬁt ‘die *Zahl dyadisch irrational.

2 Die Zeichnung der einfachen Figur iibérlassen wir dem Leser.
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beim 2 k-ten Schritt die Strecken

1
+  +

—
om

O<<x<l, ¥ TS (1. =12, )

getilgt. Auf diese Art wird jedem Punkt von M eine auf ihn gjg,
zusammenziehende Folge von offenen Rechtecken zugeordnet. Fijr g
wihlen wir die Gesamtheit der so definierten Rechtecke )

Ry oo onpy WO 10y, 109, gy R

unabhingig voneinander alle natlirlichen Zahlen durchlaufen g

stets gilt:
Rnl Mas 1Lk+1<Rll|'}I3' cap

Greifen wir aus S irgend eine Rechtecksfolge heraus, so leuchtet
ein, daB der Durchschnitt derselben, wofern er nicht leer ist, ays
genau einem Punkt besteht; und dieser Punkt mufi zu M gehgren,
denn jeder Punkt von E mit (mindestens) einer dyadisch rationalen
Koordinate liegt bei irgend einem Schritt auf einer getilgten Strecke,
kann also hochstens endlich vielen Umgebungen aus S angehgren.

Aus dieser Bemerkung folgt, dafi S die geforderte Eigenschaft
besitzt, die wir auch so aussprechen konnen: Ist {V,,} (m=12,.,
irgend eine aus S herausgegriffene Folge von Umgebungen mit
gegen Null konvergierenden Durchmessern, dann existiert ein Punkt
von MM, der durch die Folge nicht iiberdeckt wird, d. h. in keinem
V), enthalten ist. In der Tat, da die Durchmesser der I, gegen
Null konvergieren sollen, kénnen unter den V, hochstens endlich
viele von den R, (m, =1,2,..) vorkommen, denn deren Durch-
messer sind durchwegs > 1. Sei R,;, wo wir n/> 1 annehmen
konnen, eine unter den V, nicht vorkommende Umgebung. Da die
Durchmesser aller

1
.R,,I',,2 (112 = 1,2, ) = W

sind, mu auch ein Rechteck Ry;,; (#. > 1) existieren, das unter
den V, nicht vorkommt. So weiterschliefend, erhalten wir eine
Folge von wunter den V, nicht vorkommenden Umgebunger
{R,,;,,Z/ .1,;,} = {Ux{}’ (k=1,2, .) (alle #} > 1), aus S, deren Durch-
schnitt nicht leer ist. Da ndmlich alle #;, = 1 sind, ist fiir alle
Ui%s << U, wo U'® die abgeschlossene Hiille von U’ bedeutet. Der
Durchschnitt der Folge ineinandergeschachtelter abgeschlossener
Mengen {Uz’,f’ (k=1,2, .) ist nicht leer, dasselbe gilt also vom
Durchschnitt der U} Der Durchschnitt der U} ist also ein Punkt von M
der in keinem V, enthalten ist, und die Folge der T, {iberdeck
mithin M nicht zur Gédnze. Dies war zu beweisen. —

Dafl es nicht die »Langgestrecktheit« der in unserem Beispiel
verwendeten Umgebungen ist, welche das Herausgreifen einer i
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iberdeckenden Nullfolge unmoglich macht, zeigt folgende leichte
\odifikation des Beispiels: Wir ordnen jedem Punkt derselben
\ienge M der dyadisch irrationalen Punkte des Einheitsquadrates E
cine gewisse auf den betreffenden Punkt sich zusammenziehende
Folge von (allerdings nicht konzentrischen) Quadraten zu — und
Jennoch wird das entstehende Folgensystem keine M tiberdeckende:
vullfolge enthalten.

Ist J ein Quadrat, dessen Eckpunkte die Koordination haben:
@y @o)y (@10, aQ), (a,, a,+Db), (@, +b, a,+b) oder, wie wir dies kurz
msdtucken wollen, ist J= (al, a,; a,+b, aq+b), dann setzen wir:

on__1 on

2 —1
J,,Jz(al,ag;a1+-7- b, a‘_,+'W~— b,n=12.)

Tl J’: Jl .], T”JZJ“J—J"_l.],. <7l == 2, 3,. )

Sei nun 2 ein bestimmter Punkt von M. Als erstes Quadrat einer
auf #2 sich zusammenziehenden Folge von Quadraten wihlen wir
I, E, wenn e in T, liegt. T, E zerfdllt in 2"+1—3 Quadrate der

1 . . .
Seitenldnge o, E, sei dasjenige von diesen Quadraten, das den

Punkt # enthdlt. Dann ordnen wir m als zweites Quadrat J, E, zu,
wenn 4 in T, E, liegt. T,, zerfillt wieder in Kleinere Quadlate in
cinem delselben “etwa in E,, ist m enthalten. Wir ordnen dann
als drittes Quadrat Ju,E, zu, wenn m in T, E liegt, usf. Der-
selbe Schluf8 wie beim ersten Beispiel zeigt, daffi sich aus der
Gesamtheit der so definierten Umgebungen keine M iiberdeckende
Mullfolge herausgreifen l4ft. —

Wenn wir die y-Koordinate der Punkte des letzten Beispiels
ncht beachten und mit Intervallen (a, a+b) statt it Quadraten
li,ay; a,+0b, a,+b) operieren, so haben wir im R, fiir die Menge
der dyadisch irrationalen Punkte der Einheitsstrecke ein Folgen-
system, aus dem sich keine die Menge iiberdeckende Nullfolge
derausgreifen 146t

Die angefiihrten Beispiele zeigen: Es existieven Mengen Gy.
welche  die Eigenschaft E nicht besitzen. Wenn man ferner das
Komplement einer Menge M zu ihrer abgeschlossenen Hiille M°—
mit 37 bezeichnet, so sieht man zugleich: Fiir M und M’ ko:mm
Winsichtlich der Ezgenschaft E alle dvei a pviovi mdglichen Fille
wirklich eintreten.

1. Wenn die kompakte Menge M zugleich F, und G; ist, dann
gt dasselbe von M’ und nach Satz la besitzt sowohl M als
wuch M die Eigenschaft E.

2. Die Menge M der dyadisch rationalen Punkte der Einheits-
Stecke des R, ist abzdhlbar, besitzt also die Eigenschaft E, M*
besitzt, wie wir gesehen haben, die Eigenhschaft E nicht.
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3. Im Einheitsquadrat des R, nennen wir M die Menge alle
‘Punkte mit dyadisch rationaler Abszisse und dyadisch irrationalel.
‘Ordinate; M’ ist dann die Menge aller Punkte, die entweder eine
-dyadisch irrationale Abszisse oder zwei dyadisch rationale Koordinaten
‘haben. In M ist abgeschlossen die Menge M, aller Punkte mit dey
Abszisse O und irrationaler Ordinate. In M’ ist abgeschlossen gj

Menge M! aller Punkte, welche die (dyadisch irrationale) Ordinate !

und eine dyadisch irrationale Abszisse haben. M; und M| besitzep,
als Mengen eines R, aufgefafit, die Eigenschaft E nicht, wie y;;
durch Angabe eines speziellen Folgensystems S gezeigt haben. Sing
«die Mengen in einen R, eingebettet, so bilden wir fiir sie ein Folgen-
system S, das an Stelle jedes Intervalles von S ein Quadrat vop
der Seitenlinge des Intervalles enthilt. Auch aus S’ 1468t sich keine
<die Mengen {iberdeckende Nullfolge herausgreifen, also besitzen jJ/
und M/ auch als Mengen des R, die Eigenschaft E nicht; deher
besitzt nach Satz II weder M noch M’ die Eigenschaft E.

Schliefllich sei erwdhnt, dafl die Mengen, welche die Eigen-
schaft E nicht besitzen, weder ein g¢-, noch ein 8-System bilden,
d. h. Summe und Produkt einer Folge von Mengen, welche die
Eigenschaft E nicht besitzen, kann unter Umsténden die Eigenschaft £
besitzen,

Da flir manche Mengen, wie wir gesehen haben, Folgensysteme
existieren, aus denen sich keine die betreffende Menge liberdeckende
Nullfolge herausgreifen 148t, so erheben sich an Stelle des im § 1t
formulierten Problems die beiden folgenden Fragen:

Problem 1. Sei M cine beliebige Menge, S ein Folgen-
system fiiv M. Welche Eigenschaften von S gewdhvleisten .
ddf sich aus S eine M idiberdeckende Nullfolge hevausgreifu
1G5t 2

Problem II. Welche Mengen besitzen die Eigenschaft k,
d. h. welche Eigenschaften von M gewdhrleisten uns, daff sich
aus jedem Folgensystem fiiv M eine M iibevdeckende Nullfolg
hevausgreifen 145t2

§ 4. Uber Folgensysteme, aus denen sich iiberdeckende Nullfolgen
herausgreifen lassen.

Wir verschirfen zunichst das eben formulierte Problem I Es
ist klar, daB sich aus einem Folgensystem S fiir eine Menge J
beispielsweise dann eine M {iberdeckende Nullfolge herausgreifet
148t, wenn S eine oder endlich viele grofie Umgebungen enth.éill'
die schon fiir sich allein M {iiberdecken. Fiir Anwendungen 51_”‘*
aber derartige Uberdeckungen bisweilen unbrauchbar, beiSpielswest
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dann, wenn es sich darum handelt, 4 mit einer aus S heraus-
gegriffenen \’ullfolge zu liberdecken, deren sidmtliche Umgebungen
innerhalb einer gewissen Umgebung von M liegen. Um eine
schleppende Ausdrucksweise zu vermeiden, bezeichnen wir als ein
su S gehodriges reduziertes System jedes Folgensystem, welches
so entsteht: Fir jeden Punkt #2 von M werden von der ihm zu-
geordneten Umgebungsfolge hochstens endlich viele Umgebungen
aus S getilgt, Nunmehr formulieren wir die Verscharfung von
Problem I.
Problem I'. Sei M céine beliebige Menge, S ein Folgen-
system von M. Welche Eigenschaften vou S gewdhrleisten uus,
dafi aus jedem zu S gehdrigen reduzievten System ecine M
iiberdeckende Nullfolge herausgegriffen werden kamnn?

Zur Behandlung dieses Problems fiihren wir einige Hilfsbegriffe
ein, die auch an sich vielleicht von einigem Interesse sind. Zugrunde
liegt ein metrischer Raum. Sei O eine offene Menge, die den Punkt
enthdlt. Wir nennen den Durchmeser der gréBten Kugel um 7z, die
in O enthalten ist, deninneren Durchmesser von O bezuallch m
und bezeichnen diese Zahl mit d (m, 0). Entsp1echend kann man
den Durchmesser der kleinsten Kugel um 2, in der O enthalten
ist, als duBleren Durchmesser von O beziiglich m und mit
D (11,0) bezeichnen. Den Durchmesser von O bezeichnen wir mit & (0).
Offenbar gilt flir jede Menge O und fiir Jeden Punkt 2 von O:
d(m,0) <8 (0) << D (m,0). Ist {m,} (n=1,2,..) irgend eine Punkt-
folge und ist 17, die Umgebung O, zuoeoxdnet, dann folgt aus
lim & (0,) =0 stets limd (w2, 0,) =0; dagegen folgt aus limd (11, 0,) =0
nicht notwendig lim & (0,) = O.

Satz V. Jedemr Punkt i der kompakten Menge M sei
eine Umgebnung U (m) zugeovdnet und es existieve eine Zahl
d>=>0, so daf fiir alle m von M d<<d[m, U(m)]. Dann
lassen sich endlich viele unter den vorliegenden Umgebungen
herausgreifen, in deven Vereimigung M enthalten ist.

Fir jeden Punkt s von M ist U (m;d) << U (m); daher ist
auch jeder Punkt der kompakten abgeschlossenen Menge MO in
mindestens einer der vorliegenden Umgebungen enthalten. Nach
dem Borelschen Theorem lassen sich endlich viele U (#2) heraus-
greifen, in deren Vereinigung M also auch M enthalten ist. Damit
ist Satz V bewiesen.

Satz VI Ist jedemm Punkt der kompakten Menge M eine
Umgebung U (m) zugeordnet, so 1dfit sich eine Punkifolge {m,}

o0

. . .
aus M herausgreifen, so daff M << \ U (in,) und, falls die
=1

Folge der m, unendlich ist, lim d [m,, U (m,)] — 0 gilt.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. K1., Abt. 1Ta, 133, Bd
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Wir nennen M, die Menge aller Punkte von M, fiir g,
1=z d [m, U (m)]; M, die Menge aller Punkte von A, fur die

1 : 1
— , —, (n=2,3,..
i d [(m, U(m)] << ik (n=2,3,..)

gilt. Flr jedes n ist nach Satz V M, in der Vereinigung endlic

. 1 .
vieler Umgebungen enthalten, deren Durchmesser < p— sind. Sje
H—

mogen flir festes 1 etwa den Punkten w2}, s, .14¢;fn entsprechep.

Die Punkte m? ( i=1,2, Ry

— . in eine Folge ge-
=1, 2, ad mf.) 5 8¢
ordnet, erfiillen die Forderungen von Satz VI.?

Satz VII. Es sei jedem Puunkt der kompakten Menge )|
cine Umgebung U(m) zugeordnct derart, daf fiir jede
Punktfolge {myy auns M mit lim d [my, U@n)] =0 auc
lin & U (n1y) = O gilt. Dann 1dft sich eine Folge {Uy} aus dey
vorliegenden Umgebungen heraunsgreifen, so daf

=]
-l

1. M= L Up
k=1

2. lim  (Uy)=0.

(=]
Nach Satz VI existiert eine Punktfolge {#1,}, so daff M < /\ﬁ Uty
=
und lim d [m;, U (m;)] = 0. Nach Voraussetzung ist fiir diese Folge
auch lim 8 U (my;) = 0, womit Satz VII bewiesen ist.

1 Satz VT crmoglicht uns, aus den vorliegenden Umgebungen eine Folge
herauszugreifen, fiir welche die inneren Durchmesser relativ zu den Punkten, dencn
die betreffenden Umgebungen zugeordnet sind, gegen Null konvergicren. Es wiire
wiinschenswert, cine Folge von Umgcebungen herausgreifen zu konnen, fiir die eine
absolute Umgebungsfunktion gegen Null konvergiert, d. h. einc Funktion, die nur
von den Umgebungen abhingt, nicht auch von dem Verhidltnis der Umgebung zu
dem Punkt, dem sie zugeordnet ist. Man konnte nun fiir jede offenc Menge 0
als (absoluten) inneren Durchmesser den Durchmesser der grofiten Kugel, dic in O
cnthalten ist, bezeichnen. Das Analogon von Satz VI wire aber dann im all
gemeinen falsch, d.h. es kann eintreten, daff jedem Punkt einer kompalten Menge M
cine Umgebung zugeordnet ist, und sich dennoch keine M {iberdeckende Folge von
Umgebungen mit gegen Null konvergierenden (absoluten) inneren Durchmessemn
herausgreifen 1dfit. Beispiel im Ry M sei die Menge der Punkte {mz,,} mit den Abszissen

auf der Abszissenachse (v =1, 2, Wir ordnen dem Punkt s, den Kreis
Durchmesser [ — .1 um den Mitlelpunkt auf der Abszissenachsc mit der Abszisse
o2+
311+1+I

242
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Auf Grund von Satz VII koénnen wir nun eine sehr allgemeine
Losung des Problems I’ angeben:

Satz VIII. Voraussetzungen: Sei M irgend cine vor-
gelegte kompakte Menge. Jeden Punkt m von M sei eine anfimn
sich zusammenzichende Folge von Umgebungen zugeordnet. Die
inmneren Durchimesser der Umgebungen dieser Folge in bezig
auf m, beziehungsweise die Durchimesser der Umgebungen
dieser Folge bezeichnen wiv mit d, (m), bezichungsiveise it
3, (m). Die Gesamtheit der wvorlicgenden Umgebungen bildet
ein Folgenusystem fiiv M, das wir mit S bezeichnen. Behauptung:
Hinreichend dafiir, daf aus jedem zu S gehorigen veduzierien
System eine M idiberdeckende Nullfolge herausgegriffen wevden
kann, ist folgende Bedingung (B): Es existiert ein = > O und
eine im Intervall |Q, e| stetige reelle Funktion f (x) mit f(0) —= O
und f(v) =0 fiir x = 0, so dafi gilt:

) By (1) < = Siir jedes 112 1nd bei festen m
GD e () = f130 ()] fiir fast alle n.

Sei die Bedingung (B) erfiillt. S” sei ein beliebig vorgelegtes
zu S gehoriges reduziertes System. Wir haben zum Beweise von
Satz VIII eine M iiberdeckende Nullfolge aus .S herauszugreifen.
Wir ordnen zu diesem Zwecke jedem bestimmten Punkt # von M
eine der Umgebungen seiner Umgebungsfolge in .S’ zu, welche den
Bedingungen (1) und ({}) gentigt, etwa die Umgebung mit kleinstem
Index, welche diese beiden Bedingungen erfiillt. Wir nennen die
dem Punkt 2 derart zugeordnete Umgebung U{m). Sei nun
{mp} (B = 1,2,. .) irgend cine Punktfolge aus M derart, dafl
lim d {1y, U ()] = 0. Wegen (1) ist fiir diese Punktfolge auch
lim 7 [3 U(mey)] = 0. Da f(x) stetig und fiir ¥+ 3=0 positiv ist, folgt
nieraus lim & U (mg;) = 0. Wir konnen also auf die Umgebungen
U(m) Satz VII anwenden, welcher lehrt, daBi aus den U (m), also
aus ') eine M iiberdeckende Nullfolge herausgegriffen werden kann.
Damit ist Satz VIII bewiesen.

Die Bedingung (B) von Satz VIII ist in ihrer Allgemeinheit
schwer zu handhaben. Wir wollen sie zuniichst geometrisch inter-
pretieven. Wir deuten jede Umgebung von S als Punkt eines R,
mit rechtwinkligen kartesischen Koordinaten. Ist die Umgebung 0O
dem Punkt 1z zugeordnet, so betrachten wir 3 (0) als Abszisse, d (11,0)
uls Ordinate des Bildpunktes von 0. Ist O mehreren Punkten zuge-
ordnet, so kann O mehrere Bildpunkte besitzen, wie auch umgekehrt
verschiedene Umgebungen, die verschiedenen Punkten zugeordnet
sind, denselben Bildpunkt besitzen konnen. Sei m: ein bestimmter
Punkt von M. Verbinden wir die Bildpunkte, welche den Um-
gebungen der dem Punkt 7 zugeordneten Folge entsprechen, durch
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Strecken, die vom Bildpunkt der n-ten Umgebung zu jenem dg,
{n+1)-ten fithren, so erhalten wir cinen Streckenzug, der sich imme,
mehr dem Nullpunkt nahert, — wir nenncn ihn den Streckenzug 4,
Die Bedingung (B) von Satz VIII besagt nun: Es existiert eine iy,
Nullpunkt endende Kurve K [das Bild der Funktion f(x)], die song;
bestindig oberhalb der Abszissenachse verbleibt und folgend
Eigenschaft hat: Fir jedes mz liegt ein Endstiick des Streckenzuges,
und liegen mithin fast alle Eckpunkte des Streckenzuges  obe.
halb K.

Entwerfen wir in der angegebenen Art ein Bild fiir eines der
Folgensysteme, von denen wir in § 3 gesehen haben, dafi sich ayg
ithnen fiir gewisse Mengen Kkeine dieselben tiberdeckende Nullfolge
herausgreifen 1dft, — so {iberzeugen wir uns leicht davon, daf
eine Kurve K in der angegebenen Bedeutung in diesen Fillen nicht
existieren kann. In diesen Fillen liegen vielmehr fiir jede Kurve,
die abgesehen vom Nullpunkt bestandm oberhalb der Abszxssen
achse vellduft die Endstiicke vieler Streckenzlige 2 unterhalb
der Kurve.

Wir konnen nun Satz VII[ zunéchst noch leicht verallgemeinern.

Satz VIl a. Hinwveichend dafiir, daf sich aus jedem
reduzierten System, das zu einem Folgensysten: S fiir die
kompakte Menge M gehirt, cine M iibevdeckende Nullfolge
herausgreifen 1dft, ist, daff in der Bedingung (B) von Satz VIII
die Beriehuugen () wund (1) fiir alle Punkic vow M ab-
gesehen von den Punkten einev Teilmenge mit der
Eigenschaft E wnd bei festem e fiir fast alle n gelten.

In der Tat, die Teilmenge M’ von M mit der Eigenschaft
konnen wir sicher mit einer aus S herausgegriffenen Nullfolge tiber-
decken, auf M—M’ kionnen wir Satz VIII anwenden und die beiden
Nullfolgen in eine zusammenlegen: Damit ist Satz VIIIa bewiesen.

Eine mit Riicksicht auf euklidische R&ume wichtige Ver-
allgemeinerung der Sétze VIII und VIII @ bezieht sich auf den Iall
dal M Vereinigung abzéhlbar vieler kompakter Mengen, oder wic
wir dies kurz ausdriicken wollen, da M halbkompakt ist. Halb-
kompakt sind beispielsweise alle Mengen euklidischer Rdume.

o
Satz VUL b. Sei M halbkompakt, also = Z My, wo dic
=

Meigen M, kompakt sind. S sei ein Folgensystem fiir M.

Hinreichend dafiiv, daff sich aus jedem zu S gehorigen

reduzierten System eine M iiberdeckende Nullfolge heyans:

greifen lifsl, ist, daf fiiv jedes k folgende Bedinguug (B;) el”

Sfiillt ist: Es existiert ein <, =0 und eine 4m. Intervall 10, =]



Uberdeckungssiitze 'der Punkimengenlehre. 433

Stetige reelle abgesehen vom Nullpunkt positive Funktion fi (x),
so daf} die Ungleichungen (1) wnd (v7) von Satz VIIT hinsicht-
lich =, und fy, (x) fiir jeden Punkt m von M, abgesehen von
einer Teilmenge der Eigenschaft E und bei festemn m fiir fast
alle w gelten. Hinreichend dafiiv, daff sich aus jedem zu S ge-
horigen reduzierien Systenr eine M diberdeckende Nullfolge
herausgreifen lift, ist insbesondere, ddf dic halbkompakte
Menge M die Bedingung (B) von Satz VIIIa erfiillt.

Genligt zuniichst fiir jedes 2 die kompakte Menge M) der Be-
dingung (B), so ist Satz VIII anwendbar. Sei S ein zu S gehoriges
reduziertes System. Die Gesamtheit der den Punkten von M ver-
moge S zugeordncten Umgebungen bildet ein Folgensystem fir A4,
das wir mit S; bezeichnen. Wir bilden ein zu Sp gehoriges
reduziertes System S;, indem wir fiir jeden Punkt von A die
(hochstens cndlich vielen) der dem Punkt vermdge S, zugeordneten

1 . & .
Umgebungen,. deren Durchmesser = I sind, aus S, tilgen. Dann

v

kénnen wir aus S; eine M lberdeckende Nullfolge von Umgebungen
herausgreifen, deren sdmtliche Durchmesser << —2 sind. Lassen wir
k die Reihe der natiirlichen Zahlen durchlaufen, so erhalten wir eine
Folge von Nullfolgen, die wir offenbar in eine ganz M liberdeckende
Nullfolge zusammenlegen konnen. Damit ist der erste Teil der Be-
hauptung von Satz VIII & bewiesen. Geniigt die halbkompakte
Menge M einer einheitlichen Bedingung (B), wie die kompakte
Menge M von Satz VIlIa, dann existiert also eine Zahl = 0 und

=0}
. N W
eine Funktion 7#(x) fir ganz W —= \ Mp. Danmm koannen wir fur

—
k=1

jedes % in der Bedingung (Bp) s = & und f; (¥) = F(x) setzen und
aus der eben bewiesenen ersten Hilfte von Satz VIII & ergibt sich
die zweite.

Wir wenden uns nun einigen wichtigen Spezialfdllen der
Sitze VIII zu. Es sei zunidchst f(x) =c¢.», wo ¢ eine positive
Konstante bedeutet. Jedem Punkt #2 von A ist dann eine Folge von
Umgebungen zugeordnet, fiir die (eventuell nach Tilgung endlich
vieler Anfangsglieder) durchwegs gilt:

d (m, U, (n1)) >c=0
8 U, (m)
wWo ¢ von sz und # unabhingig ist. Wir sagen in diesem Fall, dafl
die den Punkten von M vermdge S zugeordneten Umgeébungsfolgen
sich gleichmafig reguliir (gleichmiBig in bezug auf M) zusammen-
Ziehen. Aus Satz VIII ergibt sich dann: '
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Satz IXa. Wenn sich die den Punkten der lalp.
kompakten Menge M vermdge des Folgensystems S sugeovdneiey
Umgebungsfolgen gleichmdifig veguldr auf die Punkte .
sammenziehen, dann 1dfit sich aus jedem zu S gehirige,
reduzierten Systent cine M diberdeckende Nullfolge heraus.
greifen.

Insbesondere ist dies also immer moglich, wenn den Punktey
von M konzentrische Kugeln zugeordnet sind, in welchem Falle
seinen Maximalwert 1 annimmt. Wir zeigen nun, daB die Voraug.
setzung der Gleichméafigkeit fiir die Regularitiit des Sichzusammen-
zichens entbehrlich ist.

Satz IX b. Teun fiir eine halbkompakte Menge JAf
abgesehen von ciner Teilmenge M' mit der Eigeuschaft E die
den Punkten vermige eines Folgensystems S zugeordueten Uni-
gebungsfolgen sich reguldr auf die Punkite zusammenziehen, d. .
weni fiir jeden Punkt m von M—M' eine nuwr von ur gb-
hingige (,Regularitits“-)Konstante ¢ (m) =0 existiert, so dafs

d (m, U, (m))
3 U, (m)
aus jedem zn S gehirigen veduzierten System eine M iiber-
deckende Nullfolge herausgreifen.

Sir fast alle n = c (m)gilt, — dann 1ipt sich

Erster Beweis: Sei S’ ein vorgelegtes zu S gehdriges reduziertes
System. Wir iiberdecken M’ mit einer aus S’ herausgegriffenen
Nullfolge. Sodann fassen wir alle Punkte von M—AL, fir die

1 . L. . \
<< ¢ (m) < ist, zu einer Menge M, zusammen (n = 1,2..).

741 7
Wegen d (m,0) << 3 (0) ist ja stets ¢ (m) < 1. Flr ein bestimmtes #
bilden wir nun ein zu § gehoriges reduziertes System S}, indem

wir alle Umgebungen aus S tilgen, deren Durchmesser =

) ) n+1
sind. Nach Satz IX a kann aus S ecine M, liberdeckende Nullfolge
herausgegriffen werden. Tun wir das fiir jedes # und ordnen dic
vorliegende Doppelfolge von Umgebungen, so wie beim Beweis von
Satz I, nach abnehmenden Durchmessern in eine einfache Folge,
dann haben wir eine M iiberdeckende Nullfolge aus S’ heraus-
gegriffen. Damit ist Satz IN b bewiesen.

Zweiter Beweis: Satz IX b geht aus Satz VIII unmittelbar
hervor, wenn wir f(x) = a? setzen. Am deutlichsten wird dies in
der geometrischen Interpretation. Die Existenz einer Regularitéts-
konstante ¢(#7) in einem Punkt m driickt sich hier dadurch aus,
daf der Streckenzuge 1 von einem gewissen Eckpunkt an oberhalb
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der Geraden y = ¢ (m).r verliuft. Von jedem Linienzug m liegen
also fast allc Eckpunkte oberhalb der Kurve 3 == 1% Damit ist
Satz IX & bewiesen.

Weitere Spezialfille ergeben sich, wenn man fiir f(x) héhere
Potenzen von xr usw. einsetzt.

d (m N, .
Der Quotient ——— "% kann als Maf§ flir dic Exzentrizitit

der offenen Menge O hinsichtlich des Punktes #: aufgefafit werden.
Die Existenz einer Regularititskonstante = O fiir die einem Punkt
sugeordnete Umgebungsfolge bedeutet also, daff fast alle Um-
gebungen der Folge eine gewisse Exzentrizitdt nicht iibersteigen.
In unserem geometrischen Bild driickt sich das dadurch aus, daf
die Differenzenquotienten des Streckenzuges 7z im Nullpunkt ober-
halb einer endlichen Schranke bleiben. Aber auch, wenn sich die
Streckenzlige 7 die Abszissenachse tangierend dem Nullpunkt
ndhern, 148t sich aus S eine M tberdeckende Nullfolge herausheben,
wofern nur eine noch flachere Kurve existiert, die von allen Strecken-
ziigen e fast alle Eckpunkte oberhalb von sich laft. Es kann z. B.
der Fall eintreten, dafi alle Bildpunkte von Umgebungen im Winkel-
raum einer Kurve K’ liegen, die im Nullpunkt ecine Schnabelspitze
mit horizontaler Schnabeltangente besitzt. In diesem Fall zieht sich
die Umgebungsfolge keines Punktes reguldr zusammen, dennoch
Bt sich Satz VIII anwenden, indem wir den unteren Ast von K’
als K, d. h. als Bild von f(v) wiéhlen.

In unsercn letzten Resultaten tritt die erwihnte Analogie mit
dem Vitalischen Uberdeckungssatz zutage. Auch bei dem letzteren
ist eine Annahme Uber eine Regularitdt der Konvergenz der Mengen-
folgen unentbehrlich, wobei allerdings, dem Wesen des Vitalischen
Satzes entsprechend, der Lebesguesche Inhaltsbegriff in die Definiton
der Regularitdt eingeht, wihrend wir nur die Raummetrik verwenden.
Vitali legt einen euklidischen Raum zugrunde und verlangt be-
kanntlich {ur jeden Punkt #¢ der zu (berdeckenden Menge folgendes:
Sind {4, (m)} die dem Punki s zugeordneten abgeschlossenen
Mengen, so soll ecine auf = sich zusammenziehende Wiirfelfolge
{177, (m)} existieren, so daff fur alle # 4, (m) << W7, (m) und daB
b (Ay (m))
o (W5 (mn))
von A bezeichnet und ¢ (#) cine nur von i abhidngige positive
Zahl bedeutet. Dies diirfte aber auch die allgemeinste Form scin,
in welcher der Vitalische Satz bisher bewiesen wurde.! Nun ist

klar, daB er in dieser Form bloB unserem Satz IX % entspricht.
Man konnte untersuchen, ob vielleicht auch fiir den Vitalischen

= ¢ (m) =0 ist, wo u (A) den Lcbesgueschen Inhalt

1 Eine von Carathéodory (Vorl. tber reelle Funktionen, 1914, S. 304 ins
-\‘Ugu gefafite Moglichkeit, den Vitalischen Satz zu verallgemeinern, ist nach den
Lnlersuchungcn von Banach Jfund. Math. V; S. 130} auszuschlicfen.
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Satz Voraussetzungen analog jenen des Satzes VIII hinreichey
Keinesfalls ist freilich der Beweis von Satz VIII {ibertragbar, 4y
schon das Analogon von Satz V fiir das Vitalische Problem falscy,
ist. Es ist diesbezlglich noch zu bemerken, dafi die Mengen mj
der Eigenschaft E bei unserem Problem in mehrfacher Hinsicly,
den Mengen vom Lebesgueschen Inhalt Null beim Vitalischey
Problem entsprechen.

Es sei schliefllich noch ein Umstand erwéhnt, durch dessen
Beriicksichtigung die Untersuchungen iber unsere Uberdeckungs.
probleme teils kompliziert, teils vereinfacht werden. Ein Folgensystenm
fiir eine Menge M enthdlt zu jedem bestimmten Punkt #z von )/
eine bestimmte aufs sich zusammenziehende Umgebungsfolge, die »:
zugeordnet ist. AuBlerdem kann aber m2 auch in Umgebungen eni
halten sein, die anderen Punkten zugeordnet sind. Durch ein Folgen-
system wird daher jedem Punkt von ./ eine Menge von Umgebungen
des Punktes zugeordnet. Es kann nun der Fall eintreten, dafl die
dem Punkt s unmittelbar zugeordnete Umgebungsfolge sich nicht
reguldr auf m zusammenzieht, wihrend aus der 72 zugeordneten
Umgebungsmenge eine solche Folge herausgegriffen werden kann,

§ 5. Anwendungen auf den Begriff der zusammenhangslosen
Mengen.

Die Uberdeckungstheoreme, mit denen wir uns im Voran-
gehenden befafit haben, handeln von Mengen, deren Punkten Folgen
offener Mengen zugeordnet sind. Die Anwendbarkeit dieser Sitze
beruht auf der (allerdings wenig beachteten) Tatsache, dafi wichtige
Struktureigenschaften der Mengen in ihrem Verhalten zu gewissen den
einzelnen Punkten zugeordneten Umgebungsfolgen ihren Ausdruck
finden. Zu diesen Eigenschaften gehort insbesondere die Dimension
von Punktmengen. Wir werden daher bei Untersuchungen iiber die
Struktur der n-dimensionalen Mengen auf die dargelegten Uber-
deckungssitze zuriickkommen.

An dieser Stelle behandeln wir als Beispiel fiir derartige Satze
den Begriff der total zusammenhangslosen Mengen. Wir nennen die
Menge 14 eines metrischen Raumes total zusammenhangslos
im Punkt p des Raumes, wenn eine auf p sich zusammenziehende
Folge von Umgebungen mit zu M fremden Begrenzungen existiert.
Wir nennen M total zusammenhangslos schlechthin, wenn dic
Menge M in jedem ihrer Punkte total zusammenhangslos ist.! Die
Bezeichnung total zusammenhangslos fiir diese Mengen rechtfertigt
sich dadurch, daf§ nicht nur ihre sdmtlichen Komponenten, sondern
auch ihre sidmtlichen Quasikomponenten im Sinn von Hausdorff*

1 Im Sinne der Dimensionstheorie heifien diese Mengen nulldimensional
Vgl. F. Hausdorff, Grundziige der Nengenlehre. 1914, S. 248.
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ie einen Punkt enthalten.? Wir wollen nun notwendige und hin-
reichende Bedingungen daftir angeben, dafi eine Menge nach Hinzu-
figung eines beliebigen einzelnen Punktes total zusammenhangslos.
pleibt.

Wir sagen der Kiirze halber, eine Menge M besitzt die Eigen-
schatt ¥, wenn fiir jedes ¢ = 0 M mit einer Nullfolge von offener
Vlengen tiberdeckbar ist, deren Durchmesser <<e¢ und deren Be-
grenzungen zu M fremd sind. Es ist klar, dafl zugleich mit einer
Menge M auch jeder Teil von M die Eigenschaft F besitzt. Ferner
gilt Hilfssatz 4: Wenn der Menge M ein Folgensystem von Um-
gebungen mit zu A fremden Begrenzungen zugeordnet werden kann,
so da sich aus jedem zugehorigen reduzierten System. eine Af
iiberdeckende Nullfolge herausgreifen 148t, dann besitzt M die Eigen-
schaft #. In der Tat, wenn M ein derartiges Folgensystem S zu-
geordnet werden kann und s> 0 beliebig vorgegeben ist, dann
bilden wir ein zu S gehoériges reduziertes System S von Um-
gebungen, indem wir fir jeden Punkt von M alle ihm zugeordneten
Umgebungen mit einem Durchmesser = s aus S tilgen. Aus diesem
reduzierten System konnen wir eine M (berdeckende Nullfolge:
herausgreifen, also besitzt M die Eigenschaft F.

Satz X. DBesitzt die Menge M eines total vollstiandigeir
Rawmes, d. h. eines Rawmes, in dem jede beschrdnklie Menge
kompakt ist, die Eigenschaft F, so ist M auch nach Hinzu-
fligung eines beliebigen einzeluen Punktes fotal zusammen-
hangslos.

Sei p irgendein Punkt, 17 (p) eine vorgelegte Umgebung.
Satz X ist bewiesen, wenn gezelcrt ist: Es existiert eine Umvebunrr
U (p) << V(p) mit zu M fremder Begrenzung. Wir beweisen folgenden
weitergehenden Hilfssatz B:

Voraussetzungen: M besitzt die Eigenschaft . 0, und O,
seien irgend zwei beschrdnkte offene Mengen, so dafi 0y << 0,
oder, wie wir dies ausdricken wollen, daB 0, <0, Be-
hauptung: Es existiert eine offene Menge O mit zu M
fremder Begrenzung, welche der Bedingung geniigt O, << 0 << 0,.

er Sinn dieser weitergehenden Behauptung ist: Wenn M die
Eigenschaft # besitzt, dann existiert nicht nur zu jedem Punkt des.
Raumes eine auf ihn sich zusammenziehende Folge von Um-
gebungen mit zu M fremden Begrenzungen, sondern es liegen danm
solche zu M fremde Umgebungsbegrenzungen in gewissem Sinne
dicht: zwischen irgend zwei Umgebungen 14Bt sich auch eine mit zu 3/

1 Es gilt der Satz: Dic Mengen, dic nach Hinzufligung cines beliebigen ein-
Zelnen Punktcs total zusammenhangslos bleiben, sind identisch mit den \Ienoen‘ die
nach ‘Hinzufligung eines beliebigen einzelnen Punktes keine echte (d. h. michr als
cinen Punkt cntlmltende\ Quasikomponente im Hausdorffschen Sinn enthalten.
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fremder Begrenzung einschaiten. Insbesondere kann dann natiirlicy,
Jjedem Punkt eine auf ihn sich zusammenziehende, auch eine sjcy
reguldr zusammenziehende Folge von Umgebungen mit zu
fremden Begrenzungen zugeordnet werden. Dies gilt auch fiir jedey
Punkt, den wir zu M eventuell hinzufiigen, also ist M auch nacp
Hinzufligung eines beliebigen einzelnen Punktes total zusammep.
hangslos.

Zum Beweis des Satzes erinnern wir daran, daBl wegen de;
Totalvollstindigkeit des Raumes eine Umgebung O existiert, s
daff 0, <0’ <0,.! Nennen wir B’ die Begrenzung von (/, g
existiert eine Zahl n =0, so dafl U'(B';1m) < 0,—0). Ist B zu i
fremd, so sind wir am Ziel. Andernfalls besitzt B’.M, als Tej
von M, die Eigenschaft F. Wir kénnen also B’. M mit einer Nuj-
folge von Umgebungen tiberdecken, deren Durchmesser << und
deren Begrenzungen zu M fremd sind. Wir tilgen aus dieser Null-
folge alle Umgebungen, die zu B’ M fremd sind, und erhalten so
eine Folge, die wir mit {U,} (n = 1,2..) bezeichnen. Es ist
[~ <]

\

‘\_ U, =U"<0,—0f. Die Begrenzung B” von U" ist zu M
H=1

fremd. In der Tat, ein Punkt & von B” ist entweder Punkt von
der Begrenzung einer der Mengen U, — in diesem Fall gehért er
nicht zu M, da diese Begrenzungen als zu M fremd vorausgesetst
sind; oder es liegen in jeder Umgebung von b Punkte von unendlich
vielen der Begrenzungen der U, — in diesem Fall ist 4, da die
{U,} eine Nullfolge bilden, Punkt von B’;* da aber alle Punkte
von B'’M in U", also nicht in B” liegen, ist b auch in diesem
Fall nicht Punkt von M. Die Menge B” ist also zu M fremd;
daher ist 0'—0'U" = O eine offene Menge mit zu M fremder Be-
grenzung, die der Beziehung geniigt: 0, << 0 << 0,. Damit ist Hilfs-
satz B und Satz X bewiesen.

Durch vollstindige Induktion folgt aus Satz X, daf eine
Menge M, welche die Eigenschaft I besitzt, auch nach Hinzufiigung
einer endlichen Menge total zusammenhangslos bleibt. Durch Hinzu-
fligung einer abzdhlbaren Menge kann auch fiir eine Menge mit der
Eigenschaft F die totale Zusammenhangslosigkeit verloren gehen.
(Beispiel im ®,: Hinzufiigung aller rationalen Punkte zur Menge der
irrationalen.) Daoegen erlaubt Hilfssatz B, den Satz X nach
einer anderen Richtung hin zu verallgemeinern.

Satz XI. Besitzt die Menge M eines total vollsidandigen
Raues die Eigenschaft F, so ist M auch nach Hinzufiiguig
1 Vgl. Menger 11, S. 150.

Diescr Schluff darf, wenn die U, keine Nullfolge bilden, im allgemeinen
nicht gezogen werden. Hierin liegt die Bedeutung der Nullfolgen.
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ciner beliebigen abgeschlossenen fotal zusammenhaigslosen
Menge A total zusammenhangslos.

In der Tat, sei w2 irgendein Punkt von M+ 4. Ist V (m) cine
vorgegebene Umgebung, so haben wir die Existenz einer Umgebung
[(m)y<< V(m) mit zu M+A4 fremder Begrenzung nachzuweisen.
1 ist total zusammenhangslos; es existiert also eine Umgebung
["(m) << V (m), deren Begrenzung B’ zu A fremd ist. Jeder Punkt
von B’ hat von der Menge A einen positiven Abstand. Es existiert
daher eine zu A fremde Umgebung U (B'), so daf U"(B') << V ().
Wir setzen nun:

U, (m) = U (m)—T" (). U° (B)
U, () = U' (m)+U"(B')

Auf diese beiden Mengen, oder genauer: auf eine Menge U{ (i),
die etwas grofer als U, (m) ist und eine Menge U, (1), die etwas
Kleiner als U, (i) ist, wenden wir Hilfssatz B an. Ihm zufolge
existiert eine Umgebung U (m), deren Begrenzung B zu M fremd
ist und die der Beziehung geniigt:

Ul (m) < Une) <= Ul (m) < V (1)

Da B innerhalb U, (m)—UY (n1) liegt, ist B auch zu 4, also
i M+ A fremd. Damit ist Satz XI bewiesen.

Wir beweisen nun hinsichtlich halbkompakter Mengen die
Umkehrung von Satz X und hinsichtlich kompakter Mengen sogar
eine Verschédrfung derselben.

Satz XII. Ist die halbkompakie Menge M auch uach
Hiuzufiigung eiues beliebigen einzelnen Punktes total zusammen-
hangslos, daunn besitzt M die Eigenschaft F. Ist M iiberdies
kompakt und e > 0 vorgegeben, dann kaun M sogar schowu
mit endlich viclen Umgebungen itberdeckt werden, deren Duvch-
messer <<z und derven Begrenzungen zu M fremd sind.

(=<

Wir setzen also voraus, dafy M halbkompakt sei, d. h. M = 2[& W

n=1
wo die Mengen M, kompakt sind, und ferner, daf§ M auch nach
Hinzufligung eines beliebigen einzelnen Punktes total zusammen-
hangslos sei. 7 sei ein beliebiger Punkt, (#) die aus dem Punkt #z
bestehende Menge. Da M+ (m) total zusammenhangslos ist, existieren
beliebig kleine Umgebungen von #z, deren Begrenzungen zu M fremd
sind. Insbesondere gilt dies von Jedem Punkt der abgeschlossenen
Hillle M". Sei nun = = 0 irgendeine vorgegebene Zahl. Wir wiihlen
tine Folge {s,} von positiven Zahlen mit lim s, =0, so daf alle
<< e sind. Ist # eine feste Zahl, so existiert zu jedem Punkt von
M} eine Umgebung, deren Durchmesser < =, und deren Begrenzung
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zu M fremd ist. Endlich viele derartige Umgebungen Uiberdeckep
M3 und mithin M,. Ganz M 148t sich also mit einer Nullfolge vop
Umgebungen mit zu M fremden Begrenzungen lberdecken, dere,
Durchmesser sidmtlich <<z sind, d. h,, A besitzt die Eigenschaft f
Ist M selbst kompakt, so existieren offenbar schon endlich vielg
M {tiberdeckende Umgebungen mit zu M fremden Begrenzungep
und Durchmessern, die kleiner sind als eine beliebig vorgegebene
Zahl & = 0. Damit ist Satz XII bewiesen.

Wenden wir die zweite Hilfte von Satz XII auf die kompakten
Mengen mit der Eigenschaft /' an, die nach Satz X total zusammenp-
hangslos sind, so ergibt sich:

Satz XIl a. Besit:t eine kompakte Menge M die Eigey-
schaft F, so wird M bereits von endlich vielen beliebig kleiney
Umgebungen mit zu M fremden Begrenzungen itberdeckt.
Wenden wir Satz XI auf die halbkompakten Mengen an, die

nach Hinzufigung eines Dbeliebigen einzelnen Punktes total zu-

sammenhangslos bleiben, die also nach Satz XII die Eigenschaft |
besitzen, so ergibt sich:

Satz Xl a. Line halbkompakic Menge, die nach Hinzu-
fiigung eines beliebigen einzelnen Punktes fotal zusammicn-
hangslos bleibt, bleibt auch mnach Hinzufiigung ciner ab-
geschlossenen total zusammenhangslosen Menge total zu-
sanumenhangslos.

Fassen wir Satz X und Satz NI zusammen, so ergibt sich.

Satz XIII. Damit in einem total vollstindigen Raum
die halbkompakte Menge M nach Hinzufiigung cines beliebigei
eitnzelnen Punktes (und nithin nach Hinzufiigung einer be-
liebigen abgeschlossenen total cusammenhangslosen Meunge)
total susaminenhangslos bleibt, ist sotwendis und hinreiclhend.
dafp M die Eigenschaft F besitzt, d. h. daf} fiir jedcs = >0
eine M diberdeckende Nullfolge von offenen Mengen existierl,
deren. Durchmesser << ¢ und deren Begrenzungen zu M fremd
sind. Notwendig und hinreichend dafiir, dafy eine kompakic
Menge M nach Hinzufiigung eines beliebigen cinzelnen Punkics
total zusammenhangslos bleibt, ist, daf} fiir jedes e = O eud-
lich viele M iiberdeckende Umgebungen cxistieren, deven Duich-
messer <<z und deren Begrenzungen zu M fremd sind.
Andere bloB hinreichende Bedingungen fiir die Erhaltung der

totalen Zusammenhangslosigkeit bei Hinzufligung eines beliebigen

einzelnen Punktes lassen sich auf Grund unserer fritheren Aus-
fithrungen aussprechen.
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Satz XIV. Evistiert zu jedem Punkt der halbkompakien
Menge M, abgesehen wvon den Punkten einer Teilmenge it
der Eigenschaft E, eine auf den belroffenden Punkt sich
reguldr zusammenziehende Folge von Umgebungen it zu M
Sremden Begrenzungen, danwn ist M auch nach Hinzufiigung
eines beliebigen einzelnen Punktes total zusammenhangslos.

Durch Anwendung von Satz IX & auf eines der fiir M existieren-
den Folgensysteme von Umgebungen mit zu M fremden Be-
erenzungen ergibt sich unmittelbar, daB A{ die Eigenschaft I besitzt,
woraus mit Riicksicht auf Satz X der Satz XIV folgt.

Wir wollen nun sehen, was aus der Annahme folgt, daB eine
Menge M die Eigenschaft I nicht besitzt.

Satz XV. Wenn in einem total vollstdudigen Rawmn die
Menge M die Eigenschaft F wicht besitst, dann ist die Menge
M aller Punkte von MO, in denen M mnicht fotal zusammen-
hangslos ist, ein kondensierter (insbesondere also insichdichter)
F,, der in keinem Seiner Punkie total zusaimmenhangslos ist
und in jedem seiner aicht leeren, offenen Teile Kontinua
cnthdlt.

M sei die Menge aller Punkte von MY, in denen A total zu-
sammenhangslos ist. Dafi A ein F, ist, ist wegen M'—=M"—
bewiesen, wenn wir zeigen: M ist ein G;. Nennen wir nun fir
jedes natiirliche & M, die Menge aller Punkte # von M9 fiir die
folgendes gilt: Es existiert eine Umgebung von 2, deren Begrenzung

1. . .
zu M fremd und deren Durchmesser <7,— ist; — dann ist flr

oo
jedes k& M, in MC offen. Folglich ist H M, d. i aber die Menge
r=1
M, ein G; in M° also ein G;. — Im folgenden stiitzen wir uns
) ) t=]
auf den
Hilfssatz C. Ist p Punkt von M', dann existieren wnicht
beliebig kleine Umgebungen U (p) miit der Eigenschaft (+): Der
Durchschuitt von M it der Umgebungsbegrenzung ist fiir
jedes = = O diberdeckbar mit einer Nullfolge von Umgebungen
< g, deven Begrenznngen ziw M fremd sind.

In der Tat, wenn U(p) eine Umgebung mit der Eigenschaft
(+) < V(p) ist, dann kann. so wie beim Beweis von Hilfssatz B
eine Umgebung von p <<V (p) mit zu M fremder Begrenzung
konstruiert werden.
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In Hilfssatz ( ist insbesondere enthalten, dafi zu einem Pyyy,
von M’ nicht beliebig kieine Umgebungen mit zu M’ fremde,
Begrenzungen existieren kdnnen; mit anderen Worten, die Meng,
M’ ist in keinem ihrer Punkte total zusammenhangslos.! Dem R,.
wiesenen zufolge ist jede nicht leere, in M’ offene Menge ein nichy
total zusammenhangsloser F,. Dann folgt aber aus einem Mazys.
kiewiczschen Lemma,® daB jede solche Menge nicht diskontinuje;.
lich (»punctiform«) ist, d. h. Kontinua enthélt. Insbesondere ist dapp
M' offenbar kondensiert. Damit ist Satz XV in allen Stiicken be.-
wiesen.

Wir zeigen nun, daB eine Menge ohne die Eigenschaft )
unter sehr allgemeinen Voraussetzungen nicht nur in ihrer ab.
geschlossenen Hiille, sondern in sich eine nicht total zusammer-
hangslose Menge von Punkten enthdlt, in denen sie nicht total zp.
sammenhangslos ist.

Satz XVIL. Ist M' ein Gz, — oder evistiert zu jeden
Punkt von M—M.M' cine sich aunf ihn reguldr zusammen-
ciehende Folge wvon Umgebungen mit zu M fremden Be-

grenzungen; — oder allgemein: Ist M—M. M fiir jedes
2> 0 diberdeckbar mit ciner Nullfolge wvon Umgebungen
< g, deren Begrenzungen zuw M fremd sind, — daunn ist dic

Menge M.M' in keinem Punkt von M total zusammen-
hangslos.

Angenommen nadmlich, es existierten zum Punkt p von )’
beliebig kleine Umgebungen mit zu M.M’ fremden Begrenzungen,
dann wiren dies beliebig kleine Umgebungen, deren Begrenzungen
mit M Durchschnitte hétten, die in der durch Hilfssatz C aus-
geschlossenen Weise {iberdeckbar wiren; denn jeder dieser Durch-
schnitte wire Teil von M—M.M'.

Satz XVIIL. Ist die Menge M.M' in den Punkten einer
in M' dichten Menge total zusammenhangslos?®, — dann be-

1 In Punkten ihres Komplements kann die Menge M' total zusammenhangs-
los sein, wie einfache Beispiele zeigen. Auch kann der Fall eintreten, daff M. M'
total zusammenhangslos ist. In gewissem Sinn umgekehrt liegen die Verhltnisse
hinsichtlich der Punkte, in denen M total zusammenhangslos ist: M. M = M. (M0—M"
ist stets total zusammenhangslos, M selbst kann Kontinua enthalten.

2 Vgl. Fund. Math. III, S. 67. Unter Beriicksichtigung des Satzes, dafi jedc
kompakte abgeschlossene Menge ohne Teilkontinuum nulldimensional ist (vgl
Menger I, S.159), folgt das Mazurkiewiczsche Lemma aus dem allgemeinen Satz:
Die Summe abzihlbar vieler kompakter abgeschlassener n-dimensionaler Mengen ist
n-dimensional (vgl. Menger I, S. 147).

Diese Voraussctzung ist insbesondere erfiillt, wenn A[. A" total zusammen-
hangslos ist; z. B. abzihlbar, wie in einem Beispiel von Sierpinski (Fund. Math
I, S. 81; vgl. auch Mazurkiewicz, Fund. Math. II, S. 201).
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sitzt dic Menge M', wenn sie nicht leer ist, folgende Eigen-
schafien: 1. Sie ist in keinem Punkt ein G;.' 2. Sie ist it
threm Hausdorffschen Residunm identisch. 3. Sie ist von
evster Kategorie im Sinne von Baire. 4. Jedes Teilkontiniuimn
von M’ (und ein solches existiert in jedev wicht leeren, in M!
offenen Menge) ist ein Hdufungskontinuwm, d. h. in M’
nirgends dichi.

Mit der Annahme, die nicht leere, in M’ offene Menge A seci
ein G, kommen wir in Widerspruch zu Satz XVI, denn nach Vor-
aussetzung miifite A auch einen Punkt enthalten, in dem M./’
total zusammenhangslos ist. Also besitzt M’ die Eigenschaft 1.
Aus Sdtzen von Hausdorff? geht hervor: Jede Menge A eines.
separabeln vollstindigen Raumes ist eindeutig darstellbar als Summe
einer in 4 abgeschlossenen, mit ihrem Residuum identischen Menge
und einer dazu fremden in A offenen Menge, die zugleich F, und
(r; ist. Fir M’ muB, wenn M’ die Eigenschaft 1 besitzt, bei dieser
Zerlegung der zweite Summand leer ausfallen; also ist M’ mit
seinem Residuum identisch. Aus dieser zweiten Eigenschaft von
M' folgt die dritte unmittelbar auf Grund des Satzes: Unter den
Mengen F, eines total vollstdindigen separabeln Raumes sind die-
jenigen, welche mit Residuum {iibereinstimmen, identisch mit jenen
von erster Kategorie, — dessen einfachen Beweis wir hier {ibergehn.
Endlich ist wegen Eigenschaft 2 keine abgeschlossene Menge, ins-
besondere also kein Kontinuum in einem in M’ offenen Teil dicht.
Damit ist Satz XVII bewiesen.

§ 6. Schluf.

Was das im § 3 formulierte Problem II betrifft, so vermute
ich folgenden scheinbar ziemlich tiefliegenden Satz:

Danit  die Menge M die Eigenschaft E besitzt, ist
wicht nnr hinveichend (vgl. Salz I a), somndern awuch not-
wendig, dafp M Vercinigung abzdhlbar viecler kompakter ab-
geschlossener Mengen ist.

Wenn dieser Satz richtig ist, so wdren die Vereinigungen
abzdhlbar vieler kompakter abgeschlossener Mengen durch die
Giltigkeit jener Verallgemeinerung des Borelschen Theorems, auf
welche die Eigenschaft E hinauskommt, ebenso charakterisiert,

1 In Analogic zu einer Bezeichnungsweise von Kuratowski (Fund. Math.
lIl, S, 189) meinen wir damit: Kein Punkt besitzt eine Umgebung, deren Durch-
schnitt mit M' ein Gi wiire.
Mengenlehre, 1914, S. 280, ff., 460ff, vgl. auch Kuratowski (Fund.
Math. 111, S. 96). Ist A0 die abgeschlossene Hiille von I, so heifit Residuum vor
4 die Menge .1.(10—.1)0.
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wie die kompakten abgeschlossenen Mengen durch die Giiltigke;
des Borelschen Theorems charakterisiert sind.!

Dem Beweis dieser meiner Vermutung hat sich W. Hurewic,
zugewandt.? Er zeigt in einer demnéichst erscheinenden Arbeit, dag
im Bereich der Borelschen Mengen und darliber hinaus im Bereich
der sogenannten Mengen (4) die vermutete Charakterisierung der
Mengen F; richtig ist. Durch Verallgemeinerungen der Fragestellung
setzt er ihr eine Charakterisierung der Mengen G; an die Seijte,

1 In dicsem Umstand diirfte der Grund flir dic Ausnahmestellung gelegen
scin, welche die Mengen IF; in manchen Sitzen einnehmen.
Ich verdanke ihm mchrere Ratschlige zu § 4 dieser Arbeit, insbesonder.
zur allgemeinen Formulicrung und zum Beweis von Satz VIIIL
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