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Abschitzung der Einheiten eines kubischen Zahl-
korpers
Von

Dr. Ludwig Holzer, Briinn
(Vorgelegt in der Sitzung am 4. Dezember 1924)

Im Anschluf an Herrn Remak (Journal f. Math, Bd. 143,
S.230), der eine Abschédtzung der Losungen der Pell'schen Gleichung
2—Du? = 1 gegeben hat, wollen wir die gleiche Untersuchung fir
die kubische diophantische Gleichung

B D+v2D*—3tuvD = 1
durchfiihren.

Die linke Seite ist das Produkt von {41 \3/5 +1)(\3/T))2 mit
den Faktoren, die man erhélt, wenn man \3/7) der Reihe nach durch
die beiden anderen Werte der Kubikwurzel ersetzt.

Zundchst ist die Gleichung von der Pell’'schen dadurch wesent-

lich verschieden, dafl sie im wesentlichen dieselbe bleibt, wenn auf
der rechten Seite —1 statt 41 gesetzt wird.

L

Der Fall, in welchem D eine Kubikzahl ist, bietet wenig Inter-
esse. Denn fir D = d3 zerfdllt die Gleichung in die Faktoren

B+ a2+ dt v —din—a*tv — P w).
(tHdu+div) = 1,

woraus hervorgeht, daff beide Faktoren -4 1, also der erste Faktor,
da er positiv definit ist, — 4 1 sein muf. Es folgt somit:

t+du+d*v =1,
| t—du)? —(t—du) (t—d?v)+(t—d?v)* = 1.

Die zweite dieser Gleichungen, die von der Form §>—§n+4% = 1
ist, gestattet nur die Losungen § =7 =41 und § =0, 1= =+ 1,
beziehungsweise 7 =0, § = =+ 1.
Ist etwa
t—du — 1, t—d*v — 1,
so gibt dies im Verein mit der ersten Gleichung
t+du+d?v =1

t = 1, woraus sofort # — v = 0 folgt.
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Hingegen ergibt die Annahme
t—duy = —1, t—d?>v = —1
ebenfalls durch Addition zu
t+du+d?v =1
3¢ =1, also einen Widerspruch.
Die Annahme
t—duy = 0, t—d?v = + 1

hitte 3¢ = 2, ebenso die Annahme
t—du =0, I—d?v = —1

t = 0 zur Folge, wovon ersteres sofort allgemein, letzteres fiir von
=+ 1 verschiedene 4 ausgeschlossen ist. Diese Annahmen miissen
daher fallen. In genau derselben Art ergibt sich die Unmdglichkeit
von t—du = 1, {t—d*v = 0.

Es ist also entweder t =1, s —=v =0 oder d = 1. Im
letzteren Falle, bei einer Gleichung

Bud+0v3—3tuww = 1
haben wir, wenn p die komplexe dritte Einheitswurzel ist:

+u+v =1,
t4+up+vp? = p, 0
t+un*4+vp = 2, p,
was f = 0 liefert. Die brigbleibende Gleichung #3+v% =1 gibt
dann # == +1, v = 0, beziehungsweise #© =0, v = + 1.
Werden hingegen alle drei Faktoren — 1 angenommen, so
folgt t =1, u =v =0.
Kurz, wenn D ein Kubus ist, so haben wir nur triviale
Losungen.

IL.

Wir setzen daher voraus, da D kein Kubus sei; weiter wollen
wir unter \3/5 und \3/-D2 die reellen Werte verstehen, so daf
letzteres mit (\3/5)2 zusammenfillt. Auflerdem werde D als positiv
angenommen, was Keine Einschrdnkung der Allgemeinheit bedeutet,
da wir sonst einfach # durch —u ersetzen konnen.

Die linke Seite ist die Norm von #+4u \3/5+v \3/5é im ku-
bischen Zahlkorper \75 Da unter bestimmten Voraussetzungen —
ndmlich. wenn D quadratfrei und =4-2, &= 3, &= 4 mod. 9 1st
(Sommer, Zahlentheorie, S. 261), 1, \3/5, \3/D‘2 eine Basis des
kubischen Zahlkorpers (\3/5) ist, so gibt die Losung der Gleichung
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unter dieser Voraussetzung alle, im allgemeinen Falle aber gewisse
ausgewdhlte Einheiten dieses Korpers.

Wir bezeichnen nun im Anschluf an Herrn Remak mit m
eine ganze positive Zahl und bestimmen zu

u e

0,1, 2.. .m—1, und
01, 2. .m—1,m

ganze Zahlen x von der Art, daf

r—y \"’/ D—z \3/5é
in das Intervall O bis 1 fillt.

Fir y =2 — 0 wollen wir = 1 annehmen. Fiir alle anderen
Wertepaare y, sind die Zahlen x—y \?'/D—z \E/DZ irrational.

Insgesamt erhalten wir auf diese Weise m2+m Zahlen, von
denen bestimmt keine zwei einander gleich sind oder eine rationale
Differenz haben, da sonst die Gleichung 2*—D — O reduzibel wiére.
Wir denken uns diese m2+ Zahlen der Grofle nach geordnet.

Die m?+m—1 Differenzen der hiebei unmittelbar aufeinander-
folgenden Zahlen haben eine Summe, die gleich 1 weniger der
kleinsten Zahl, also << 1 ist. Unter diesen Differenzen wollen wir
die kleinste herausgreifen. Sie ist absolut genommen

———— also um so mehr
m*4m—1

1
=
Den absoluten Betrag dieser Kkleinsten Differenz wollen wir
mit 3,, bezeichnen. Sind #/, 4/, 2/ und 27, y". 2" die Werte von
¥, v, z, die auf diese kleinste Differenz fithren, so ist

8111 — I (’1)[_;1’/”) +(J"_y”) \3/T)+ (;3’—5”) \ryb“g; '

Wir konnen daher zu jedem m ganzzahlige Werte a,,, b,,, ¢,
von der Beschaffenheit angeben, daf3

1
<

- “

m=

]bmiéﬁfl—l, [Cm!ém und 'am"'bm \i;/5+5‘m \d/ 2

wird.
Dies gibt:
!a?ﬁ"‘b?n D+C§u D2_3a'm b Cm D j <<

1 3/ 19 3/ * 35 o 3,77
" (@n—am by, \/D'l"b;n \/D'—am Cm \/Dz_‘bm Cm Dy \/Dl)
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Da
| O | = m—1, |co| = m
und
@ | = | ¥'—2" | =< (m—1) \/D+m \/D’+1 ist, so wird die

rechte Seite auch << m \/D+m \/D" < 2m \/D’

Wir betrachten nun die einzelnen Falle mit Riicksicht auf dije
Vorzeichen der drei Zahlen a,, b, ¢, die nicht alle drei gleich-
bezeichnet sein kodnnen.

1. Im Falle a,, > 0, #,, > 0, ¢,, << 0 oder a,, <0, b,, << 0, ¢,,, >0,
erhalten wir:

a, < 4m? \N/D, b, < m?, ¢, =m?
daher
b3 \2/17: < m? \:‘/fﬁ < 2 \"'/b-i und c3, \"*/D»i = m? \‘/[)7,
ferner
—a,, ¢ und —by, ¢, positiv, und zwar
—Qy Coy << M2 \"}/Dé, daher —a,, cu, \/D’ < 2 \:’/D*,

also

\ . 1 : -
| @bl Dcly D*—B3a, by e D <, 82 /D' =8 \/D*.

2. Im Falle a,, =0, b,, << 0, ¢, < 0 oder a,, << 0, b,,, > 0, ¢,, =0
erhalten wir ebenso

| a3, b3, D43, D*—8ay, by ¢ D | < 8 \/D".
3. Ist a,, <0, b,,=0, ¢,,, > 0 oder g,,=>0, b, <0, ¢,, <0
so folgt
| @3B, D, D>—3a,, by, ¢ D | < 10 \/D".
In jedem Falle ergibt sich somit:

| am""bm D+¢1n D? _341;1 b Cm D | < 10 \/-Dl

Durch jedes 1, ist, wie eben gezeigt wurde, ein zugehoriges
Wertesystem  a,,, b,,, ¢n, bestimmt als Koeffizientensystem der
kleinsten auftretenden Differenz 8,,. Wir wollen jetzt zu einem
solchen mz, > m, Ubergehen, daf das entsprechende neue Werte-
tripel @5, Duiyy Cmy mit dem friiheren sicher nicht durchwegs iiber-
einstimmt.
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Es ist

3, 3 /90
lam+bm \/D+Cm \/D' ! =
o | am"_bm D+C§u DZ_Sa’m bm Cin D I
- 2 3/ 3/ % 4 2
‘lm (22 bm \/D+ bm \/D'_'a'm Cm \/ D_bm Cm \/D' -+ D

und daraus folgt, da der Z&hler mindestens gleich 1 und der Nenner,
der als definite Form positiv sein mufi, wie soeben erdrtert wurde,

<< 10 m? \“/5* ist,

1

m+bm ; E"‘ n y T s
@ ViDten VD= s /D

Um ein m, zu finden, fiir welches &,,, von 8&,, verschieden
ausfillt, genligt es daher

1 1 ;

P < - 10m1 W oder m, > \/10 m, \/D zu machen.
Setzen wir also m, = 1, m, = E(\/10 \3/5—2)+1 Um, =

— [E(\/IT) \3/173) + 1]2... und so fort, allgemein m 44, =

= [E(\/10 \/D?) + I]A so konnen wir

setzen und sagen: Unter den A+1 verschiedenen Werten N (3,,).
N @), - N(a,,LAH), wo mit N die Norm bezeichnet wird, lassen
sich gewit [E(10 \/DY)]*+1 gleiche herausgrelfen Denn kime
jede der Normen nur hochstens [E (10 \/D*)]?’ mal vor, so wire
die Gesamtzahl, da #uBerstenfalls E (10 \/D*) Normen von 3, vor-

handen sein kénnen, < E (10 \/D*) [E (10 \/D*]3 also hochstens
gleich A. Sie ist aber A-+1. Sei & ein Wert der Normen der 3, der

LE (10 \/D*)]3+1 mal vorkommt. Da k << E (10 \/D*) ist, so gibt

es unter den [E (10 \/D*)]2+1 Wertetripeln der Koeffizienten der g,
deren Norm % ist, sicher drei, so daf

ad+b% D+c® D> —3abc D = &,
a®+0'* D+c"® D*—3a't'c! D =k,
dl/ﬁ_l_bll.’, D+C”3 Dz_ga//b”cll D — k
und zugleich a =a'=da", b=V =0V", c=c =" mod. % ist.

Setzt man & = b+kb,, ¢/ = c+kc, und analog b" = b+k b,
= c+kc,, so sieht man, daB sich setzen 140t:

1 E (x) ist das grofite Ganze in
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(a+b \3/1§+c \3/1?) (@+0 p \'%./DA-FC’ p? \7172)
(@0 02 N/ D4-¢" o \/D?) = k+k P
wo sich P ganz und ganzzahlig aus \3/D und p zusammensetzt
Es wird also:
(a+b \3/5+c \3/5) (@' +b'p \3/-D+C'£)2 \717’)
(a" 40" o N/ D+c"p \”VD) = k(L,+M, \?/§+N1 \/D?).
Analog:
(@ 48 /D /D) (a"+" p D+ g2 \/D?)
(‘l'*‘b p* \'3/5+CP \EyDa) =k (L~2+M2 \E./AE"‘NQ \3/52)
und
(@ +0" /D-c" /D) (a+b p N/ Dtcp* \/T?)
(@ 4+8"p2 N/ D+c"p N/ D?) = k (L,+M, \/ D+N, \/D?).
Ly, M, Ny; L,, M,, N,; L, M,, N, sind hierbei ganze Zahlen des
Korpers % (p) der komplexen dritten Einheitswurzeln.

Die Multiplikation der drei Gleichungen ergibt mit Riicksicht
darauf, dafl das Produkt der linken Seiten %% wird:

| = (L,+ M, \/D+N, \/D?) (L,+M, \/ D+N, \/D?-
(Ly+-M, \/ D+ Ny N/DY,

so da L,+M, \/D+N, \/D? als Einheit des Korpers 6. Grades
(p, \J/D) erscheint. Dieser durch Adjungierung von p an den

kubischen Zahlkorper (\S/_D) entstandene Korper ist ein Beispiel
flir den Kummer'schen und zugleich der Galois’sche Korper von
letzterem Korper.

ML

Fir das Folgende ist es wichtig zu erforschen, ob diese Einheit
nicht etwa == 1, =4 p, &= p? wird.

Ware L, +M, \/D+N, \/D* = = 1, so hitten wir:

(@/+b'p N/ D+cp? \/ D) (a”+b"p2\/ D+ \/ D) =
== (a+bp N/ D+cp? \/D?) (a+bp* \/ D+cp \/D?)
oder:
aa"+ b "p? D+-Yclp D+ \VD (" D+a'b" p2+a" b'p)
+ \'7173 (B +a' " p+a"cp?) = & [a—becD+ \3/5 (c*D—ab)+
+ \7D° (b‘—’—-ac)].
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)

Nun miifiten die Koeffizienten von 1, \B/D_, \3/D‘- rechts und

links Ubereinstimmen, da sonst die Gleichung 23—D — o durch
Adjungierung von p reduzibel wiirde.

Es ergibe sich somit:
aa"+b " D+ p D = 4= [a®—beD),
d"D4a'b"p2+a" V' p = == [¢2 D—a b),
Voo c”p+a” dp? = == [b2—ac]

und hieraus weiter, da p? = —1—p ist und rechts reelle Gréfien
stehen:

V'"D-—v'd D=0, adbl—a"b =0, o' "—a" = 0.

Dies 148t sich in a’:¥':¢/ = a”:b":¢"” zusammenfassen; oder
wir haben, wenn A der Proportionalitédtsfaktor ist:

a=a'\ b =0b") =7c"x
und
a4+ N/ D+ \/D* = (a"+" \/D+c" \/D?;

beiderseits die Normen genommen, gibt A®> = 1, also, da A reell ist.
A = 1. Dies widerspricht aber der Voraussetzung, dafi a/,¥, ¢ und
al b " nicht vollstindig libereinstimmen.

Waire dagegen L, + M, \3/_ﬁ+Nl \3/5 = == p?% so wiirde sich
ergeben:

a’a”p+b’c”D+b”c’p'~’D—+~\‘75 (" Dp+a'b"+a"b'p?) + \3/5‘3
@' p+a' "p24a’ ) =
+ [a2—beD+\/D (¢2D—ab)+\/D? (b*—ac)]
Wieder miifiten die Koeffizienten von 1, \75, \Vﬁ auf beiden
Seiten {ibereinstimmen.
Das wiirde geben:
aadp+b' "D+ Dp? = & (a®—bc D),
d"Dp+a'b"+a"b'p2 = 4 (c2D—ab),
Vo' p4d c"p2+ac! = 4= (b2—ac)
und weiter, da die rechten Seiten reell sind, dhnlich wie frither
aa'"="b"cdD, J/"D=2a"l, V'V =a'c

Die erste der fritheren drei Gleichungen wird sodann, wenn
"' D fiir a'a” eingesetzt wird:
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¥c'D—b"c'D = =+ (a*—bc D)
also a*=0 (D).

Ist daher @ ein Primfaktor von D — ein solcher mufi gewig
vorhanden sein, denn sonst wire D — 1 gegen unsere Voraussetzung —
so wird

a=0 ().
Berlcksichtigen wir weiter die Kongruenzen
a=d=d b=b=b" c=c= (k),
so erhalten wir aus den fritheren Gleichungen
alall — b’,C[D, C’C”D — a”bl’ blbll — all CI
sofort die Kongruenzen:

a*—bcD =0 (&),
¢2D—ab=0 (&),

b2—ac=0 (k).
Wir kénnen somit setzen:
a*—bcD = Ak,
c2D—ab = Ck,
b: —ac—=DBk

mit ganzzahligem A, C, B. Die Multiplikation der ersten Gleichung
mit a, der zweiten mit ¢D und der dritten mit D und nachfolgende
Addition gibt:

a4+ D+c3D*—3abcD =k (Aa+BbD+CcD)
Berlicksichtigt man aber, daf§

al +b3D+c3D?*—3abcD =k
vorausgesetzt wurde, so erhdlt man:
Aa+D (Bb+Cc) =1
oder mit Riicksicht auf a =0 (&), D=0 (&) 1 =0 (&).
Es hat sich also ein Widerspruch ergeben.
Ganz analog wird die dritte Moéglichkeit widerlegt, dafi die
gefundene Einheit etwa mit 4 p libereinstimmte.
.

Es ist somit o =L,+M, \'%/__DA+N1 \3/D_2 eine nicht triviale
Einheit des Kérpers (\75, p). Multipliziert man sie mit der aus ihr
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durch die Substitution (p?) hervorgehenden Einheit o/, so erhilt
)

man eine Einheit des Korpers \/D, dieuns zugleich einenicht-
triviale Lésung der Gleichung

B+Dud+D20v3—3Dtuy =1
gibt.

A%

Dafl auch in dem Falle, dafl o0/ = 1 ist, die angegebenen
Schranken fiir den absoluten Betrag einer Einheit und deren Kom-
ponenten giiltig bleiben, 146t sich so darlegen:

(6 \/D\
)

Man wende in diesem Falle auf o die Substitution l
\

02\3/5 . . . .
und {~—¥—-| an. Hiebei geht », wie man sofort sieht, in
/D

8= L,+M, \)D+ N, \/D?
und . -
1 = Ly+My\/ D+ N,\/D?

tiber.

Hatte eine dieser Zahlen und damit beide den Absolutwert 1,
so wéire o eine Einheit, deren samtliche Konjugierte den Absolut-
wert 1 haben und daher nach einem von Kronecker und
Minkowski herrithrenden Satze eine Einheitswurzel (Hilbert,
Zahlbericht, Bd. IV des deutschen mathem. Ver, S. 221). Dies ist
aber im Abschnitt III der vorliegenden Abhandlung ausfiihrlich als
unméglich nachgewiesen worden.

Ist also e o/ = 1, so kOnnte statt o etwa  genommen werden.
Da nun L,, M,, N, genau dieselben Bedingungen erfiillen wie
L, M,, N,, so sind die angegebenen Schranken fiir den Absolut-
betrag einer nicht trivialen Einheit und deren Komponenten fiir
jeden Fall als richtig nachgewiesen.

Setzt man o = R (e)+p I (2), wo RN (o) und J (o) reell sind,
s0 ergibt sich

Re)|= 1 (a5 \/Debe /D) -

[a'a”——b’c”D+ \3/5 (CICIID_aIbI/)_F \3/173 (b’b”——a’c”)‘ .

und hieraus folgt, da
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|Cl" =2 \3/52 [E(\/fd \3/D§)+1] [E (o \/DV )t
1) < [E(/T0 /D) +1) ° (o /D))
¢ = [E(/10 /D)+1] =00 VT

Da dieselben Ungleichungen auch fur ]a”l |61, [c”[ geIten
k=1 und ja+b\/D+c\/D?¥| =

'?)1(01)‘ - [L<\/10 \/Do)+1] (£ (o \/DS)]L
(4 \/D*+D+ \/D*+2D+ \/D2+2 \‘*/51)

Diese Ungleichung fur | f (o) | gilt um so mehr, wenn in ihr \/D’
und D durch den sicher grofieren Wert \/D* ersetzt werden.

Hiedurch erhalten wir:

R - 10 Y4
R (@) < 11 /D [E(\/10 /D) +1] ® [z (vio V)]
Dieselbe Grenze findet sich flr |J (a)!, daher ist

of = |

J @)+ (I (2)]? -
<363 \/Ds [E(\/10 \/D?)+1] 2 [£(\/10 \/D)]

womit eine obere von D abhidngige Schranke fiir die Kleinste
Einheit des Zahlkorpers festgesetzt ist, die = 1 und von der Form

I+u f/f)+v \3/17’ ist.
Wir erhalten
L, =adad"+ab'd'p?D+ac'b’'pD
+ ba' "pD+ba"p? D+ bb' V"' D
+ ca'b"p?D+ct'a"pD+cc' ' D?

also mit Riicksicht auf die Ungleichungen flir |a| usw.

L, <2200 [E (\/i0 /D7)+1] °LE L0 VOO
M, =abdp+ac " D+aad b’ p?
+ bda"+ bV "D+ b p D
+ ccdla"Dp+cd’' " Dp+cb'b' D
und daraus
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— — o 374
M} <21 D*[E (\/10 \/D?)1] 210 VP
N, =addp+ab't'+aa ' p?
+ ba'bp+bb' a"p4b "D
+ ca'cp+ct'"D+cc' "' D
somit
o —_ b0y 3
N,| = 19 D5 [E (\/10 \/D?)+1] * 1 00 VP
Es ist weiter:
14 N/ D4v \/D* = (L,+M, \/ D+N, \/D?
(L' +M', \/D+N| \/D?
wo L'\, M',,N', aus L,,M,, N, durch die Substitution —-P; hervor-
PE
gehen und daher:
t — L I',+D (M, N',+ N, M",),
w—=N,N,D+L M +L M,
v= M, M ,+L, N,+L N,
Aus den eben angegebenen Grenzen fiir |L |, |M,|,|N,]
findet man unschwer die folgenden fiir £, #, v:

| £ < 1282 D¢ [E (\/1(_) \‘/52)+1:| 6 [E(10 \YDo)]t
|u| < 1285 D® [E (\/10 \/D?)+1] ¢ [0 vPI]*
o] < 1277 D+ [E (\/10 \/D¥) +1] ©[ECe VPOI*

Selbstverstdndlich wédre noch eine bedeutende Verschiarfung
der Abschidtzung moglich, doch wurde hiervon abgesehen und nur
gezeigt, dafl auf dem hier eingeschlagenen Wege eine von D ab-
hingige Schranke gefunden werden kann.

Sehlufibemerkung.

Die Arbeit flihrt natiirlich zu viel beschrdnkteren Ergebnissen
als eine von Herrn Landau in den Gottinger Nachr. 1918, S. 79 ff,,
verdffentlichte Arbeit. Ich mochte aber darauf hinweisen, daff in
letzterer Arbeit, in der Abschidtzungen fiir Einheiten aller algebrai-
schen Zahlkorper gegeben werden, ganz andere Hilfsmittel ver-
wendet werden, wihrend die blofile Anwendung rein elementarer
Hilfsmittel nur in dem hier vorliegenden Falle ein Ergebnis liefert.
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