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Kontinuitéitstheorie
der Rontgenstrahlausbreitung in Krystallen

Von

E. Lohr
(Vorgelegt in der Sitzung am 3. Juli 1924)

Einleitung.

Die Korpuskulartheorie behandelt bekanntlich das so Uberaus
wichtige und interessante Gebiet der Rontgenstrahlausbreitung in
Krystallen auf Grund der Krystallgittervorstellung und hat auf
diesem Wege grofie Erfolge zu verzeichnen, welche sich den zahl-
reichen Erfolgen der Korpuskulartheorie auf anderen Gebieten wiirdig
anreihen. Es liegt mir ferne, diese Erfolge verkleinern und die
eminente praktisch-heuristische Bedeutung der Korpuskulartheorie
bestreiten zu wollen. Wenn aber hervorragende Forscher immer
wieder die Behauptung wagen, die Existenz der Korpuskeln set
unzweifelhaft erwiesen, wenn beispielsweise P. P Exvald sein vor-
ziigliches Lehrbuch »Krystalle und Rontgenstrahlen« mit den Worten
beginnt: »Die Erforschung des Aufbaues der Materie mit Ronteen-
strahlen bringt einen Uberzeugenden Beweis flir die Realitit der
Atome. so kann ich solchen Behauptungen nicht zustimmen.

Die von Jaumann auf dem Boden der klassischen Mechanik,
Elektrodynamik und Thermodynamik konsequent aufgebaute Kon-
tinuitédtstheorie, an deren Weiterentwicklung auch ich mich wieder-
holt beteiligen konnte, hat, so unvollkommen sie im einzelnen
auch noch sein mag, doch jedenfalls gezeigt, dafi sie dem iber-
reichen Erfahrungsmaterial der modernen Physik und Chemie
prinzipiell durchaus gewachsen ist. Gerade in prinzipieller Hin-
sicht 146t die Korpuskulartheorie, durch das Hinzutreten der
Quantentheorie, derzeit wenigstens, recht viel zu wilinschen tlbrig.
Daf} sich die gegenwirtig von den Physikern fast vollstindig vernach-
liBigte Kontinuitdtstheorie an Einzelleistungen und Erfolgen, an
Intensitdt der Durcharbeitung nicht mit der Korpuskulartheorie
messen Kkann, ist selbstverstédndlich.

So lag auch speziell auf dem Gebiete der Rontgenstrahl-
ausbreitung in Krystallen, von kontinuitdtstheoretischer Seite bisher
lediglich die von Jaumann?! ausgesprochene Vermutung vor, daf}
die Krystalle eine periodische Struktur besitzen. Es schien
mir dringend geboten, mit diesem hochst bedeutungsvollen und
physikalisch ungemein ansprechenden Gedanken Ernst zu machen

1 G. Jaumann, Physik der kontinuierlichen Medien. Wicen, Denkschr., Bd.
1018, p. 462.
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und zu untersuchen, ob und wie sich auf Grund dieser Hypothese
die charakteristischen Tatsachen der Rbntgenstrahlausbreitung
in Krystallen erkliren lassen. Ein Erfolg war vorauszusehen ung
hat sich auch eingestellt, allerdings darf man wieder nicht erwarten,
dafi alles, was ein grofler Stab von Korpuskulartheoretikern im
lLaufe eines Jahrzehnts geleistet hat, nun mit einem Schlag und ip
allen Einzelheiten kontinuitdtstheoretisch erfafit werden kann. Nicht
unerwidhnt mochte ich lassen, daf mir die tiefschiirfenden Ewald-
schen Arbeiten,! die ich allerdings erst, nachdem meine eigenen
Untersuchungen schon ziemlich weit fortgeschritten waren, ein-
cehender studiert habe, manche wertvolle Anregung boten.

1. Allgemeines.

Die Jaumann’sche Kontinuitédtstheorie beschreibt das Natur-
geschehen bekanntlich durch ein energétisch und entropisch ge-
schlossenes System  physikalisch-chemischer lefelentmlgesetze,
durch welche die Fluxionen (Differentialquotienten nach der Zeit)
der Zustandsvariablen bestimmt werden. Energetisch und entropisch
geschlossen heifit, dafl sich aus dem System die Differentialform des
Energieprinzipes und des Entropieprinzipes deduzieren lassen muf.
Von diesen Differentialgesetzen wird prinzipiell gefordert, dafl sie mog-
lichst einfach gebaut, also insbesondere von erster Ordnung sein sollen,
sie sind jedoch im allgemeinen nicht linear. Die Zustandsvariablen
sind skalare, vektorische, dyadische, cventuell noch hihere Gebilde
(z. B. Tetraden); zu ihnen gehoren die Temperatur, die Ge-
schwindigkeit, der elektrische und der magnetische Vektor, ferner
die sogenannten stofflichen Variablen, die chemischen Dichte-
variablen u.s.f. Eine Vervielfdltigung der Variablen der letzt-
genannten Gruppen ist unbedenklich, falls sie nur durch formal
identische, beziehungsweise analog gebaute Differentialgesetze be-
herrscht werden. Aufler den Zustandsvariablen sollen im Prinzip
nur noch universelle Konstante auftreten, die dann wegen der
[sotropie des Raumes wesentlich skalare Gréflen sein missen.

Von der expliziten Kenntnis solcher Differentialgesetze, sie
stellen gewissermafien das Endziel der Kontinuitdtstheorie dar, sind
wir allerdings noch sehr weit entfernt. Wir miissen uns mit Differen-
tialgesetzen begniigen, in welchen explizit noch nicht bekannte
Materialfunktionen auftreten. Die Materiaifuktionen, welche sich
voraussetzungsgemidf aus skalaren universellen Konstanten und
irgendwelchen Zustandsvariablen aufbauen, konnen je nach der
Natur der beteiligten Zustandsvariablen, sehr wohl auch Dyaden
ader Tetraden u.sf. sein. Diirfen gewisse Materialfuktionen fiir ein
gewisses Erscheinungsgebiet als konstant angesehen werden, ver-
schwindet also ihre totale Fluxion, so heiflen sie Material-

P. P. Ewald, Zur Begriindung der Krystalloptik. Ann. d. Phys., Bd. 49
1 p.- 117 Bd. 54, p. 519 u. p. 357
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konstante des betreffenden Erscheinungsgebietes. Die relative
Konstanz der Alaterialfunktionen mufl als ein durch den jeweiligen
Gesamtzustand bedingtes stabiles Gleichgewicht in den Werten der
beteilicten Zustandsvariablen aufgefafit werden. Die Aufhellung
dieser Stabilitdtsverhéltnisse, die Ermittlung der expliziten Form
der zahlreichen Materialfunktionen und die Bestimmung der in ihnen
steckenden universellen Konstanten bilden ein heute noch fernes
Ziel der Kontinuitdtstheorie nicht undhnlich, wie fiir die Korpus-
kulartheorie die vollstindige Zurlckfiihrung der Makrophysik auf
die Mikrophysik.

Wenn also die Jaumann’sche Theorie behauptet, daf§ in Krystal-
len gewisse Materialfunktionen, welche in isotropen Korpern skalar
sind, dvadische, beziehungsweise tetradische Werte annehmen, so
heifit das den soeben prézisierten Vorstellungen gemafi: Der kry-
stalline Zustand ist dadurch ausgezeichnet, daB in ihm wvon Null
verschiedene, relativ stabile Gleichgewichtswerte gewisser dyadischer
oder tetradischer Zustandsvariablen auftreten, von denen jene
Materialfuktionen abhingen. Der Gedanke der periodischen Struktur
verlangt nun weiter, daff im krystallinen Zustand gewisse Material-
funktionen periodische Funktionen des Ortes sein sollen. Auch das
Zustandekommen dieser periodischen Struktur mufi wieder als ein
relativ stabiler Gleichgewichtszustand verstanden werden. Wodurch
all diese Gleichgewichtszustdinde im einzelnen bedingt sind, das
wissen wir, wie gesagt, heute noch nicht und sind damit nicht
wesentlich schlechter daran wie die Korpuskulartheorie, welche
auch noch nicht anzugeben vermag, warum ein Stoff gerade in
einer bhestimmten Atomanordnung krystallisiert.

Lediglich um anzudeuten, wie eine solche Struktur etwa zu-
stande kommen konnte, sei hier ein naheliegendes rein schemati-
sches Beispiel angefiihrt.

Es folge etwa unter bestimmten Voraussetzungen aus den
allecemeinen Differentialgesetzen fiir Krystalle bei verschwindender
Fluxion (Gleichgewicht), die Relation:

T V; Votwa =0, €}

werin T eine tetradische, ¢ eine dyadische Materialkonstante des
Krystalls und = irgendeine skalare Zustandsvariable bedeutet, V/ ist
der Hamiltonsche Operator; die verwendete Symbolik ist hier wie
auch im folgenden stets die Gibbs-Jaumann’sche.

Es sei nun weiters:
T = BT P Py TP P BN Wy
T = T3p,3 905 P05 Py T3P0 905 s o+ T5055 5 95 0y

Py, ¥,y sind irgend drei nicht koplanare, im allgemeinen schiefwinklige
Einhcitsvektoren, die {ibrigen Grifien positive skalare Konstante,
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Ist pi, ph ph das zu p, b, p; reziprokale System und
schreiben wir den Ortsvektor in der Form:
T =2 Py Py gy,
so folgt:
7_ , 0 , 9 , P
C = PG, P, P

und Gleichung (1) zerféllt in die drei skalaren:

2
2 B—y) 4+ 220 =20 fur n =1, 2,3
7'8”-2 Trl — d y Zy O

Daraus ergibt sich das Integral:
e Sﬂ Ay sin (v i v, vy 1, 47)
— - - N

"
>,
nkd

mit v.,_:—T"". A, und v, sind noch verfiigbare Konstante, mittels
) .
welcher gewisse Randbedingungen erfiillt werden konnen.

Tatsédchlich liegen die Verhéltnisse sicher viel komplizierter,
die periodische Struktur des Krystalls mufl allgemein durch eine
dreifache Fourierreihe bestimmt sein und die Compton’sche Frequenz-
dnderung der zerstreuten ROntgenstrahlen macht es recht wahr-
scheinlich, dafl die periodische Struktur eigentlich durch
duflerst langsame stehende Schwingungen gewisser Zu-
standsvariablen bedingt ist. So wichtig und gerade vom kontinuitéts-
theoretischen Standpunkt sympathisch mir dieser neue Gedanke zu
sein scheint, wire es doch vielleicht verfriiht, ihn schon den Uter-
legungen dieser Arbeit zugrunde zu legen und damit die chrehin
hinreichend komplizierten Rechnungen noch uniibersichtlicher zu
machen.

2. Die Differentialgesetze.

Wir gehen zunichst aus von den Jaumann'schen Differential-
gleichungen in der Fassung, wie ich sie in einer fritheren Arbeit!
der Krystalloptik zugrunde gelegt habe und beschrinken uns auf
ruhende und — der Einfachheit halber — hier auf nichtabsor-
bierende Medien. Die Gleichungen lauten:

de
- 57 + g, T (ass+Dbts) = ¢, X (D

1 E. Lohr, Das Problem der Grenzbedingungen in G. Jaumann’s elextro-
magnetischer Theorie. Zweite Mitteilung. Wien. Ber., 1912, p. 633 u. p. 66<.
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am ‘ 1 ]

o = GVX|e— —(Ko —+1It,) ] 1n

95 ) _
Ly + re+k [ m—u Va7 (.00 1 = 0. 11D

9z ] =

o — T [Vim—ug VbV L. T = 0. (IV)

Hierin bedeuten: ¢ den elektrischen, m den magnetischen
Vektor; und = diadische, stoffliche Zustandsvariable, g ts ihre
Skalare, s, t, ihre Rotore; a, b, &, I, 7 skalare, g, eine dyadische,
g &' tetradische Materialkonstante, ¢, die universelle Vakuumlicht-
geschwindigkeit; ¢ die Zeit, V' den Hamilton'schen Operator, I die
Identitdtsdyade. Man zeigt leicht nach der tiblichen Methode, daf3
das Energieprinzip erfiillt ist und erhélt als Energieflufi

1
_— (kc,.-l-lr,.)r Xn4-¢,.e (as;+bry). 2

Die Grofle:
1
e—c_o(/cs,‘+lr,,) = 3

habe ich in der zitierten Arbeit, als »Lichtvektor« bezeichnet, er
Ubernimmt in der hier vorgetragenen Theorie fiir transversale Wellen
die Rolle des elektrischen Vektors der einfachen Maxwell'schen Theorie
wwie man aus der Formel fiir den Energiefluf und aus den Grenzbedin-
gungen leicht erkennt. Als inhdrente Grenzbedingungen folgen
aus den Gleichungen (I) bis (IV): Der stetige Ubergang der Palallel-
komponenten von & und m, der Normalkomponente von g,.c¢ und
der skalaren Grofe (as;+bcs) oder formelmafig:

[~1'!1 = [Llo; ), = [tply; [(go- e)u]l = [(50 - s $
[ass+Drt], = [ass+Dbtl,;

:, wurde schon implizite als symmetrische Dyade vorausgesetzt,
wir wollen weiter annehmen:

¢ = g M ;m

D_

g
S
S

o/ — cl, I(I\)_’_!r/ "01

Hierin sollen g, g% skalare Konstante, 7™ die [dentititstetrade.
i, wh, w4 rein antisymmetrische Dyaden bedeuten.

3

Setzen wir noch:
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',(\'.SI + O (,"?11'; ',91)’ -+ Cor; '32!' -+ '-?;;i‘; ':“' !‘) — 'fr’
-

, 1

] ) X W IR (D)
Ss I =+ - ("Dlra '-,r’lr + Doy Por + ',5.‘:1'; '1":»;)‘) _— '-.'; b

so konnen wir die Gleichungen (III) und (IV) zerschlagen und
erhalten:

s +rg+aV.(5.6)=0. (11,
CEN .
'—Btz‘f — 155+ bV .(5,.86) =0. IV
05, _ e
-, + 15+ 2V Xm=0. (IL,)
97 :
R — J—
o s, 4+ 2177 X m =0, (v,
[ d t -

Integrieren wir nun unser Gleichungssystem durch ebene
Wellen, indem wir in unmittelbar verstdndlicher Schreibweise den
Ansatz machen:

— o (§.r— . — fgr—p N
¢ =g, ¢ x=rh =g el @V

5= 3, &l @Dy g — g gl @Tr N, (

‘o

5 =8, Wx—rh; g — g el @31
so folgt aus den Gleichungen (IIL) und (IV))

pagi—ibr S
et -0 .-
o 7 2 0° 0
PPEsgs—1

Gy =

pbgst+iar 1.5, ¢
- =A% ; (.85 Cy-
0 .9 ! -2 0 %0
P 8s8s—1

Aus (5) folgt, dafi © und ¢/ symmetrische Dyaden sind, wir
nehmen noch an, dafi sie gleiche Hauptachsen i, j, f besitzen
und setzen:

=i 4 Ay gy A E o = Al LA A )

T N

Bezeichnen wir:

1 1 o 1 . \
— SR VA I S P S U S— 2
PAA— T A Al P T e Y

-c-
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so folgt aus (II,) und (IV,):

Ql

2[phd.o'—ilry].q Xy,

2
- L (10;
T, = 2 [pld.c+ikrd].q X .
Die Relationen (7) liefern:
a? gs—l—b-m
‘750+b"0—1’ 2g.gh—r? 1-%0Co = pWa.z.e; (11
aus den Relationen (10) folgt analog:
kag+1z, = p[2 0. (R +Pe)].q K uy = pP.q X, (12

Die Gleichungen (I) und (II) ergeben, wenn wir noch gemif
(3) den Lichtvektor

Q= &1031' (a.x—p?)
einfithren:
(1 o o)
P2yt qp g0y = g\ L+ 2. P X (137
Py = 0 X &,
und daraus:
Q “: 9] ( /’_3 | . - .
Yo-|2%0 + 2 o (5 a—a? D) AL+ o % (I)//" = ¢y [M.55 q.5] (14

Aus Formel (14) ergibt sich mit Berlicksichtigung der Relation.
¢o = . [I+(q; g—q>1). D], (15

erstens die Existenz von Transversalwellen
0:3.0=0 (16

fiir deren Fortpflanzungsgeschwindigkeit, wie ich seinerzeit gezeigt
habe, das bekannte Fresnel’sche Gesetz, und zwar inklusive der
Dispersionserscheinungen folgt. Es sei hier daran erinnert, dal
durch eine entsprechende Vervielfidltigung der Zustandsvariablen
und t, also auch der Gleichungen (III) und (IV), beliebig viele Eigen-
schwingungen des Mediums ber{icksichtigt werden koénnen, wobei
rechnerisch lediglich ® und W den betreffenden Summen gleichzu-
setzen sind. Unsere Differentialgesetze sind, was ausdriicklich betont
werden soll, auch im tibrigen tunlichst einfach und keineswegs so
allgemein als moglich formuliert.

Zweitens ergibt sich aus Formel (14) die Existenz von Longi-
tudinalstrahlen (KKathoden- und Kanalstrahlen)

‘]Hengo (17)
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deren Fortpflanzungsgeschwindigkeit sich aus
1= Tq.5.q (18)
berechnet.

Die Rontgenstrahlen sollen nun Transversalwellen sehr
hoher Frequenz sein und wir wollen annehmen, dafi wir fiir
diese Frequenzen #? gegen p24, 4, beziehungsweise gegen p*4d,4}
beziehungsweise gegen p?A,A} vernachldssigen dirfen. Kommen
mehrere Gleichungspaare (III) und (IV) in Betracht, so soll eine
analoge Voraussetzung fiir jedes Gleichungspaar zutreffen. Es folgt
dann aus (8), (9) und (12):

2 ( By (R zz B PV d e
cI)— A, Ty ut+ g+ 735+ Ay "'A’)f fJ (19)

(beziehungsweise @ gleich einer Summe aus analog gebauten
Ausdriicken).
Wir wollen nun allgemein fordern:
lim (p2e,. ®) = i (5,—1), (20
P =00
also in unserem Falle fir:
g8y = 2 1 1420 j e b €

mit Beriicksichtigung von (19):

'(ﬁ + 14) %(:1—L>:2(’;§1§+§?,\):“3(’1—*1—);

Es folgt dann aus (14) und (19):

Q (! iﬁ* ’)I
o \1—‘ 17-3 q' -+ (21>

<
+“‘(1 U/'q.e”.q)q;q——T/V(l—’p‘;‘q'> g-0;q).35, =0.

Die Bedingungsgleichung flir die Planaritét der eingeklammerten
Dyade ergibt die Existenz von Transversalwellen

gLy (22)
mit der universellen Fortpflanzungsgeschwindigkeit
P . .
=0 (23)

q
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und die Existenz von Longitudinalwellen
'Qo || q

fiir deren Fortpflanzungsgeschwindigkeit wieder die Relation (18) gilt.

Unsere Forderung (20) hebt also, wie (22) und (23) zeigen,
den direkten Einflufl der dyadischen, beziehungsweise tetradischen
Krystalleigenschaften fiir Rontgenstrahlen auf. Sie kénnen sich
dann nur indirekt geltend machen, indem sie, wie es in § 1 ange-
deutet wurde, eine periodische Struktur des Krystalles bewirken.

Diese periodische Struktur miissen wir nunmehr in unseren
Differentialgesetzen zum Ausdruck bringen, was wieder in tunlichst
einfacher und nicht in tunlichst allgemeiner Weise geschehen
soll. Da uns die Longitudinalstrahlen in dieser Arbeit nicht un-
mittelbar interessieren (sie werden in Krystallen jedenfalls starke
Dédmpfungen erfahren), wollen wir sie zur Vereinfachung der
Rechnung zunidchst ganz unterdriicken. Wir gehen also jetzt von
folgenden Differentialgesetzen aus:

ae
(I+3)s, 37 =¢ Xm I
om 1 1
5F =— ¢ X|e— o (k5 +17)) (I
3y
(I+B)|9 J7 +7ro| +22VXm=0. (I11%)

ot ’
(1"‘13)['?{?—7‘3( + 21V Xm=0. (%)

Hierin soll § eine periodische Ortsfunktion bedeuten, fiir welche
wir den allgemeinen Ansatz machen:

B — {31 (EB]]I e."h,u,ﬂ,) (E theih:u?:zz) (Z Bllaei/zJ‘lJ11;>_ (24)

Jede Summe ist iber alle positiven und negativen ganzzahligen
Werte der %; einschliefilich der Null zu erstrecken und es sollen
die zu entgegengesetzt gleichen Werten der 7%; gehorenden By;
konjugiert komplex sein. Im {brigen sind die Bj; sowie die reellen
‘Gréflen v, v,, v,, den Krystall charakterisierende Konstante.

#,, Wy, 1, sind wieder im allgemeinen schiefwinklige Orts-
koordinaten, die zu dem Ortsvektor:

T = P, +1L3]J3

gehoren. Die Definitionsgleichung (24) kénnen wir in unmittelbar
verstdndlicher Schreibweise auch auf die Form bringen

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. ITa, 133. Bd. 35
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@ — pl EBlln]lz./la ei (hlv‘p,1+hz"2p,2+ha"3p/3>.r - {31 EB'AK’.“"‘ (25)

Bx — Bh,hp_,h3 = B/z,thBhg; ﬁ-/. - hl et pll"'hz”zp;"'ha Vapg' (26)

3. Integration mit Beriicksichtigung der periodischen Struktur,

Statt der Relationen (6) wollen wir nunmehr den Ansatz
machen:
e = ¢/l r—pPh) — gt (27)
worin
¢/ =e¢,+Zeein
IS

sein soll und analog fiir die tibrigen Variablen.
Ferner wollen wir noch schreiben:
0. = qo+ (28)
Wir erhalten dann zunichst aus den Gleichungen (III}) und
(IV5) gemidfi Formel (12)
A R . P N
k8, +1%, = — 148 DV X1 (29)

Fithren wir wieder den Lichtvektor ein, so ergeben die Glei-
chungen (I') und (IT):

2
2

—ip(1+P)s, E_CO[I+p PV X

—iph = — ¢, VX&

(30)

Aus diesen Relationen folgt fiir Rontgenstrahlen mit Be-
riicksichtigung der Forderung (20)

2

. c§ n
—ip(1+p) eo.Sl:—i?Oso.VXVXB
und daraus
(1+p) Q=" )vxvxx (31)

Mit Beriicksichtigung der Ansétze (25), (26), (27) und (28)
erhalten wir aus (31) Gleichungen von der Form:

‘ %
&+5 5 (B_.L) = 2(.QGI‘QO?Q())‘80

o2
G485, S (B ) = 5 @R 0)- %,
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worin die Indizes » und A alle moglichen mit unseren Ansitzen
vertridglichen Werte annehmen sollen. Es folgt nun weiter:

?’1 E (B).—z Qx) ( C;") >

Q= — ——C(;__ . \I— F Oy O (33)
1— g
p*
Nehmen wir @, reell an und
‘{ 1 C—é Pl=1 34
‘ — pz 0 [ = |, ( )
so folgt, wenn wir noch
S(B_.) = (33)
setzen, aus
GH.op=—08 %o
A X gy, .
1— —5qf
p
fir die absoluten Betrdge unmittelbar:
RAESATAE T A (37)
Wir schreiben weiter:
B Z1B || = R0IE, (38)

Wo R, eine passend gewdihlte positive reelle Zahl bedeutet,
die wir in Form. eines Produktes:

R)\ — Rll ng ng (39)

darstellen wollen. Mit Beriicksichtigung von (26), (37), (38), (39)
erhalten wir dann:

plf’!’B)\_“! IS’J‘g ﬁl?lB)\—%lRﬂlsoié {31 |80I (]2":‘ Bll_hl Rhl). (40)

. <1)1: | B,—n,| ha) . <hz ' Bl _i, | R/zu)

Wir machen nun beispielsweise den Ansatz:
B],,'[ = |B_]“'| = OLIJ/” BOf = Yyi

Ry = R_y = (o), Ry = 1.

(41)
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Den Index ¢ lassen wir im folgenden der einfacheren Schreib-

weise wegen weg und erhalten flir irgendeinen ganzzahligen,
positiven oder negativen Wert von I:

LBy | Ry = alll {1—}-7} (V4024 ol a0 )+
/3

o0 (42)
+ 1 Z(Ufﬂ +n+vn) 1211}.
n=1
Setzen wir noch:
o0
Vo2

§— 2y — _ 43
f Z (va?) 1—vo? (43)

=1

wobei wir voraussetzen:

vo? <1, (44)

so ergibt sich:

A

Z'Bz n By = B;;{v” f}( Ul“'g +1— 1) (1+’]< - I)\}(‘LS)

3

Wiéhlen wir noch:

( v
I+n\y— 57 =0; 9,=1 (46)
so wird:
EIB[._]“R],: I\Bll’l)~”{1+2'f]'(} (47)
V/3

und diese Formel gilt dann auch fir / = 0.
Diese Relationen werden beispielsweise erfiillt fir:

. (1—10-1)2
v= 14102, va = 1—10"1; vo? = 1110~ (48)

1
=405, Tq’: 9695
Z[Bl_z,:R],:‘B”U 1 1-084.
/3

Wir kehren zur Formel (40) zurlick und setzen voraus:

MG e M 49
142070, 14207 14217 (49)

Il/\



Rontgenstrahlausbreitung in' Krystallen. 529

Trifft die Gleichung (47) fiir alle drei Werte des bei der Ab-
leitung nicht angeschriebenen Index 7 zu, so folgt jetzt aus (37)
und (40) wieder rlickwirts die Relation (38) also:

B =B E B [l = 0,0y (0y2) 1 (000) Vi (vy0) 151 Q) =
=R[%,

womit die Abschédtzung des absoluten Betrages der Sekundirwellen-
Amplituden &, beendet ist.

Wiirde unser Zahlenbeispiel fiir alle drei Werte des Index ¢
zutreffen, so hétten wir speziell

(30)

gl’é N1Ma"3 (1—10—1)[‘71!ﬁ+|12|+”3” }SOIN
Nlo-s(1_10—1)[111{',"]:1-*—‘;]3‘] ,30]

Man rechnet leicht nach, daf in diesem Falle auch noch Z|g|
N

unter ein Prozent von |g,! bleibt.

Nicht nur unser Zahlenbeispiel, sondern auch die Ansétze (41)
sind noch sehr speziell, sie gestatten aber sofort eine wesentliche
Verallgemeinerung, wenn beriicksichtigt wird, daf die Ungleichung (50)
a fortiori auch dann gilt, wenn:

iBhi’:lB—hilgdt}h” (51)

ist. Damit gewinnen wir eine weitgehende Freiheit fiir die Werte
| Bj;|, insbesondere konnen auch beliebig viele derselben identisch
gleich Null sein. Welche Werte nun auch die Bj; in jedem Einzel-
fall haben mdégen, wir wollen jedenfalls, gestiitzt auf die soeben
durchgefiihrten Untersuchungen voraussetzen, daff aus dem Wert-
systeme der |Bj;|, beim Zutreffen der Bedingung (34)

=3 (52)

folge. Ubrigens braucht auch die Bedingung (34) nicht exakt erfiillt
zu sein, gilt ndmlich nur:

(2, =B p W) (53)

wo p grofer als Eins ist, so flthren unsere fritheren Uberlegungen
wieder zu dem gleichen Ergebnis, wenn nur $; so klein ist, daf
die Ungleichung (49) auch noch flir £,p zutrifft. Es gibt aber
selbstverstdndlich stets eine obere Grenze fiir p, also eine untere

92

I
Grenze fiir 1—‘31%’ derart, dal wenn diese Grenzen Uber, be-
P

ziehungsweise unterschritten werden, unsere Schliisse bestimmt
nicht mehr zutreffen.
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2

Der Fall, daf einer oder einige der Werte | 1— ;‘;q;

gegen Null gehen, bedarf also einer gesonderten Unter-
suchung. Ehe wir zu dieser Untersuchung schreiten, wollen wir
noch feststellen, daf, falls kein solcher Ausnahmefall vorliegt, also
die Ungleichung (50) durchwegs zutrifft und somit insbesondere auch

BT B_.| &=

leibt, aus der ersten Gleichung (32) mit entsprechender Annihe-
rung folgt:

2

20-0,=0; @
womit auch die zur Vereinfachung eingefiihrte Voraussetzung, daf
die gy reell seien, nachtrdglich mit der gleichen Anndherung legiti-
miert erscheint.
Handelt es sich um Frequenzen des optischen Bereiches
und setzen wir:

2

r’ -
I—}—‘L:E'so.q) g, = P,

so lauten die Gleichungen (32) jetzt:

9
o2

- 0 9
P'.'QO_'—IEIE(B—’Q/)] :F(QGI_QO; QO)'SO’ (32‘1)

&
P-[9>‘+51?—:(B)‘—7.9z)]: ra (51— q) . i
Die Behandlung dieser Gleichungen ist etwas komplizierter
und interessiert uns hier nicht unmittelbar. Man lberschldgt jedoch
leicht, dafl sich bei analogen Voraussetzungen auch jetzt wieder
analoge Schllisse ziehen lassen, solange die zu

/ 2. i \
(P — p LA ms ) )

reziproke Dyade existiert und nicht allzu grofle Werte annimmt.
Aus (32a) folgt ja:

, &, -
G =—8E(B-.%).P. [P— I g;d + FElx q}J (54)
bleibt nun P (der Fall, daBl sich die Frequenz einer Eigenfrequenz
ndhert, wire noch gesondert zu untersuchen) und die reziproke
Dyade innerhalb méiBiger Grenzen, so sind kleine Werte von &,
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und von —@, X (B,_,L,) jedenfalls miteinander vertrdglich, geht aber
die reziproke Dyade gegen Unendlich, so ist das sicher nicht mehr
der Fall. Kann man wieder 8, X (B_.&,) gegen &, vernachlédssigen,
so berechnet sich der Wert von q; gerade aus der Bedingung, da8

. c \
P— g 0ol + 70, 9)

planar werden muB, daf also zu dieser Dyade keine reziproke
existiert. Die in (54) angeschriebene reziproke Dyade wird also
dann gegen Unendlich gehen, wenn sich der Wert von ¢} dem
Werte von g§ sehr nidhert. Nun ist definitionsgemig:

M. = o+ (35)
soll also ‘
0 = Q+2 Q- B tT7 = a5 (56)

sein, so mufi die Bedingung
20, m+gG =0 (37)
erflllt werden, was offenbar nicht mehr mdglich ist, falis:
I = 209, (57a)

wird. Die Relation (56) wird auch nicht angendhert zutreffen
konnen, wenn |f,| wesentlich grofler ist wie |2q,|. Gemdf (26)
haben wir:

W = 1,9, Ph-lov, Db+ 1y v, bl

und wir wollen annehmen: Die charakteristischen, positiven, reellen
Konstanten v, v, ¥, sind stets so grofl, daf flir jede Werte-
kombination der ganzzahligen /,, /,, /;, von denen eines oder zwei
auch gleich Null sein kdnnen, im Gebiete der optischen Fre-
quenzen g; wesentlich grofier als 4 q5 bleibt.

Damit ist der besprochene Ausnahmefall im Gebiete der
optischen Frequenzen ausgeschlossen, die periodische Struktur be-
wirkt dann lediglich eine allgemeine, unter den gegebenen Voraus-
setzungen schwache Zerstreuung des Lichtes, einzelne Sekundr-
wellen starker Amplitude treten nicht auf.

Gerade das Auftreten solcher Sekundadrwellen ist fiir
das Rontgengebiet mit seinen hohen Frequenzen charakte-
ristisch, indem dort die Relation (57) bei gegebener Frequenz fir
einzelne [, exakt oder in hoher Anndherung erfiillt werden kann.
Nehmen wir an, es sei (57) flir ein bestimmtes g, und @ exakt

2=
erfiillt. Die Grofe von g, ist 5~ , wo : die Wellenldnge bedeutet,

setzen wir



[@)]
w
[\]
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Q=

“

o =— %

(g Py Py 1 Dy) (58)

so folgt:
Livg iy 10y o+ 19,1y
)\ - — i =2
qx

(59)

fiir die Wellenldnge der in der Richtung g, verlaufenden Sekundir-
welle starker Amplitude.

Setzen wir noch

T 2% °m

'led—l;v?:d—g;‘43:73' (60)

[\

und wihlen speziell p, p,, b, als orthogonale Einheitsvektoren
und d;, =d, = d, = d,, so erhalten wir:

Lipy+lpo+lp,
)\:—ng Pri+l (61)

die wohlbekannte Laue'sche Formel fiir den kubischen Krystall,
wenn d, die »Gitterkonstante« bedeutet. Auch die allgemeine
Formel (59) entspricht, bei analoger Deutung der Konstanten d,, d,, d,,
vollkommen der Ublichen, nur daf wir es eben nicht mit einem
diskontinuierlichen Raumgitter und mitschwingenden Elektronen,
sondern mit einer kontinuierlichen periodischen Struktur zu tun haben.

Da also diese Relationen mit den aus der Atomgittertheorie
bekannten formal identisch sind, brauchen wir uns mit ihrer Dis-
kussion nicht aufzuhalten. Wir kehren zu den Gleichungen (32)
zurlick, vernachldssigen in ihnen konsequent alle Sekundérwellen
kleiner Amplitude und beriicksichtigen neben der Hauptwelle &,
nur jene Sekunddrwellen &, %,,..., fir welche, bei gegebener
Frequenz, die Laue-Bedingungen (57) exakt oder mit hinreichender
Annéherung erfillt ist und die wir Nebenwellen nennen wollen.
Wegen (57a) kann es offenbar nur eine endliche Anzahl von
Nebenwellen geben.

Untersuchen wir zundchst die Summenausdriicke X (B)_,%.)

£
fir den Fall, da keine Nebenwelle existiert. Wir kénnen aus
dieser Summe jedenfalls das Glied mit der endlichen Hauptamplitude
B, &, absondern. Fiir den absoluten Betrag des Summenrestes [I
erhalten wir mit Bentitzung der fritheren speziellen Voraussetzungen
nach (47) die Abschitzung:

|H o b+ ]2|+“J“[(1+2T]T)3 plh = 2+ 4 —1] !80{,
woraus:
T
i S (2o L )
AL

Da v wegen (46) grofier als Eins gewdhlt werden muf, kann
das Verhdltnis der Restsumme zum Hauptglied mit zunehmenden
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Absolutwerten der 1, ,, /; hier jedenfalls iiber alle Grenzen wachsen.
Soll es zuldssig sein, die Restsumme gegen das Hauptglied flir
niedrige Werte der 1, [,, [; zu vernachldssigen, so mul v sehr
nahe an Eins und dementsprechend 7 sehr klein gewé&hlt werden,
wobei man wesentlich iiber unser Zahlenbeispiel hinausgehen mu8.
Wie klein man 7 wihlen darf, das hidngt gemifl (49) von der Klein-
heit des f§, ab, die zuldssige Grenze filir £, hdngt aber, wie wir
sehen werden, mit der Groflenordnung der Rdntgenstrahlfrequenzen
zusammen, Uber die ja vom Standpunkt der Kontinuitdtstheorie
noch nicht entschieden wurde.

Treten noch Nebenwellen auf, so werden die mit deren
Amplituden behafteten Glieder ebenfalls abzusondern sein und wir
wollen zur Vereinfachung der Rechnung jedenfalls voraussetzen,
dal fur alle in Betracht kommenden Nebenwellen, die verbleibende
Restsumme gegen die Hauptglieder vernachldssigt werden darf.

Haben wir aufier’ der Hauptwelle £ nur eine Nebenwelle &,
so werden die Gleichungen (32) jetzt lauten:

.
(148, By) £ +B; B-1L = 5z @0 L—0o; 9) - L.
e (63)
(148, Bo) &, +8, B, & = 2 (Gi1—0;; )-8,

Um das belanglose Glied B, B, nicht mitschleppen zu missen,
kdnnen wir uns etwa den Ansatz (24), beziehungsweise (25) durch
das kleine und rdumlich konstante Glied: —8, B, ergédnzt denken,
was die durchgefiihrten Uberlegungen und Abschitzungen natiirlich
nicht merklich beemﬂuBt

Wir erhalten dann:

¢
Lo+ 818 = ? (051055 00) - Lo
G (64)
L +B, B, ¢ = Ve (qi1—qy;9,)- 4.

B, und B_; sind unseren Voraussetzungen gemdifl konjugiert
komplex und entsprechen jenem Indextripel 1, /, ;, flir welches
die Laue-Bedingung exakt oder in hoher Anndherung zutrifft.
Aus den Gleichungen (64) folgt:

o (=8 )i B ] (1S ) e
w-l—ﬁ%1+¢%wo-r—ﬁml+)mwl—

.
_%B.B_ % 0. (65)
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Die Bedingungsgleichung fiir die Planaritdt der geschweift ge-
klammerten Dyade ergibt, daB entweder:

Cé 0\ CS 2 9
<I—an)<1—ﬁqi>—?i313—1:0 (66)
oder

( Eg ") C(; 2 & n2
\1— P Jo 11— e q1 —31 b13~1 (l_l’i B1B—1)+

(67)

R

+(ﬂ>2 2
\p? piB]B"l (qOXq1_:O

sein mufl. Man erkennt nun leicht, dafl &, entweder auf der
Ebene gy, q, senkrecht steht, in welchem Falle dasselbe auch fiir ¢
gilt und die Relation (66) zutrifft, oder es liegt £, und dann auch &,
in der Ebene q, g, und es gilt die Relation (67). In diesem zweiten
Falle sind die Longitudinalkomponenten von &, und £, von Null
verschieden, es folgt aber aus (64), dafl sie bei gleicher Grofien-
ordnung von &, und &, jedenfalls relativ klein bleiben, dafi also
auch in diesem Falle &, beziehungsweise &, merklich senkrecht
auf gy, beziehungsweise q, stehen. Flir die Transversalkomponenten
erhalten wir:

8, B_
L Xgy=— _Q"CEI’ U
I—Flﬁ
; (68)
Xy =— 1C_21 2o X a
Y

Sollen €, und &, miteinander vergleichbare, endliche Werte

haben, so muB jedenfalls, sowohl 1 — ]% g5, als auch 1 — ;‘: a7
farr (:3 2

hinreichend klein sein. Wire 1 —

0 . . 9
P qi klein, hingegen 1 — ]7_’ a0

von hoherer Groflenordnung, so wiirde &, klein gegen &, folgen;
¢, tberndhme dann die Rolle der Hauptwelle und eine Nebenwelle
endlicher Amplitude gibe es nicht. Da B, und B_, konjugiert
komplex sind, wollen wir:

R, B, = Be't; 3, B_, = Be~ ' (69)

setzen, worin also B eine reelle, positive und gegen Eins kieine
Grofie bedeutet. Ferner sei:

Qo = qetwa (70)
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und darin o ein Skalar, a ein Einheitsvektor. q, mdge der Be-
dingung:

2
3

p )
=6 (71)

e

genligen; dann wdire also fiir ein nichtkrystallinisches Medium,
z. B. flir Luft, im Gebiete der Rontgenfrequenzen g, gleich g, zu
setzen. Wir fithren schliellich noch die Bezeichnung ein:

2.7, +7T = b (72)
und wihlen zur Vereinfachung der Schreibweise die Langeneinheit
so, daf

_C_‘)‘_ — L — <)‘L>2— 1
pr Tt T \2=/ T (73)

werde (A, bedeutet die Wellenldnge in Luft).

Beriicksichtigen wir noch, daf

4y = Go+10y
ist, so folgt aus (66):

(2 0. a4+02) (p+2 0 (q.+7,).a+02) — B2 =0. (74)

Beide Klammerausdriicke miissen nach den soeben durch-
gefithrten Uberlegungen kleine Werte haben. Das ist entweder
moglich, wenn sowohl ® als auch p klein sind, oder moglich,
wenn gendhert

O~ —20.0; p~4q..00 .0 (75)

ist. Im ersten Falle ist gemdf (70) q, nahezu gleich g, und es
mufl nach (72) die Laue-Bedingung mit hoher Anndherung erfiillt
sein. Im zweiten Falle ist

Qo ~ qe—2 Qe 00 = q

und aus (73) und (72) folgt, dafl jetzt wieder die Laue-Bedingung
fiir dieses q, mit hoher Anndherung erfiillt sein muff. Da auch
fiir g, die Bedingung (71) zutrifft, unterscheiden sich die beiden
Fille nicht wesentlich voneinander, sie gehtren nur zu merklich
verschiedenen Fortpflanzungsrichtungen der Hauptwelle. Wir kénnen
uns also auf den Fall beschridnken, dal w und p. kleine GroBen
sind. Aus (74) folgt"

or+2 wd [g..a+(q.+Ty) . a] 0 [n+4q..a(q+7,).a] +

+ 2w0q..ap—B* =0. (76)
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Solange p+4q..a (q.+47,).a nicht gegen Null geht, kdnnen
wir statt (76) genéhert schreiben:

o lu+4q..a(+7q).a]+2wq.ap—B2=0 (77
und daraus:

_ —1Lg..q i
nt4qe.a(q.+7).0 (78)

" /’(’ Bq..a >2+ B2
=V 4 a(@rn) o/ pr4g agetg).a

Speziell fiir:
n=0,

B
=4 (79
2 \/0c.a(qe+T,) - )

Da in dem betrachteten Falle &, und £, auf der Ebene g, g,
senkrecht stehen, wir also

| &

setzen konnen, folgt aus (64), bei konsequenter Vernachldssigung
von w? gegen in o lineare Glieder, durch Elimination von w:

Q ) Wie.Q -+
SRR BEICR S Py (50

/ ; 0.0 \ 2 Qe }
=V (xB 2<qc+ﬁ1)~a) Q:+1;)-a

Sollen & und g, vergleichbare Werte haben, so darf p. seiner
GroBienordnung nach nicht tiber B hinauswachsen. Fir

p=20
erhalten wir

/
Q = - Qeiry AL @81)
! \/ (qc+‘h

Es liege nun &, und £, in der Ebene von g, und g,, dann
gilt die Bedingungsgleichung (67). Wir vernachldssigen B2 gegen
Eins und ersetzen das kleine Glied

B2 (q,X qy)* gendhert durch B? sin%§ (82)

worin & den Winkel zwischen g, und q, bedeutet, die Gréfe von
q, und von g, ist ja nahezu gleich der Grofie von g, also nach
(73) nahezu gleich Eins. Wir erhalten dann aus (67):
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(2ovq..a+0?) (1+20(+7,).a+02)—B2cos?§ =0.  (33)

Aus (83) folgen wieder die Formeln (78) und (79), nur daB
jetzt Bcosé an Stelle von B zu schreiben ist. Wir setzen sie
nochmals her, wobei wir aber gleich p. neben 4 g..a (q.+1,).a ver-
nachldssigen wollen:

= ) " 52 (B cos §) ~
4 (qe+ﬁ1)-ai \/(4 (@e+7y)-a/ " 4q..a(q+7Ty).a \784)

und fir p =0
" Bcosé
O 79a
2\/qc.a(q.+7y).q (79a)

Solange &, und &, von gleicher Grdflenordnung sind, bleiben
sie jedenfalls merklich transversal; bezeichnen wir die Grofie dieser
Vektoren durch:

V&8 = % Ve =8, (84)

so folgt aus den Gleichungen (68) durch Elimination von o ge-
ndhert:

Q) = Qef kA =+
0¢ { Bcosé2(g.+7,).a (80a)
p qe- Y  Ge.q
- \/ (B cos &2 (q.+7y)-a (q:.+79,).a
und fiir p =0
QY — 81
G==2 \/(qc'i‘(h> a (1)

Wieder darf g der Gréfenordnung nach nicht lber B cosé
hinauswachsen.

Von g,.a wollen wir voraussetzen, dafl es stets positiv ist,
(q.+7,).a aber kann auch negativ werden, in diesem Falle ergibt
sich @ aus (79), beziehungsweise (79a) imagindr und die Vektoren
q, und q, werden komplex mit einem sehr Kkleinen imagindren An-
teil. Es soll dann & den Winkel zwischen den reellen Richtungen
von g, und g, bedeuten und soll auch jetzt genédhert

(9o X a,)* = sin? & (X q,)* = £F cos? & (¢, X q)* = Ly cos?§  (85)

gesetzt werden. Die geniherte Gliltigkeit unserer Formeln (80a),
(81a) bleibt dadurch erhalten, einer gesonderten Untersuchung be-
darf jedoch der Fall, dafl cos § oder priziser gesprochen g,.q, gegen
Null konvergiert. Die beniitzten Nédherungen sind dann nicht
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mehr zuldssig und wir miissen auf die Gleichungen (64) bis (67)
zurlickgreifen.

Schreiben wir (67) in der Form:
(1—qg—B?) (1—0§—B?) = B2 (g,.q,)? (36)
so folgt fiir q,.q, = O, daB
entweder 1—q{—B2 =0 oder 1—qi—B? =0 (87)

sein mufl. Gehen wir mit diesen Werten in die Gleichung (63), so
erhalten wir:

&,.q, (1—q3—B2) = 0, beziehungsweise g,.q, (1—q5—B?) = 0. (88)

Demgemdf ist entweder &, exakt transversal, in welchem Falle
aus der zweiten Gleichung (64) folgt, da8 &, exakt longitudinal und
klein gegen g, bleibt oder es gilt im zweiten Falle dieselbe Aus-
sage, wenn wir in ihr £, mit &, vertauschen. Zu einer Hauptwelle
endlicher Amplitude existiert also, wenn ¢, auf ¢, senkrecht steht,
keine Nebenwelle, welche Werte auch q'f annehmen mag, mit
alleiniger Ausnahme des Wertes

) 2
qD — Qi,

welche Relation aber nur fiir einen Wert von o erfiillt werden
kann. In diesem Falle, wo die beiden Gleichungen (87) gleichzeitig
erfillt sind, wird die Orientierung von £, gegen q, unbestimmt,
eine Unbestimmtheit, die wohl daher rithrt, dafl die Gleichungen (64)
selbst nur Nidherungen darstellen. Dieser Ausnahmefall ist filir die
folgenden Untersuchungen ohne Bedeutung. Ist q,.q, nicht exakt
gleich Null, jedoch sehr klein (merklich unter der Grofienordnung
von B), so wird fiir hinreichend kleine Werte von p, auch in diesem
Gebiete, zu einer endlichen Hauptwelle keine Nebenwelle merklicher
Amplitude existieren.

Betrachten wir nun noch den bisher ausgeschlossenen Fall,
dal (q.+7,).a gegen Null konvergiert, wobei wir zur Verein-
fachung voraussetzen wollen, dafB

!J,___’O

sei. Wir erhalten dann aus (76), beziehungsweise (67) und (82)
gendhert:

1
I 1 1
— B 2 2 Vs beziehungsweise
1 i

Ty T E VA
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1
e S
N _\/B()cos-c 5 t 2 \/3 (89)
Qe-a 1 i -
27V
Beachten wir, dafl
q; = Q.+, +o0aq, also in unserem Falle q,.0a = » (90)

ist, so folgt aus den Gleichungen (64), beziehungsweise (68):

20, -
S U \/th , beziehungsweise & = Qje'* \/—Cu 91)
q.-0 qy-0

Sind Dbei derselben Frequenz mehrere Nebenwellen vor-
handen, so treten unter analogen Voraussetzungen, an die Stelle
der Gleichungen (64) die allgemeinen:

Q()"lhﬁlB—‘/q Q‘/-1"**191 B—‘/~~2 Q"-?+ +F1 B-’u 8’11 > (qo —Yos %) By
(02)

2
"

> q"’m) : 2"‘m'

Man erkennt leicht, indem man die Gleichungen (92) mit g,,.,
beziehungsweise mit q,,. multipliziert, daffi auch jetzt alle Wellen
merklich transversal sein werden, falls die Nebenwellenamplituden
von gleicher Grofienordnung sind, wie die Hauptwellenamplitude.
Im {ibrigen ist die Auflésung dieser 12+ 1 vektorischen, also 3 (z+1)
skalaren Gleichungen ohne spezielle, vereinfachende Voraussetzungen
natiirlich sehr kompliziert und uniibersichtlich. Die Bedingungs-
gleichung fiir q, welche wieder in Faktoren zerfallen kann, ist ins-
gesamt vom 4 (12+1) Grade.

Wiirden etwa speziell alle B, . gegen Null konvergieren,
so erhielte man zwar wieder die einfachen Relationen:

2"'m + BlB"‘m 80 + '31 B,

“m

)
—11811++B1B'. —z g—zu: p)

m

~2
P 1 /m _ ‘o .
Q= S"O’ {‘[ 2 Qe q"‘m}
n "0 o _ p-
1— 5 ey
v’

(93)
um die hochgradige Bedingungsgleichung kdme man aber auch dann
nicht herum. Eingehender wollen wir nur den einfachen und
praktisch besonders wichtigen Fall behandeln, dal in bezug auf q,
das wir parallel zu a widhlen wollen, Symmetrie herrscht.

Wir benlitzen wieder die der Formel (73) entsprechende Lingen-
einheit, unterdriicken den allgemeinen Index x und setzen voraus:
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1. Die Spitzen der aus einem gemeinsamen Ursprung gezogenen
Vektoren 7, bis g, liegen auf ein und demselben Kreise, dep
sie in n gleiche Teile teilen; dieser Kreis steht senkrecht auf
g, als Achse und hat seinen Mittelpunkt in dieser Achse.
Dasselbe gilt dann natlirlich auch flr die n-Vektoren q, bis g,
Die Indizes entsprechen der Aufeinanderfolge in einem be-
stimmten Drehsinn.

2. BBy = 0By =By Bosy =B Buy—=. BBy, =F B, = B.

3. Auch alle Koeffizienten B, B — welche nach der Deﬁmtlons-
gleichung (25) zu einem § von gleicher_GroBe gehéren, sind
untereinander gleich und sollen durch B; bezeichnet werden.

Setzen wir noch:
l—qg = dp; I—qi =1—gi=...1—qu =4 (94)
so werden die Gleichungen (92) jetzt lauten:
Ag8o+100.L,q0+B (], +8+. .&) =0,
AR +0q,. &0, +BL +B, (L +L)+B, (& +L_1)+B,
(,+L—y+ .=0.

(95)

Die folgenden Gleichungen erhdlt man, indem man in den
Indizes der & und q zyklisch fortschreitet. Ist die Zahl der Neben-
wellen gerade, SO lautet das letzte Glied der angeschriebenen
Gleichung Bu ~1+ ‘. ist diese Zahl ungerade, so lautet es

By (3w+9@'ﬁ> :

2 2 9

w]

Um die Rechnung noch weiter zu vereinfachen, wollen wir
annehmen, daf auch die B; untereinander merklich Ulexch sind und
wollen demgemaéf fordern:

j Bn
B, =B, =. .:IBH_?B (96)
Dann lauten die Gleichungen (93):
Ap&y+0o-Zyqe+BEL, =0
L 97)
A4S~/.+C'x-gqu+Bgo+B28). = O)
?

worin sich die Summe ¥ tiiber alle Indizes 1 bis n, die Summe I

{ber alle Indizes 1 bis n mit Ausnahme des Index % erstreckt.
Es folgt dann sofort:

1 B \ B q%;qu .,
L= _( — — — 0. NI — ol
SR KB 4 B)I“L B qO'q"] [I i—g5] %
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Setzen wir (98) in die erste der Gleichungen (97) ein, so
ergibt sich:

% {[AO (A—B)+nu (BA,—BY)] I+ (A+(7z—1) B) qy; 9y — 09

—£§£}Bz—2q/~q, g -0 un, -.}—f——o

Bezeichnet nun a einen Einheitsvektor parallel zu g, 1, einen
solchen in der Ebene g, q. und senkrecht zu q,, schliellich i und j
orthogonale Einheitsvektoren in der Ebene senkrecht zu g, so er-
halten wir aus der Voraussetzung 1. leicht folgende Relationen:

Jr = Q.Q.a-+N,. (.1, 0.9, = g, cos § = konst;
... = ¢ sin £ = konst. (100)

D 00 = 103 cos &a; a + - gisin? € (i) fir n>2

%'qZZ Go; 9% = 72050z cos® éa; a.

Flihren wir die Werte (100) in die Gleichung (99) ein, so er-
halten wir:

L, A(Sy+S,) I+(S,—S,) a; ay =0,

Sy = (1—03) (1—g)+(n—1) B (1—q5) — n B?, (101)
B——B°

S, = (1—qi+@n—1)B) gg—cos*én | 5 qi,

n B(l—qd)—B?
n B(1—q 02

> 15 "

S, — —sin? §

Aus (101) folgt, dafl entweder L, parallel zu g, und dann

Sp+S;, =0
oder &, senkrecht zu g, und dann
So+S, =0

sein mufl. Im ersten Falle haben Hauptwellenamplitude und Neben-
wellenamplituden keine vergleichbaren Werte, er ist fiir uns hier
ohne Interesse. Im zweiten Falle erhalten wir:

2 b} / c o 7 E
(1—q0) (1—02) (\1 —+sin? 57 ‘17:17?7) +

> / B
_|_(1_q5)<(n—1)B—sm §72 1—B>‘ (102)

1B = (1—q3)—n B2+sin? " ,__:

7
in2 -
sin? § 5

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw KL, Abr. 1la, 133, Bd. 36
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Sollen die Amplituden vergleichbare Werte haben, so mug
wieder sowohl 1—qi als auch 1—q; klein sein. Beniitzen wir den
Ansatz (70), ersetzen aber (72) durch:

= 1 E
2qc.Qu+0; = p+(n—1) B—sin? £7T—=

oder indem wir B gegen Eins vernachlédssigen, durch:

200Gt s = p‘—i——B_(M cos‘-’%—l) (103}

4

so erhalten wir aus (102), falls wir alle Glieder, die von hoherer
Ordnung klein sind, wieder konsequent vernachldssigen:

©?4 (q.+T.) . a+2 op—n B2 cos? i =0

2
, 1B? cos? —g
et /( I )+ 2 (104
4 (Qe+T).-a= \/ \4 (q.+7»)-a 4 (qe+T.)-a

oder fir =20
& /| u

——=+Bcos—,/__ "
2V 4@g+a).a

Aus (98) folgt dann mit gleicher Annédherung:

B(_‘?-—F \/% + B COS‘—(‘%+T=<) 0+B% (04700

2

=

Q=

e

B (@:+1.).a %"‘_ \/%‘+ nB* cos? (qa+ﬁ7_).a+E7zcos‘3%)ﬁ

‘30-( q” q‘> (105)
und fiir p =0
2 / .
Q=+ Al (I———q""q—“->
. & . o \ I—B .
0057 \/n \/(qg+q.,_).a
Schreiben wir (105) in der Form:

2 — pQ _ ‘1"-i,‘l“>
L“_k“""( 1—B

und beachten wir, das &, wieder merklich auf g, senkrecht steht,
so folgt aus:

L, X 4 = &Ly X G, (106)



Rontgenstrahlausbreitung in Krystallen. 543

daf} die Grofie der einzelnen £, von der Orientierung des &, zu
dem betreffenden ¢, abhédngen wird. Ist die betrachtete Rontgen-
welle unpolarisiert, das heifit, treten alle moglichen Orientierungen
von &, auf, so daff im Mittel keine bevorzugt ist, dann wird die
mittlere Intensitdt der Nebenwellen mit dem Mittelwerte (3),, pro-
portional.

Aus (106) und (100) ergibt sich gendhert:

I\rn-

(Q;%.)m =& 36 cos? )

und speziel! flir g — 0

Y
12(qe+7w) - 0 (107)

(Qi)m =

Wiirden unsere Symmetrievoraussetzungen wieder zutreffen,
jedoch auBler den Nebenwellen, welche zu den Vektoren g; bis q,
gehdren, noch eine zweite Gruppe von Nebenwellen existieren, derart,
dafl die Spitzen der zugehdrigen Vektoren §,y, bis §y4, auf einem
zweiten Kreis ldgen und gdlte dann auch fiir diese:

]_q”-H — 1_‘];-:—%-2 — l_q;zx-{-m = -1-4_ (108)

wobei jedoch A von A verschieden wire, so wiirden wir fiir o
auf eine Gleichung 3. Grades gefiihrt werden. Gélte fiir die erste
Gruppe wieder, der Ansatz (103) und fiir die zweite Gruppe der
analoge Ansatz:

2 G-+ = E+B <m cos? —5— — 1> (109)

4

worin £ den Winkel zwischen q, und g, der zweiten Gruppe be-
deutete und wére etwa noch p — . — 0, so erhielten wir speziell:

7 cos? wsé 1712.C0S? —E % COos?2 _&_
5 1 i 2 2 B 2
0 ——-w|B? : + B2 -
4 (q¢+q‘/-)'a (‘Tu+ﬁ).)-ll (q6+qx)-a (110)
112 COS> —E— — 1cos? i 11 cOS2 ,E_
+ 2 B’B 2 2
(q:+) - a 4+ @e+T).0 (@+q).a

Wiirden wir die Wurzeln dieser Gleichung in die Formel (98)
einsetzen, so erhielten wir die zugehorigen Amplitudenwerte &,, be-
ziehungsweise, wenn wir in (98) A durch 4 und q. durch g, ersetzen,
die Amplitudenwerte &,. Wir haben in diesem Kapitel die Integration
unsever Differentialgesetze so weit gefordert, dafl wir uns nunmehr
dem Randproblem zuwenden konnen.
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4. Die Losung des Randproblems (Lauefall).

Ein homogenes, isotropes Medium, fiir welches die Relation (73)
zutrifft, und ein homogener Krystall mogen sich in einer ebenen
Trennungsfliche bertihren. Aus dem isotropen Medium falle eine
ebene Sinuswelle

Loy = R,/ Ocr=19) (111)

unter dem Einfallswinkel o ein.

Nach (4), beziehungsweise gemdf den Differentialgesetzen ('),

(II), (I115), (IVY), werden in der Trennungsebene die inhdrenten Grenz-
bedingungen:

[8“’]1 p— [317]2 (119\

(), = [m,), -

zu erfiillen sein. Es modgen nun q, b, ¢ ein rechtshidndiges, ortho-

gonales System von Einheitsvektoren bezeichnen, derart, daB a dem

in den Krystall hineinweisenden Einfallslote entspricht, b in der

Einfallsebene und ¢ senkrecht zu dieser liegt. Die Gleichung der

Trennungsebene sei:
a.rt=0. (113)

Indem wir wieder die Bezeichnungen des vorigen Kapitels
verwenden, konnen wir aus dem Bestehen von Grenzbedingungen
sofort auf die Relationen:

g = qe+0a

_ (114)
G; = qet+oa-+1q,

schlieBen. Wir wollen nun annehmen, dafl in dem Krystalle bei der
gegebenen Orientierung und Frequenz, eine Hauptwelle (g,) nur
das Auftreten einer Nebenwelle (q,) bedinge. Flr diesen Fall
haben wir im vorigen Kapitel die moglichen o-Werte gendhert be-
rechnet, natiirlich miissen und konnen wir uns auch in diesem
Kapitel auf eine erste Naherung beschridnken, insbesondere wollen
wir wieder alle Sekundirwellen geringer Amplitude konsequent
vernachldssigen.

Wir haben gesehen, dafi €, entweder auf der Ebene g, g,
senkrecht stehen oder aber in dieser Ebene liegen mufl. — Jedem
dieser beiden Fille entsprechen zwei mogliche w-Werte, also zwei
mogliche Hauptwellen, mit je einer Nebenwelle. Die LOsung unserer
Aufgabe wird vereinfacht, wenn wir zundchst annehmen, daf die
Ebene q, q, mit der Einfallsebene zusammenfillt, dann
entsprechen den beiden moglichen Lagen von &, die senkrecht
zur Einfallsebene und die in der Einfallsebene schwingende Kom-
ponente von &, wir wollen sie mit &, beziehungsweise &, be-
zeichnen. Aufier der einfallenden konnen im 1. Medium noch zwei
reflektierte Wellen auftreten:
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Q= el 20, -aq).v—pi]

(115)

Qrj= Lré’ [+ — (@g+a-a+V {00 -0 —p)a]-v—pt],

worin sich p aus Formel (72) bestimmt.

Die Komponenten der reflektierten Wellen wollen wir analog
bezeichnen wie jene der einfallenden, die vier Hauptwellen- und die
vier Nebenwellenamplituden soilen durch Indizes unterschieden
werden, derart, dafi fiir die Gr6Be dieser Amplituden folgende Be-
zeichnungen und Relationen beniitzt werden mogen:

Ly = &, Q15 Qo = &y Loy Qs = &y sy L= 2,y (118)

Wir wollen ferner voraussetzen, dafl g..a nicht gegen Null
geht und dafi auch (q.+,).a groB gegen p und B bleibt. Vernach-
lassigen wwvir konsequent alle relativ kleinen Grofen, so erhalten wir
aus den Grenzbedingungen (112) fiir »rechtldufige« Nebenwellen,
also fiir

q,.-a=>0, beziehungsweise (q.+7q;).a >0 (117)

folgende Relationen:

gg—l-gr = ~o1+ ~0’
e (Qe—8,) = Q.. a (o1 + 202) (118)
g

Qrp =k, Q1+ 2, o
— (0, +7,) - a8r = (qe+Ty) - (By L1 + %5 L0)-
Qe- ¢ (@e—8) = e a (Qos+Loy)
g @+T)) = go Yo+ (119)
- (qn’l"h) a¥R = (qe+1T7y) - @ (ky Qg+, &y
q:.8 8r =4, (Fy Qb5+, 0y).

Aus den Relationen (118) und (119) folgt sofort:

g, Q= §,. — §R =0 (120)
und
Lok T /__qu.Qr‘_ kLﬁ.
01 = e, X2 = 3, Xes Mg = e
° Ry T (121)
;L —733_6

o4 — Koo
ky—rk,

Ist speziell w =0, so ergibt sich aus den Formeln (81)
und (81a):

; - —
Qo = L =5 C; L= Lo = 5 L. (121a)
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Selbstverstdndlich gelten die Relationen (120) und (121) nicht
exakt, sondern nur in erster Anndherung.

Wir gehen nun gleich dazu {iber, unsere ebene Welle auf
eine planparallele Krystallplatte von der Dicke d fallen zu lassen,
vor und hinter welcher sich wieder das homogene isotrope Medium
befinden moge.

Die riickwértige Begrenzungsebene der Platte wird dann durch
ar=d (122)

gegeben sein. An dieser zweiten Begrenzungsfliche werden zwei
ebene Wellen austreten:

Lo = Laellev=r1]
. . - - T = v i (12:.5)
Quay = e [0 +T)— (@, +T)-a =V @+ -7 =p)a)-v—o].

Mittels dieser beiden Wellen lassen sich innerhalb unserer
Niherung die Grenzbedingungen an der zweiten Grenzfliche be-
friedigen. Eine ausfiihrliche Durchrechnung wiirde zeigen, dafl die
Amplituden der an der zweiten Fliche in den Krystall zuriick-
reflektierten Wellen von einer zu vernachlidssigenden GrofBen-
ordnung sind.

Setzen wir noch:

Yy = eiw,d; Yo = 6iox.3d; y e!‘ua‘l; S = er‘w“{; Yo = el (o +o)d — (12_1_)

— pi (twpd

worin o; und o, den Werten (78), w, und o, den Werten (78a)
entsprechen soll, so liefern unsere Grenzbedingungen an der zweiten
Grenzfldche die Relationen:

L= 71 2(,)1 +%e 862

125
Yo &a = Yy ky Lor+ s by Loz (129

= /s Los+ La Lhs

— 126

No 8t = g ky Los+ 1,8y Lou (126)

Aus diesen folgen mit Beniitzung von (121) und (124) sofort

die Werte der Amplituden der austretenden Wellen. Setzen wir
noch mit Berlicksichtigung von (78), (78a), (80) und (80a):

0,—0, / . >~z B2
; = d—=4%
2 N Trmo/ T i a@ra) e
(127)
©;—w, 2 (B cos £)?

D) (Z: /(’/ P“ )
= \ \4(q.+7,)-a 4q..a0.+7).a
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ky+ky 1 _]
ky—ky 1+4B (qL+q1
V a
(128)
‘](44—)('3 _ 1 —
ky—ky /1+4(B cos §)? (qe+t]1) a
\ b Q.0
B .
— plp
2k k, 2 e
12 — — sc'*
ky—k, \/1+4B (qr'*“h) a
P2 Ge-Q
(129)
Z_Blcos&[ o
2k R, " ' e
= = slek
ky—Fk, \/1+4<B cos&) (qe+17,).0a
% Q-0

und nehmen etwa £, reell an, so folgt flir die Quadrate der ab-
soluten Betrige:

L4 |2 =[cos? 9412 sin2 9] 82; |Qu[2 = [cos? ¢/ + 72 sin? /] T2

|g,1]‘ = s%sin? 9 ¢y; !§A{° = s sin2 &' @ (130)
Aus (128), (129) und (130) erhalten wir:
[T ALY PR
QJe-Q
(131)

|§ni2 + M_a g
al .a

Bleiben wir konsequent innerhalb unserer Ndherung und be-
achten wir die Formel (2) fiir den Energieflu sowie die Neigung
-des eintretenden und der austretenden Strahlen gegen die Grenz-
flichen, so lehren uns die Gleichungen (131), dafl, wie es ja zu
erwarten war, unsere LOsung mit dem Energieprinzipe im Ein-
klange steht.

Uber die Intensitdtsverhéltnisse der austretenden Strahlen in-
formieren wir uns am leichtesten, wenn wir zunéchst:

=20

voraussetzen.
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Aus den Formeln (127) bis (130) folgt in diesem Falle:

o _ Bd @
Q2 — 2 12— 2 — | &
¥, *=cos?$ 5 = cos 5 \/qf.a (@100
B4 (132)
0e- 0 [ d .
Q2 — .2 — g:
Fal? = (@47 -a 5 |2 V- (Qe+T,).a

Die Relationen fiir |Q,'2, beziehungsweise 4|2 erhalten wir
aus (132), wenn wir Bcosé an die Stelle von B setzen. Die In-
tensitdten der austretenden Strahlen sind also in exakt nicht ab-
sorbierenden Krystallen und das gilt auch, falls p. ung'eich Null
ist, periodische Funktionen der Krystalldicke, ein Ergebnis, das
der »Pendellésung« P. P. Ewalds?® vollkommen entspricht. Eine
derartige starke Abhingigkeit der Intensititen von der Dicke des
Krystalls wiirde mit der Erfahrung im Widerspruch stehen, sie fillt
aber heraus, wenn wir beriicksichtigen, daf die einfallenden Wellen
weder ihrer Richtung noch ihrer Wellenldnge nach exakt
homogen sein werden.

Die Fortpflanzungsrichtung der austretenden Nebenwelle Ly
ist nach (123) allgemein durch:

Qe+, — [<Qc+ﬁ1).a — \/WJ a

oder genihert durch:

_ 1 uoo
Qe+1; — o Zl’l—;:m) a a (133)

gegeben. Es moge nun fiir die der Mlafibestimmung (73) ent-
sprechende Wellenldnge:

A=2=z (134)
». =0, also (2 q.+q,).7;, = O (13%)

gelten. Entspricht dem in der Richtung g, auffallenden Rontgen-
strahl ein gewisser Wellenldngenbereich, so werden zu den anderen
Wellenldngen von Null verschiedene Werte des g und gemafl (133)
etwas verschiedene Fortpflanzungsrichtungen der austretenden
Nebenwellen gehoren. Die Intensititen dieser Nebenwellen werden
mit wachsendem p rasch gegen Null konvergieren und ihre In-
tensitdtsverteilung wird in erster Ndherung symmetrisch zur
Richtung q.+7q; sein. Nun wird nicht nur ein gewisser Wellen-
lingenbereich zur Verfiigung stehen, sondern der -einfallende

1 P. P. Ewald, »Die Krystalloptik der Réntgenstrahlen«. Ann. d. Phys.,
1917, Bd. 534, p. 577.
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Réntgenstrahl wird auch stets einen, wenn auch duBerst kleinen
Kegel mit der Offnung @ um die Einfallsrichtung q. als Achse er-
fiillen. Allen etwas verschiedenen Einfallsrichtungen ¢, mit etwas
verschiedenen Wellenldngen, fiir welche die Bedingung:

e+T, — [[(0e+7). 0 —\/((F+7)-a)’>—p] a = w (q.+1y)
) (136)

w = <+
N

zutrifft, entspricht aber dieselbe, durch ¢.+@, gegebene Richtung
der austretenden Nebenwelle.

Beschrdnken wir uns wieder auf die erste Nidherung, so
koénnen wir statt (136), falls, was wir voraussetzen wollen, (q:+,).a
nicht gegen Null geht, schreiben:

1
B = WAk (V=D Gt g et (137)

Fiithren wir diesen Wert in die Relation
) 20T+ =
ein, so folgt:
_ Qe-q
(q0+q1> a

(w—1) 7 = » (138)
Es gehort also zu jedem Werte von s ein und nur ein Wert
von p und umgekehrt und dann vermége (137) auch ein und nur
ein Wert von ¢, und umgekehrt. Liegen speziell g, §, und a in einer
Ebene, so mufi auch q; in dieser Ebene liegen. Bilden wir aus (137)
und (138)
q
Xl = X0 LL,><aJ
920 = o +ql> a( L0 X T+ 5 (139)
so erkennen wir, daf q.Xq. fur alle Werte von p. dieselbe Richtung
hat, daf also q/ stets nur innerhalb einer Ebene variieren kann,
Bezeichnen wir den Winkel zwischen q. und q¢ durch ¢ und d1e

GréBle des in eckigen Klammern stehenden Vektors durch R,
folgt aus (139):

1 1
¥ == 1 sin ¢ (qu+ql).a-j\; ~ O (g7, ® (140)

Setzen wir nun die Intensitdt der einfallenden ROntgenstrahlen
fiir den Wellenldngenbereich dk proportional mit:

(422 d),
so folgt aus (130):
4)2dh=s? sin? & L d )
412 d) = s sin? ¥ R2d),

eﬁa zﬁi

(141)
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Fiir unpolarisiertes Rontgenlicht hédtten wir fiir die zeitlichen
Mittelwerte:

Q4 dh= % Q2 [s? sin? 9+ sin? &), (142)

Diese Formel gilt, wie wir sehen werden, fiir beliebige Ein-
fallsrichtungen, also auch wenn q. @, und a nicht in derselben
Ebene liegen.

Aus (138) erhalten wir nun.

X Qe 0 1
—_— )\ pu d 5
)\/) p‘ (q1+q1) qi’
oder gendhert:
2=
A= —dp et ZF (143)

Y (Qe+T)-0 qi

L wollen wir fiir die angestrebte gendherte Abschitzung in
dem in Frage kommenden kleinen Integrationsbereich als konstant
voraussetzen. Flr s?, s'2 § 9 sind die Werte aus den Formeln
(127) bis (129) zu entnehmen, in welchen allerdings gq. durch g,

12

und B durch B 5~ zu ersetzen wire, doch konnen diese Kkleinen
Co

Abweichungen in erster Ndherung vernachidssigt werden.

Flhren wir noch zur Abkurzung die Bezeichnungen ein:

) e . Bd _
/ ¢ —x; S— )
2B\ (47,0 \/ e (e~+7y) -0 »
B ! qeea B.d'cosé’ . (149
2 B;cosé \/ Qe+T)-0 N\ Qe-a(qe+7,)-a

so folgt:

: o e . (e-Q )}_4le - dx /D ) _
dxl 1 _ . 2
[, a2 =g <(q i) 1+ g SIN*L 5o /1422 (143)

Die Integrationsgrenzen flir p, beziehungsweise filir # sind
entweder durch den zur Verfligung stehenden Wellenldngenbereich
(Formel 138) oder durch den zur Verfugung stehenden Offnungs-
winkel ¢ (Formel 140) gegeben. Ist:

~e

N < k<),

so wird x, negativ und x, positiv. Wir wollen voraussetzen, daf
sich normalerweise |p,| und |p, einigermafien grof gegen die
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sehr kleine Grofe B ergeben, so daffi |,/ und |x,| grofe Werte
annehmen. Diese Voraussetzung wird, wie man aus (138), (140)
und (144) erkennt, fiir sehr kleine Werte von (q,47,). a wahrschein-
lich nicht mehr zutreffen.

Gleichung (145) ergibt nun:

- p— 3 ]
fd)\ 142 = $‘< 9.4 \“ 2:;B {arctan x;—arctan x,] —
y Qe+T)-0/ T ’

(146)

f cos(D\/1_|_1 )1

Der Betrag des in den geschweiften Klammern stehenden
Integrals wird fiir hinreichend grofie D ersichtlich klein gegen =,
wihrend wir nach unseren Voraussetzungen genéhert:

arctan x;—arctany, ==

setzen diirfen. Vernachldssigen wir das von D, also von der
Plattendicke d abhingige Integral gegen =, so erhalten wir ge-

néahert:
»
e 3 B2
ZSEES L ]
J;‘ A= Q+T)-0/ T (147)
und ganz analog
Yo
g o Ge.a 2 B2w%jcos
dk;gpz:gg( Q-0 > B2m?icost,
L A (qe+7y)-a O (148)

Aus diesen Gleichungen ergibt sich unmittelbar der gesamte
in der Richtung g.+7,; austretende Energieflufi, welcher ja mit

o
Q47,0 fd)\]QAlg
qQe-@ b,

proportional ist. F{ir unpolarisiert einfallendes Rontgenlicht er-
gibe sich:

e
(qc+q1)'af . / Qe - e
| d) ;2= ¢ M_(1+ cos§l) 149

e N ! [ \ (c+1T,).a (149)

Die Formel (149) gilt auch dann, wenn g, §;, ¢ nicht in der-
selben Ebene liegen. Die Relationen (147) bis (149) zeigen uns:

1. Die Intensitit der Nebenwelle ist mit B proportional, bei ver-
schwindendem B fillt die zugehorige Nebenwelle aus (Struktur-
kontrolle).
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[\

. Die Intensitit der Nebenwelle ist mit ? proportional (Lorentz-
t1

scher Faltor).

3. Bei unpolarisiert einfallendem Réntgenlicht ist die austretende
Nebenwelle im allgemeinen teilweise polarisiert. Liegen speziell
0, 0; und a in derselben Ebene, so geht die Intensitit der
parallel zur Einfallsebene schwingenden Komponente mit
cos§ gegen Null. Der Fall cosf& =0, in welchem die be-
niitzten Nidherungen jedenfalls versagen, ist schon im
3. Kapitel diskutiert worden.

Man konnte daran denken, das letzte Ergebnis zur Konstruk-
tion eines Polarisationsapparates fiir Rontgenstrahlen zu
benutzen, leider geht dieses einfache Resultat wieder verloren, wenn
mehrere Nebenwellen merklicher Amplitude auftreten.

Um die Intensitit der austretenden Nebenwelie von dem Ein-
flu der Pattendicke merklich unabhingig zu machen, mufiten
wir voraussetzen, da D hinreichend grofi sei. Nun ist zwar B,
wie wir gesehen haben, eine sehr kleine Grofle, trotzdem kann Bd
hinreichend grofi werden, falls die Wellenlinge der Réntgenstrahlen
hinreichend klein ist. Befrigt die Dicke der Platte 1z Wellenldngen
so folgt gemdf (134):

2

Bd=2= Bn.
Wire z. B. B = 10=% d = 1 mm; » = 1077 nmun, so erhielten wir:
Bd = 20 =.

Man {iberschligt leicht, daf in diesem Falle das vernach-
lissigte Integral ungiinstigsten Falles nur wenige Prozente von =
erreichen kann. Falls B noch wesentlich kleiner wird, was nach
den an die Formel (62) anschlieBenden Uberlegungen nicht un-
wahrscheinlich ist oder aber, wenn in dem mit D’ behafteten Inte-
grale, D' noch vermige des Faktors |cos§| stark herabgedriickt
wird, dann allerdings wiirde der Einfluf der Plattendicke erst fiir
wesentlich stérkere Platten praktisch unmerklich werden, wenn
anders man an der angeschriebenen Gré8enordnung der Réntgen-
wellenldngen festhalten will. Es wire aber zumindest verfriiht, aus
diesem Umstande Schliisse aul die Grofienordnung der Rontgen-
wellenldnge ziehen zu wollen, da auch die Annahme geringfligiger,
wohl immer vorhandener UnregelmiBigkeiten der Krystallplatte ge-
nligt, um den Einfluf} der Plattendicke hinreichend herabzudriicken,
worauf schon P. P Ewald! hingewiesen hat.

Wir wollen nun den Fall betrachten, dafl ein unpolarisierter
Rontgenstrahl senkrecht einfdllt und 2 Nebenwellen auftreten,

1P P. Ewald, 1. p.592.
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welche aber den im 3. Kapitel formulierten Symmetriebedingungen
geniigen. Den Formeln (104) bis (107) entsprechend, ergibt dann
die Wiederholung unserer fritheren Rechnungen flir die zeitlichen
Mittelwerte:

B? cos? %
4 2
12,2 p.& sin?
2 2 >
1 B2 cos 5 (150)
1-1—4—”7—(&--!—@/.‘;-&
o
| £
11 B? cos? —-

/( P‘ >2+ 2 8?
\/ 4 Q. +7.).a 4 (g.+70.)-a

Der Vergleich der Formel (150) mit den Formeln (127) bis (130)
zeigt uns eine ziemlich weitgehende Ubereinstimmung mit dem aus-
fiihrlich behandelten Falle, daf nur eine Nebenwelle existiert. Ein
wichtiger Unterschied besteht insofern, als jetzt, wie die Rechnungen
des 3. Kapitels ergeben haben, zufolge der Symmetriebedingungen, die
senkrecht zur Ebene g, 7, und die in dieser Ebene schwingende
Komponente dieselbe Fortpflanzungsgeschwindigkeit besitzen.

Der charakteristische Unterschied beider Félle liegt aber in
dem Umstand, dafl jetzt nach (103):

20 T4 = p.+l§<1z cos? —é— — 1)

zu setzen ist. Die Richtung der austretenden Nebenwelle fiir u. =0
wird dann nicht mehr durch q.+7. sondern genihert durch:

4
_ , &
q B<n CcOs® —=- — 1\/

2 /
e T er).a

gegeben sein. Relativ zu dieser Richtung wird jetzt die Intensitit
der austretenden Wellen symmetrisch abnehmen, diese Richtung
werden wir also experimentell als jene der abgebeugten
Welle feststellen.

Die neuaufgefundene Abweichung von der Laue’schen Formel

verschwindet exakt fiir _
B =0,

eine Ausnahme, die im Sinne der hier vorgetragenen Theorie nicht
allgemein zutreffen wird. Jedenfalls ist aber B, gleichwie B eine
duflerst kleine Grofie und die aufgefundene Abweichung konnte
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praktisch wohl nur fiir sehr kleine Werte von (g.-+1.).a merklich
werden. Versuche in dieser Richtung wéren erwiinscht.

Die Wiederholung der oben durchgefiihrten Rechnungen

— , &
B (1 cos? 5 1)

wiirde den gesamten in der Richtung qe+f. — -, Q).
2 e+ Tn)

austretenden mittleren Energieflu gendhert proportional mit:

Y ¢
22
B2z 5 |

( ,;+_-,()- a d)\ 8 2 j— :)> =
q G . A (x \/11, (qﬂ+q) a

ergeben.

Wir kehren zu dem Falle einer Nebenwelle zuriick, wollen
aber jetzt die Voraussetzung, daf q, q;, @ in derselben Ebene
liegen, fallen lassen. AuBler dem bereits definierten System
orthogonaler Einheitsvektoren a, 0, ¢ filhren wir noch das System
a, b, ¢ ein, derart, daf a wieder dem Einfallslot entspricht, ¥ in
der Fbene a, q.+7,;, ¢ senkrecht zu dieser Ebene liegt. Ferner
sollen: €, parallel zu ¢, & parallel zu ¢Xq., £ und L parallet
zum Einheitsvektor n,, €3 und 20, parallel zu 111><qf, q¢+q1 parallel
zum Einheitsvektor p angenommen werden. Da &, und £ auf
der Ebene ¢q,, q,, also gendhert auf der Ebene q, §, senkrecht
stehen muf, entspricht n, der Normale dieser Ebene.

Wir erhalten dann fiir die Trennungsebene
a.1t =0,
statt der Relationen (118) und (119):

L+8, = c.ny (0, + L)+ (11, X qe) (L3 +Los)
L—8 = c.ny (g + L)+ (1, X q0) (Los+Los) (151)
Qr= ¢ .1, (ky Ry~ %, Lp2)+ " (1, X p) (kg Log+ %, L0y)
—8r= .1y (b, 1 +k, Qo)+ . (0 XP) (Ry Qs+ 1k, L)
C—8 = — ¢.(1; 3 qe) (b1 +Lo2) 4. 11, (Los+Ly)
C4+T, = — . (1 X qe) (R01 +Lho) .11, (L ~+Lhs) (152)
—8r= — /. (1, Xp) (b, Roy+72, Qo)+ 10y (kg Qo3+ %, by)
Tr=— /. (1, Xp) (ky Ly +%, o)+ .11, (y b5+, Ls)-

Da ¢ ny, n,Xq. und ebenso ¢, n, 1, Xp in je einer Ebene
liegen, kénnen wir:
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¢.n, = coss, ¢.(n, Xq,) = sina, ¢.n, = cos o,
! .’ (153)
¢/.(n, Xp) = sina
setzen. Es folgt dann wieder:
=% =8 =%=0 (154)
und
ky —R,
= 17 I [cos 28, —sin a&,]; s = -—]— [cos 2 ¥, —sin a.8,]
(155)
ky
Qs = ,—% —[sin a¥,+cos aL,]; Ly = — [sin 28, +cos aZ,].

k—l l—/

Gehen wir gleich zur Krystallplatte ber, so erhalten wir fiir
die riickwértige Begrenzungsebene:

a.r=4d

jetzt statt der Relationen (125) und (126):

Lo = ¢08 & (3 Lb1+ 75 L) +sin o (o7, Loz 47, L) (156)
Lo a = cos o/ (1, &y Qo1+ by L02)+5in o (35 ky Loz +7, %, Lou)-

Q, = — sin a (3 Lo1+%o R02) -+ €08 % (5 o3+ 74 L0s) (157)
Lo 8a= — sin o/ (1, by Loy s ks Los)~+ COS o (5 by Ros-+X, 2, Rb).

Aus diesen Gleichungen erhdlt man leicht mit Benlitzung der
alten Bezeichnungen:

Lai2418, 2 = [cos? §+12 sin? ¥] [cos 28, —sin 2T, ]2+ (158)
+ [cos? ¥ +12 sin? ). [sin 2.8, +cos a &, ]2
Qa2+ 8y = s2sin2 & [cos 2 Q,—sin a Q]2+ 5" sin? & (159)
[sin 28,4-cos 2.Z,)2.

Setzen wir filir unpolarisiert einfailendes Rontgenlicht im
Zeitmittel:

1 [
(Sw/m = (83)1" Y (8?-)111; (ﬁcgv)m =0,

so folgt aus (158) und (159), wenn wir den Mittelungsindex wieder
weglassen:

1, . .
|92 = - Q2[cos? #+ 1% sin? ¥+ cos? &'+ 12 sin? §']

Q2= S [s2 sin? &+ "2 sin? &).
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Wir erhalten also fiir unpolarisiertes Rontgenlicht dieselben
Schlufiformeln, wie sie sich unter den gleichen Voraussetzungen
in dem Spezialfalle, dafl g, q;, a in einer Ebene liegen, also fiir
sina = sine/ = 0, ergeben hatten.

5. Das Randproblem im Braggfali.

Wir setzen wieder voraus, dafi zu einer Hauptwelle nur
eine Nebenwelle gehore, wollen aber nun annehmen, daff diese
Nebenwelle riickldufig sei. Diese Annahme entspricht:

(9e+1T,).a <O (160)

wenn wir uns auch jetzt wieder auf Falle beschridnken, fiir welche
¢ klein gegen (g.+7;).a bleibt.?

Zufolge der Ungleichung (160) und gemdfl den Formeln (78)
und (79), beziehungsweise (78a) und (794) wird jetzt o fiir p gleich
Null imaginér.

Fir von Null verschiedene Werte von i ergeben sich je zwei
zusammengehdrende Werte von o so lange konjugiert komplex,
als

p? de-Q

YD (qg+ql) a

=1, (161)
beziehungsweise

— p? Q-8
4 B?cos?§ (q.+1,)-a

(161 a)

bleibt. Fiir weiter ansteigende Werte von p? folgen dann swieder
reelle Werte der . Wir wollen diese beiden Wertbereiche von 1?
als das Gebiet I und das Gebiet II unterscheiden.

Fur die Losung des Randproblems lassen sich unsere fritheren
Uberlegungen, wenn wir zunichst wieder voraussetzen, daf g, Ty, @
in de1selben Ebene liegen, ganz analog {bertragen, nur daf
jetzt wegen

gy = Lrell@etiv—(a +i)- a+V (@, +ay-ap—p) al.v—pf] (162)

die Richtung der Welle &z} gendhert zu q.+7; parallel ist und
demgemdf in den Formeln (118) und (119)

(9.+71,). a8z statt — (q.+7,).a¥r (163)

(qc+7,). a8z statt — (q.+7,). a8z

1 Der im 3. Kapitel beriihrte Spezialfall {qe—+11).a = 0 bietet kein hinreichend
grofles Interesse, um eine eigene Untersuchung zu rechtfertigen.
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geschrieben werden muB. Wir erhalten dann fiir die Trennungs-
ebene
a.r=20

die Gleichungen:

L= L+ U

Qr= &, &1 +ky Lo

e = Qs+ Loy (164)
§R: k3 5;‘634—784 864

g =8.=0.

An der zweiten Begrenzungsebene der Krystallplatte ist zu
beriicksichtigen, dafl jetzt wegen:

Quay = Quel ([, +i0— (@, +a-a=V (@, =ap 0y =w)a] . t—pt | (164
wieder-
(9.+7,).aQy durch — (q.=+7,).a,y _
. - (163)
(q.+7,). a8y durch — (q.+7,).a¥y

zZU ersetzen ist. Mit Benlitzung der Relationen (165) erhalten wir
jetzt fiir:
a.r=d

statt (125) und (126), die Gleichungen:

Lo = 11 B0u+7%e L2
0 = ¥y &y Qo1+75 Ry Lo

S«-Ta = s 2()3"")(4%64 (166)
0=k %3"‘)(4734264
5.,7‘4 = §A = 0.

Natiirlich gelten alle diese Formeln wieder nur in erster
Nidherung. Die Relationen (164) und (166) lehren uns, daB die
Lésung im allgemeinen erst durch die zweite Grenzfliche der
Krystallplatte eindeutig bestimmt wird. In dem nach einer Seite un-
begrenzten Krystall (d == oo) erhalten wir nur fiir das Gebiet I eine
eindeutige Losung, da in diesem Falle die negativ geddmpfte Haupt-
welle aus energetischen Griinden nicht in Betracht kommt.

Es folgt dann einfach:

gc = 53(/)1
S:lR — kl 8(\1 — kl Ett
. = g (167)

§R pum— ]839,/03 — k3§0

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. IIa, 133. Bd. 37
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und indem wir die Werte von %, und k,, die sich im Gebiete |
ebenfalls komplex ergeben, aus den Formeln (80) und (80a) ent-
nehmen:

2

£ (168

' o FolRE q'-"a
] | L 2. )] i;‘:—* _
R Qe+7;) .0 R (qe+1,;).a

Die einfallende Welle wird also an dem einseitig unbegrenzten
Krystall innerhalb des Gebietes I in der Richtung:

Qe — (0T -0 + /(@ T)-0) — s,

welche gendhert durch:
1 W

l]c+ﬁ1—?'@‘+—q;ﬁﬂ (169)

gegeben ist, total reflektiert. Fir p gleich Null ergibt sich genau
die Richtung q.+, und es besteht die Relation:

2q..0,+0; = O. (170)

Die reflektierte Welle wird dann an der »Netzebene« mit der
Normale — g, nach dem gewdhnlichen Reflexionsgesetze reflektiert,
fir —7q,|la fdllt diese Netzebenc mit der Begrenzungsfliche des
Krystalls zusammen. Bezeichnen wir den Winkel zwischen . und
— 7, durch & (Einfallswinkel beziiglich der Netzebene) und setzen:

90°—#& = 1 (Glanzwinkel beziiglich der Netzebene),

so folgt aus (170)
2 q.sinn = ¢q,. (171y

Beachten wir nun die Definitionsgleichung (25) fiir §, so ent-
sprechen unserer Nebenwelle die Glieder

BBt und B B_je 1L

Schreiten wir also in der Richtung @, oder —7q, in dem
Krystalle fort, so wiederholt sich vermoge dieser Glieder derselbe
Zustand in Abstinden d™ (Netzebenenabstand), falls

g,d" = 2= (172)
ist. Aus (171) und (172) aber folgt:
24V sing = x (173)
die bekannte Bragg'sche Reflexionsbedingung.

Die Gleichung (173) bestimmt natiirlich stets die Richtung
der abgebeugten Welle, welche ja von der Orientierung der



Rontgenstrahlausbreitung in Krystallen: 559

einfallenden Welle zum Krystall abhdngt, je nachdem diese abge-
beugte Welle bezliglich des Einfallslotes rechtldufig oder riickldufig
ist, ergibt sich dann der Lauefall oder der Braggfall.

Gehen wir nun zur Krystallplatte von der endlichen Dicke d
iber, so erhalten wir aus (164) und (166):

. ,k, — ko o
o= RS g - Thf g fefa g
o /> k — %1 ]" e SoRo— 11 Ry R ,(4 7‘;“/3 ks
= _ Thk g (7
Laks— s kg
8 L7 ___k}_mkl W,"TR—L’/( /7 /1 ‘g —
T A Lo ko1 % o TR Y /1k (175)
- k 4k = =
814 — YsAs + 2 S i SR:k ]’ 7**/4 Ld*— Q o (1 76)

Saki— s ]"3

Setzen wir noch, analog wie in (144), zur Abkirzung:

. /_' e- 0 Bd
o = =
2B\ —(e+7,) -0 \V/—qc.a(qe+7,).a
, , (177
\/ te-a I, Bd | cos —
2B’ cosc| —(qe+17,) .0 = V —-alge+q).a
so folgt aus (175) und (176) im Gebiete I:
T 22— 1— @
~a D \/]____\ : ~¢
sinhz(, —a% |+ 1—22
2 ) (178)
D
sinh3<r) \/1—x2>
G el - Y

(qL+ql) a sinh? (D

_/

V=P |+ 1

Die Werte von ¥; und |8g|? ergeben sich aus (178), wenn
dort x durch &/, D durch D' und i!l durch € ersetzt wird.

Im Gebiete II aber erhalten wir:

T j2 = _ 13—1 @

(D R 5 179)
sm-(2 \/,1'-—1)+,¢'-—1 (179)

W
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, A
- sin‘z(lg \/.'t"l——l/
gt O - — g (179
. . D el
(@e+0,).0 sin? <~¢~ \V#i—1 ) + a2 —1

und daraus wieder |@,/2 und ¥g|? durch dieselben Vertauschungen
wie oben. Man {berblickt sofort, da der Energiesatz wieder
erfillt ist.

Die Formeln (178) gelten gemdf (161) fiir 42 << 1, die Formeln
(179) fir »*> 1. Fir 22 = 1 folgen aus unserer Ndherungslosung
nach (174) zwar unendliche Werte der Hauptwellenamplituden, die
Formeln (178) und (179) ergeben aber auch in diesem Falle endliche
und tibereinstimmende Werte fiir |,/ und |€z[? nédmlich:

Dz
- 1, Qe 4,
€ 2= W gt = — @ (180)
Dy @+T)- 0D

4 4
Das Maximum flir RQg|? liegt bei 22 =0, also bei p. =0 und
die Intensitdtsverteilung ist bei einer Nebenwelle in erster Niherung
wieder symmetrisch beziiglich der Nullstelle von p, ein Er-
gebnis, das von dem entsprechenden P. P. Ewalds® abweicht.
Im ganzen Gebiete I bleibt die Reflexion fiir hinreichend grofie
Werte von D sehr stark. Mit den im vorigen Kapitel beispielsweise
angenommenen Groflenordnungen wirde, bei einer Plattendicke von
01 mm, |8,|* gemiB (180) selbst fiir 22=1 noch unter 10%, von
L bleiben. Im Gebiete Il nimmt dann mit zunehmendem x* die
Reflexion ab, jedoch mit starken Schwankungen, analog wie es
bei der »Pendellosung« des vorigen Kapitels der Fall war.
Durch Wiederholung der entsprechenden Uberlegungen des
4. Kapitels und mit denselben Voraussetzungen wie dort kénnen
wir auch jetzt wieder den gesamten in der Richtung g.+7, re-
flektierten Energieflu abschitzen. Wir erhalten dann zunichst an
Stelle der Gleichung (145):

X +1 Sinh? D 1—2\
a._l2 ) ge-Q 34xB sl <2 \/ 7 /)
a\|QR|? =& — — 7 — da 2] 3
@eFaq)-al sinh2 ( 5 \/1—,1"3)+1—.1'2
M —1 2
(181)
, . . /D,
e sin? (D \/#2—1 ) o sin? <—2 Vai—1 )
7 dx
S— D ,— -
sin‘3<§ \/,1"3—1()+.1'?—1 ) 5in‘3<2 /¥ 1 a1

1 L. c. p. 393. (Nahezu streifende Incidenz oder Reflexion haben wir
geschlossen.)
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Das erste Integral konvergiert flir hinreichend grofie Werte
von D ersichtlich gegen den Wert Zwei. Das zweite und dritte
Integral bleiben jedenfalls kleiner als Eins, wie man sofort erkennt,
wenn man beachtet, dafi:

(D
sm-(? V2 —1) :

< 5

sin? (12) \/;fl) g A

ist. v, und —ux, sind ja jetzt gemidfl (138) und (177) positive
Groflen, von denen wir lbrigens wieder voraussetzen wollen, dafl
sie im allgemeinen hohe Werte annehmen. Transformiert man auf

die Variable 7 — \/x‘-’—l, teilt dann das Integrationsgebiet in kleine

2% L .
Intervalle von der Grofle 50} (D groB}), welche je einer Periode ent-

sprechen, integriert innerhalb jedes Intervalles gendhert und sum-
miert schliellich, so findet man auch das zweite, beziehungsiveise
das dritte Integral fiir hinreichend grofie D merklich unabhingig
von der Plattendicke und etwa von der Grdflie 0°6. Bezeichnen
wir die Summe der drei Integrale durch S, so lautet (181):

7a

PN YA q‘a \3 47 BS
ANRr 2= o T v
und analog erhalten wir:
SN 0.0 \247nB cosé|S
INQR|12= 5\.‘-( : . 9 -
[,L A Qg e+, a) 7 (183)

Fir hinreichend grofie Werte von D, IV, x,, —x,; wird S und
S’ merklich gleich, der gesamte in der Richtung q.=+7, reflektierte
Energieflu wird dann fiir unpolarisiert einfallendes Rontgenlicht
im Zeitmittel proportional mit:

2o
— (Q+7T).a [ . 2aB
(9.4+1,) af‘” ERF:Sz’,\/ e nB S
N

Qe @ —(qe+T).a 0

Die letzte Gleichung gilt auch dann, wenn g, §,;, a nicht in
derselben Ebene liegen.

Die allgemeinen Schlufifolgerungen, svelche wir im 4. Kapitel
an die Formeln (147) bis (149) gekniipft haben, gelten ganz ebenso
auch fiir die Formeln (182) bis (184) und brauchen hier nicht
wiederholt zu werden.

Liegen g, @;, a nicht in derselben Ebene, so ‘erhalten
wir jetzt mit Berticksichtigung der den Relationen (163) und (165)
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entsprechenden Vorzeichenumkehr an Stelle der Gleichungen (151),
(152), (156) und (157) bei Verwendung derselben Bezeichnungen:

L. = cos 2. (Y + Lho) +sin o (Los+ Los)
Lr= cos o/ (&, L1+ ky bo) +sin o/ (k; L3+ %, Loy) (185)
€. = — sin o (L + Lbo) +c0s o (b3 + Lby)
Qr= — sina’ (k, &b+ ky L) +cos o (ky s+ %, 2y
Qo = cos o (7, Loy + 3o Lo2) + 5in o (75 Los+ 14 Los)
0 = cos o/ (1, ky Qo1+ 75 &y Loo)+-5in o (5 ky L0+, £, L6s)
Lo = -— sin o (3, by 4715 L) +OS o (5 Ros+ 51, o) (186)
0 = — sin o/ (y, &y b1+ s £y L)+ cOS & (315 2y Log+ 7, Fy L)

Aus diesen Formeln erhalten wir leicht:

— ky—Fk
€ — "__ —
Xy == COS LYy Yo vy — (R cos o—8, sina) +
+ A (€ sin o+g, cos )
sina ——
oty p 764_/%’3 ¢
5 . ky—FR,
¥, = —sinay,y, —;kv;—/-j : (T, cos o—Y, sin2) + (187)
7 . ~
+ cosayy, — » g 7 ( -sin o+ &, cos o)
La 3
Cr= cosa'k,k, Lol (@, cos 0T, sina) +
Yok =1 %y
+ sina/ &k, - KaTx (@ sin 04T, cos 2)
YN e /3]‘
Up= — sina’ %, L™l (¥, coso—,sin o) +

° Yo ko1 4

K
+ cosa kyk, —22—15.— (€, sin0+Z, cos 2)
o 7474_/3]‘ ‘ ‘
Aus den Relationen (187) ergibt sich, wenn sowohl x als 2
im Gebiete I liegen:

2+ 180 = 5 (8. cos 2—8, sina)? +

(188)

(R sin 2.+8, cos 2)?
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A\

sinh? <])) \/I—x? )

4 /

Q- a

Qr 2+I§R[2 = —

(q,»+ﬁ1).a] sinh? <I9) \/11?-)+1—,1’3

(€, cos a—Y,sin 2)? + (188)

. sina4Y, cosa)? \.

Liegen sowoh! x als 2/ im Gebiete II, so ist in den Formeln
(188), den Gleichungen (179) entsprechend, 1—z? mit #2—1, 1—x"
mit #?—1 und der hyperbolische Sinus mit dem trigonometrischen
zu vertauschen. Liegt nur #’' im Gebiete II, so sind die betreffen-
den Vertauschungen nur in den zweiten Gliedern der Formeln (188)
durchzufiihren.

Fillt unpolarisiertes Rontgenlicht ein, so kdnnen wir im Zeit-
mittel wieder:

1

[(R. cos a—8, sin 2)*],, = [(&, sin o2+, cos )% = 5

[QEJHI
setzen, wodurch die Formeln (188) mit jenen identisch werden,
welche unter gleichen Voraussetzungen fiir den Spezialfall, daf
ey, @ in derselben Ebene liegen, folgen.

Der Fall, dal ein unpolarisierter Rontgenstrahl senkrecht ein-
fallt und 7 Nebenwellen auftreten, welche jedoch den Symmetrie-
bedingungen gentigen, wére auch jetzt wieder leicht zu erledigen,
wiirde aber nichts wesentlich neues lehren.

6. Allgemeine Diskussion der Theorie.

Die Ergebnisse unserer Deduktionen zeigen eine sehr weit-
gehende Ubereinstimmung mit jenen, welche P. P. Ewald auf Grund
der korpuskulartheoretischen Krystallgitterhypothese erhielt. Das
war insoferne zu erwarten, als die Annahme einer allgemeinen
periodischen Struktur der Krystalle die diskontinuierliche Gitter-
struktur als Spezialfall mit umfaBt. Ein physikalisch wesentlicher
Unterschied besteht jedenfalls darin, dafl wir nur eine Periodizitit
gewisser Materialkonstanten voraussetzten, wihrend die. Korpus-
kulartheorie die einzelnen Atome oder Ionen, welche das Gitter
bilden, als schwingungsfdhige Individuen auffafit, die unter dem
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Einfluf des »erregenden« Feldes Wellen aussenden, deren Zu-
sammenwirken die tatsdchlich beobachteten Erscheinungen bedingt.
Es wire eine reizvolle und wohl nicht allzu schwierige Aufgabe
der mathematischen Verwandtschaft dieser beiden physikalisch so
grundverschiedenen Losungen im einzelnen nachzugehen. Hier
sollen die Zusammenhinge nur durch eine auch physikalisch
interessante, rein kontinuitdtstheoretische Variante beleuchtet werden.
Nehmen wir an, wir wiren durch Spezialisierung fiir das Rontgen-
gebiet zu folgenden Differentialgesetzen gelangt:

a¢
S ks, = c, rotm (la)
ont
5 =% rote (ay
05, B
g 57 + 7T, — ke (Il a)
a1,
g’ *Bit— — 735, =0 (IV a)'

3, T, Sollen wieder vektorische Zustandsvariable bedeuten. Sind
nun die Materialkonstanten g, &, , # samtlich proportional mit f,
wie es in Gleichung (23) definiert wurde und hat § speziell nur
innerhalb gewisser Raumteile (merklich) von Null verschiedene
Werte, so sind die Gleichungen (llla), (IVa) eben die Schwingungs-
gleichungen jener Raumteile, welche vermdge ke mit dem elektri-
schen Vektor, dem »erregenden« Feld verkoppelt sind. Die Riick-
koppelung durch ks, ist eine Forderung des Energieprinzips. In
den Raumteilen, wo $§ von Null verschieden ist, haben wir dann
gewissermaflen die mitschwingenden Atome, wo es Null ist, bleiben
nur die ungestérten Maxwell'schen Gleichungen {ibrig. Die ange-
schriebenen Differentialgesetze, welche formal mit jenen der Korpus-
kularen Dispersionstheorie {ibereinstimmen, entsprechen bei solchen
Voraussetzungen einer rdumlichen Struktur, die der korpuskuiar-
theoretischen Auffassung einigermaflen nahekommt.

Integrieren wir nun diese Differentialgesetze wieder mittels
der Ansitze (27), so folgt aus (Illa) und (IVa):

il } — .
88—’

und dann aus (Ie) und (Ila), wenn wir noch:

a8 _ 8 _ v __
= = g,
So g() 10 kr)

setzen:
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4 kZ O‘, A\ . C‘! .
(148520 )¢ =T UXVX¢
\ 7’()—P'g0 00 / ]7‘
: : ko &b . .
Eine Gleichung, welche, da ———-2——+ rdumlich konstant ist,

75— 5o &0
der Relation (31) in mathematischer Hinsicht vollkommen entspricht.
k380
re !
voraussetzen, was aber keineswegs notwendig ist und dann alle unsere
Deduktionen formal identisch wiederholen. Man gelangt zu genau
denselben Ergebnissen, da, wie man leicht erkennt, e jetzt auch
bezliglich der Grenzbedingungen und des Energieflusses an die
Stelle von & tritt. Ich bin in dieser Arbeit von den auf optischem
Gebiete gut bewdihrten Jaumann'schen Differentialgesetzen aus-
gegangen, die soeben besprochene Variante entspricht dem Typus
der Differentialgesetze, wie ich sie in meiner Wirmestrahlungsarbeit!
verwendet habe. Natlirlich wédre auch die hier ad hoc eingeflihrte
Variante einer entsprechenden Ausgestaitung fahig, worauf in diesem
Zusammenhange nicht eingegangen werden kann. Wir sehen jeden-
falls, wie wenig durch das Zutreffen von Deduktionen auf einem
Teilgebiet die richtige Form der zugrunde liegenden Differential-
gesetze festgelegt erscheint. Erst das ZusammenschweiBlen moglichst
vieler Erscheinungsgebiete zu einem einheitlichen, geschlossenen
System von Differentialgesetzen vermag das mit einiger Sicherheit
zu leisten. Ein Eingehen auf numerische Einzelheiten wére derzeit
woh] verfritht. Unser Ansatz fiir § ist so allgemein, dafl er alle
moglichen Gitter mit beliebiger Basis als Spezialfdlle enthdlt. Vom
kontinuitdtstheoretischen Standpunkt wird man natirlich keinen
nahezu oder vollkommen diskontinuierlichen, vielmehr einen
wesentlich glatten Verlauf der Ortsfunktion @ vermuten. Durch die
Ortsfunktionen B sind die Koeffizienten B, der Fourierentwicklung
gegeben, welche wieder in den Intensitdtsformeln fiir die abgebeugte
(reflektierte) Réontgenwelle auftreten. Nun sind aber einerseits immer
nur relativ wenige Glieder der Fourierentwicklung der Beobachtung
zuganglich, andrerseits hidngen die Intensitdten, wie wir gesehen
haben, auch noch von anderen Faktoren ab. Ich verweise insbe-
sondere auf den Spezialfall mehrerer Nobenwellen, welchen tvir
durchgerechnet haben und merke an, dafl die gegenseitige Be-
einflussung der Intensitédtsverhéltnisse im Falle mehrerer Nebenwellen
bei weniger einfachen Voraussetungen jedenfalls merklich kompli-
zierter wird. Ist auch das Stehenbleiben bei der ersten Ndherung
im allgemeinen wohl unbedenklich, so waren doch unsere Ausgangs-
gleichungen selbst schon iweitgehend idealisiert und schliefllich
haben +wwir flir die Berechnung des Energieflusses wieder neue

Wir konnen etwa noch p?g,g; klein gegen 7§ und

1 E. Lohr, »Wirmestrahlung und Kontinuititstheorie«.  Wiener Denk-
schriften, 1923.
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vereinfachende Annahmen benutzt (z. B. schon beim Ansatz fiir die
Intensitdt der einfallenden Réntgenwelle). Mit Berlicksichtigung aller
dieser Umstdnde erscheint es wohl aussichtslos, aus dem derzeit
vorliegenden Material {iber Intensititsmessungen auf den Gesamt-
verlauf der Ortsfunktion f in den verschiedenen Krystallen
schlielen zu wollen.

Was die Wellenlingen der Rontgenstrahlen betrifft, so fiihren
unsere diesbeziiglichen Formeln, welche ja mit jenen der Korpus-
kulartheorie im wesentlichen formal identisch sind, natiirlich auch
zu denselben relativen Wellenldingen. Uber die absolute GroBe
der Rontgenfrequenzen 146t sich vom kontinuitéitstheoretischen Stand-
punkt aus solchen Messungen so lange nichts Bestimmtes schlieflen,
als uns keine anderweitigen Erfahrungen {iber die absolute Grofie
der Konstanten v, v,, v, zur Verfligung stehen. Solche Erfahrungen
werden wir aber erst gewinnen konnen, wenn der Einflul der
periodischen Struktur auf andere Erscheinungsgebiete kontinuitits-
theoretisch erschlossen sein wird. Auf die geringfligigen Ab-
weichungen, welche die relative Wellenldngenbestimmung zu be-
einflussen vermogen, wurde ausdriicklich hingewiesen. Sie ergeben
sich dann, wenn die Intensitdtsverteilung auch in erster Naherung
nicht genau zur Richtung q.+7, symmetrisch verlduft. Wir haben
an einem einfachen Spezialfalle erkannt, dafl solche Abweichungen
durch die gegenseitige Beeinflussung mehrerer Nebenwellen hervor-
gerufen werden konnen. So interessant und charakteristisch diese
kleinen Abweichungen auch sind, darf bei ihrer Bewertung doch
wieder nicht vergessen werden, wie wveitgehend idealisiert schon
unsere Ausgangsgleichungen waren.

Zu den Idealisierungen, die wir uns zur Vereinfachung unscrer
Aufgabe gestattet haben, gehort auch die Voraussetzung des exakten
Verschwindens der Absorption. Die Absorption kann leicht be-
riicksichtigt werden, wenn man die Differentialgesetze (III}) und
(IV%) des 2. Kapitels durch:

- 05, ’ _
(I+8)|». gy TVIETY + 2 Xm=0 ()
€] / BTJ' / » DN AEAYS — .
(I+3)|» 5 T3 +2IVXm=0 (v

ersetzt. 3 und 3’ bedeuten dann die fiir die Absorption verantwort-
lichen Materialkonstanten. Bei der Integration ergibt sich dann slatt
der durch Gleichung (19) definierten Dyade & eine Dyade &

: . .
welche aus @ hervorgeht, wenn man in (19) 4, durch Al+7;7

47 .
und so fort, A} durch Aj+7- ws.f ersetzt. Da wir
7

)2

-

flirRontgen-

9

N
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2
frequenzen sicher gegen .di, 43, A3 und fv—z gegen Af2, A2, A} ver-

nachlédssigen diirfen, ergibt sich statt (19):

2¢ [[vk2 12N, . (yk'—’ )"F) .
(])I R s - | . ! — 01+
® V& [( A2 T A >I’l A3 Al? 1)

vk P )
—|—<Ad y,ff
Fordern wir jetzt aufier (20) noch:

y k2 ,1"’ 12 > <J’k’ jr”lz \ <)‘k") J” 23 s
9 ——— — —_— h— ———— = . —_— o'l
“(A‘f ) =2+ ) =2+ ) =

so folgt statt (31):

A i/ T A
(1+p) ¥ ;w1—4p>VXVXS. 317

Der Unterschied der Gleichung (31”) gegeniiber (31) besteht

also lediglich darin, daB }]—»<1—z é—) an die Stelle von ;% getreten

ist. Man kénnte allerdings auch noch 3 und 3/ und damit y selbst
als periodisch verdnderliche Ortsfunktionen auffassen, also etwa:

T ="+B

setzen, was fiir ecine weitere Ausarbeitung der Theorie im Auge
zu behalten wire. Jedenfalls werden die o; und die %; jetzt auch
im Lauefall komplex. Der »Pendelcharakter« der Lauelésung wird
durch die Absorption verwischt und die Intensitdt der austretenden
Wellen naturgeméif verringert. Wir wollen die etwas umstédndlichen
Rechnungen hier nur fir den Fall, da g, §;, o in derselben Ebene
liegen, an dem Beispiel der senkrecht zu dieser Ebene schwingenden
Komponente von & illustrieren, wobei wir zur \«exemfachung noch
@ gleich Null und 4 etwa von gleicher Grdflenordnung mit B an-
nehmen. Statt (66) erhalten wir zunéchst:

C() it A 9 C;.gl /
I— = (1—it) g |1— 21— J —B*=0
[ e (1 i » ) qo} [ P (\ i- ql]
und daraus mit Bentitzung der MafBbestimmung (v3) geniihert:

(2mﬂm—ip>mmdﬂﬁﬂw+u—ip>*3“:0 (189)

Fiir . =0 folgt aus (189;:
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(2 Ge+1y) -0

+
4q( a(q.+q,) (190)

—l—\/ i >“+ B2
_p 4g..a(qe+1y)-a 4qe.a(q.+7,)-a

e=ioh-— — T 4@
2Bp (@e+Ty)-a (191)

( 1 0y ) 4O
\& B (qe+Ty)-a (9c+1y).a

Dem ILauefall ((qe+q1).a>0) entsprechen jetzt zwei ver-
schiedene Losungen. je nachdem der Radikand positiv oder negativ
ist. Schreiben wir im ersten Falle (190) in der Form:

0 =it+ o, (1904)
so ergibt sich mit Beniitzung der entsprechenden Formeln des
4. Kapitels:

lg ]o J— qL S/ll'lz((;)d)
(qc'*“h) a

—92%d 72
e 2%d S\Zc

)

F( _ A
(\é"B‘E %-a) (192)
i]c~a(Qc+q1)' a

Im zweiten Falle schreiben wir:

(9 qe+7y).a

4q‘ —qc-Hh) N (1908)

DY —
— \.f p 40..a(q.+7q,).a 4q..0(q.47,).q
O =7i(%=+7%)

und erhalten dann:

g, 2= 0 sinh? (% d) e—2vd @2
(Oe+1y).0 ( Y—-ﬁ .a>2 e
\2 B].? 1 o
Q-0 (qe+1y) 0

(193)

Konvergiert ¥ gegen Null, so geht (192) in die Pendellésung (122)
uber, in (193) ist der Pendelcharakter vollstdndig verschwunden.
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Nach beiden Formeln erreicht |24/ fiir eine bestimmte Plattendicke
ein Maximum, sie bestimmt sich im ersten Falle aus:

tan (@ d) = —(:)

wo der kleinste Wert von d zu nehmen ist, welcher die Relation
erfillt. Die entsprechende Relation im zweiten Falle lautet:

tanh(xd)= —:'—

Konvergiert @, beziehungsweise % gegen Null, so nimmt |€4]2
nach (192) und nach (193) denselben endlichen Grenzwert an:

l§4|2: e -a B?d‘z.e—‘lzd s
: (qe+7,)-a 4qc-a(qe+7,)-a

&

(194)

Fiir die Relation (194) liegt das Maximum bei d:—i- und

betragt:

Wir wenden uns nun dem Braggfall zu ((q.+7,).a <<0),
dann ist der Radikand in (1905) jedenfalls positiv und wir erhalten
aus den entsprechenden Formeln des 5. Kapitels:

Qo2 — @ .
T (et -a (195)
sinh? (% d)

N - 0;-a R — g, - 2
» —s1nh(nd)+\/( 1 ).,.1
2BP\/—q.a(q.40y)-a 2Bp\/—q..a(qe+T,)- 0

cosh (%d) r Q2.

Fiir verschwindendes y geht die Formel (195) in (178) tiber,
‘wenn dort wegen p =20, ¥ =0 gesetzt wird. Man erkennt leicht,
da8 [2r|? bei gegebener Plattendicke mit zunehmendem v abnimmt
und bei gegebenem 4 mit zunehmender Plattendicke zunimmdt.

Fir d = co erhalten wir:

Qp!2 = — 98 —r_ Wee
" T —(e+0) -0 2B N/ —q. . a(q.+1,) -0
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;- \) @2
\/ \2 b’p \/— 0. a(q:+T,)- a/

also auch in diesem Falle (7,.a ist negativ) keine Totalreflexion
mehr. Mit diesen Andeutungen tiber den Einfluff der Absorption
konnen wir uns hier begniigen.

Um die Longitudinalstrahlen, welche wir aufler Betracht
gelassen haben, nachtrdaglich wieder einzufithren, brauchen wir nur
das Gleichungssystem (I') bis (IV5) am Schlusse des 2. Kapitels
durch:

90,
1408 5% +re| +av 0405 0=0
1+p)| g2 o] 47 (4B d =0 ;
+P) Eihrraa ’JS, + b [(1+p) g ] = (v

zu ergédnzen und aufierdem (I') durch:

(1+B)e,. [Bt +V(acs+br) = ¢, rotm (1)

zu ersetzen. Nehmen wir bei der Integration gemifl dem An-
satze (27) jetzt:
5, =%, =0 (196)

an, so folgt aus (I') sofort:
V. (1+p)e,.¢] =0.

Das heifit die Annahme (196) ist mit den Gleichungen (IlI}),
(IVY]) vertrdglich und das neue Gleichungssystem 1eduzlelt sich
durch diese Annahme wieder auf das alte, welches unseren De-
duktionen zugrunde lag. Umgekehrt wiirde fiir:

5,=% =0 und m=0 (197)

zZundchst wegen (3):

lred

¢ =
dann aus (I'): R
—ipQ4+V (abs+bt) =0
folgen, wodurch auch die Gleichung (II') identisch erfiillt wird. Fir

die der Annahme (197) entsprechenden »Longitudinalstrahlen«
wiirden wir erhalten:

e+ (2T [(1+8)%.) =0 (198)

worin W durch Gleichung (11) bestimmt ist.
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Sowohl im Energiefluf [Gleichung (2)] als in den Grenz-
bedingungen ([Relationen (4)] ist jetzt g, selbstverstindlich durch
(14+P)e, zu ersetzen.

Die Integration der Gleichung (198) wirklich durchzufiihren,
kann hier nicht unsere Aufgabe sein, es geniligt uns, gezeigt zu
haben, daff zufolge unserer Differentialgesetze sich Transversal-
strahlen und Longitudinalstrahlen auch in Krystallen unabhédngig
voneinander auszubreiten vermoégen. Wichtig ist, daBl sich diese
Unabhéngigkeit, wie man unmittelbar einsieht, auch auf die Er-
fillung der Grenzbedingungen erstreckt, es folgt ja aus (I') fur
Transversalwellen automatisch der stetige Ubergang der Normal-
komponente von (14B)¢e,.e und fiir Longitudinalwellen automatisch
der stetige Ubergang der Parallelkomponente von & Es gentigen
aber schon geringe Abweichungen von dem idealisierten Typus
unserer Differentialgesetze, um diese Unabhéngigkeit, namentlich
was die Grenzbedingungen betrifft, zu storen. Die Berlicksichtigung
der Absorption in der behandelten Form dndert zwar nichts an
unseren diesbezliglichen Schliissen, aber schon die Einfligung eines
metallischen Leitungsgliedes von der Form (I-+B)%F.e in die
Gleichung (I') hebt die Unabhingigkeit der Grenzbedingungen jeden-
falls auf. Es werden dann Longitudinalstrahlen durch Transversal-
strahlen lediglich zufolge der Grenzbedingungen »exzitiert« und um-
gekehrt.! Natlirlich wird die weitere Ausgestaltung der Theorie
auch das ganze Gebiet der »Fluoreszenzstrahlungen« beriick-
sichtigen miissen, wodurch eine tiefgreifende Umformung der Dif-
ferenzialgesetze notwendig werden wird.

Zusammenfassung.

Die Jaumann'sche Idee einer periodischen Struktur der Krystalle
wird zur Grundlage der mathematischen Behandlung der Rontgen-
strahlausbreitung in Krystallen gemacht. Das 1. Kapitel erortert
allgemein den Kkontinuitdtstheoretischen Standpunkt flir dieses Er-
scheinungsgebiet. Im 2. Kapitel werden die Jaumann’schen Dif-
ferentialgesetze in der vom Verfasser fir die Krystalloptik gepriagten
Form als Ausgangspunkt gewihlt und es wird dann lediglich tber
die Materialkonstanten in geeigneter Weise verfiigt, wobei insbe-
sondere gewisse Materialeigenschaften als periodisch verdnderliche
Ortsfunktionen aufgefafit werden.

Das 3. Kapitel bringt eine ndherungsweise Integration der auf-
gestellten Differentialgesetze. Es zeigt sich, dafi die periodische
Struktur im optischen Gebiete keinen merklichen Einflu§ austibt,
da die durch die periodische Struktur bewirkte Zerstreuung hin-
reichend Kklein gehalten werden kann. Im Rontgengebiet (hohe

1 Siche auch E. Lohr, »Das Problem der Grenzbedingungen in G. Jau-
manns clektromagnetischer Theoric 1L« Wiener Ber., 1912, p. 662.
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Frequenzen) kodnnen aber neben der Hauptwelle noch andere ebene
Wellen mit vergleichbarer Amplitude auftreten, die Nebenwellen ge-
nannt werden. Die Bedingung fiir das Zustandekommen dieser
abgebeugten Wellen entspricht vollkommen der Laue’schen. Die
weiteren Rechnungen, auch in den folgenden Kapiteln, beschrdnken
sich meist auf den Fall, daff die Hauptwelle nur von einer
Nebenwelle begleitet wird und bleiben durchwegs bei der ersten
Niherung stehen.

Das 4. Kapitel 16st das Grenzproblem im Lauefall, das
5. Kapitel im Braggfall, und zwar naturgemdfi mit voller Bertick-
sichtigung der Polarisationsverhiltnisse. Die Ergebnisse stimmen,
soweit es sich um derzeit nachpriifbare Erscheinungen handelt, mit
jenen der Korpuskulartheorie sehr weitgehend {iberein. Im letzten
Kapitel wird zundchst gezeigt, daff auch ganz anders geformte
Differentialgesetze zu denselben Deduktionen fithren wiirden und
auf die formale Verwandtschaft dieser Variante mit Kkorpuskular-
theoretischen Vorstellungen hingewiesen. Es wird dann betont, daf
erst die Erforschung des Einflusses der periodischen Struktur auf
andere Erscheinungsgebiete die Kontinuitdtstheorie in die Lage ver-
setzen wird, liber numerische Verhiltnisse, speziell auch Uber die
absolute Groie der Rontgenwellenlingen, bestimmte Aussagen zu
machen. Schliefllich wird noch der Einfluf der Absorption kurz
erortert und der Zusammenhang mit dem Gebiete der Longitudinal-
strahlen angedeutet.
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