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Uber
Minimalbasen fiir Korper rationaler Funktionen

Von

Ph. Furtwingler in Wien
(k. M. d. Akad. d. Wiss.)

(Vorgelegt in der Sitzung am 7. Mai 1925)

Bedeutet & eine Permutationsgruppe in 7 Variabeln, so bilden
alle rationalen rationalzahligen Funktionen, die bei den Permuta-
tionen von & ungedndert bleiben, einen (Lagrange’schen) Funktionen-
korper. Lagrange hat tiber diese Korper zuerst bewiesen, daf§
man ihre Funktionen als rationale rationalzahlige Funktionen von
n+1 Korperfunktionen darstellen kann, von denen # als die ele-
mentarsymmetrischen Funktionen der # Variabeln gewdidhlt werden
konnen. Diese n+1 Funktionen sind natiirlich algebraisch abhingig.
Kommt man bereits mit # (algebraisch unabhidngigen) Funktionen
aus, so wird das System dieser Funktionen nach E. N&ther als
eine Minimalbasis fiir den betrachteten Funktionenkodrper bezeichnet.
Die Frage nach der Existenz einer solchen Minimalbasis ist bisher
nur in wenigen Féllen beantwortet.

Die folgenden Untersuchungen geben einen Beitrag zur Losung
dieser Frage, aus dem unter anderem hervorgeht, daffi flr die
rationalen rationalzahligen Funktionenkorper, die zu den transitiven
auflésbaren Gruppen der Grade 3, 5, 7, 11 gehdren, Minimalbasen
existieren, die zum Teil explizit angegeben werden.

Die folgenden Untersuchungen sind bereits vor mehr als zwei
Jahren ausgefiihrt, aber bisher nicht publiziert. Inzwischen hat auch
Herr S. Breuer mit Unterstiitzung von Fil E. Nother sich mit
der Frage der Existenz von Minimalbasen fiir metazyklische Gruppen
beschiftigt.! Soweit man aus den bisherigen Publikationen ent-
nehmen kann, ist der von den genannten eingeschlagene Weg
gerade entgegengesetzt dem hier gewdhlten. Wihrend dort der
Weg von der vollmetazyklischen Gruppe zur zyklischen genommen
wird, gehe ich den umgekehrten Weg. Eine allgemeine Losung des
Problems ist bisher noch nicht erreicht.

§ 1.

Es sei p eine ungerade Primzahl und die aus den Potenzen
der zyklischen Permutation (¥y%,...%,_;) = S, gebildete Gruppe
sei 3, Der Kérper, der aus allen gegeniiber 8, invarianten rationalen

1 Zur Bestimmung der metazyklischen Minimalbasis von Primzahlgrad, Math.
Ann., 92 (1924), p. 126.
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Funktionen mit Koeffizienten aus R (1) besteht, heifie z,. Es handelt
sich dann um die Frage, ob fiir diesen Korper eine Minimalbasis
existiert. Wir filhren die Lagrange’schen Resolventen ein:

§ = xy+Lix, + x4+ .. L Dig,
indem wir mit ¢ eine primitive pt Einheitswurzel bezeichnen, so
daf &,’ = &i-{—mp ist.

Es sei ferner g eine Primitivwurzel fiir p. Wir verwenden nun
€, als eine Basisfunktion und setzen weiter:

N =& &% - .53;7:22,- (=12...p—1) M

wobei die Exponenten die Bedingung

p—2

D gra=0() @)

befriedigen sollen. Wenn (2) erfiillt ist, sind die Funktionen
gegeniiber 8, invariant, da

S& =%

ist; sie besitzen aber Koeffizienten aus R ({). Gelingt es nun,
die Exponenten ¢; so zu bestimmen, daf die Funktionen
€5 My Me- -fp—1 €ine Minimalbasis fiir den zu 8, gehorigen
Funktionenkdrper mit R (¢) als Koeffizientenbereich bilden,

so kann man auch eine Minimalbasis flir &4, finden. Denn
setzt man

h =& M E+LEH P+ . . +5H-1ME,

wo die g;(x) rationale, rationalzahlige Funktionen der x bedeuten,
so gehdren diese zu %, und bilden zusammen mit §, eine Minimal-
basis fiir k,. Denn die Funktionen 7; gehen aus 7, einfach durch
zyklische Vertauschung der g;(x) hervor; es sind also alle 7; als
ganze lineare Funktionen der g;(x¥) mit Koeffizienten aus R ({) dar-
stellbar.

Damit die Funktionen &, 1;(: =1, 2,. .p—1) eine Minimal
basis bilden, ist notwendig und hinreichend, dafi alle Ausdriicke:

A=y 3
in denen die Exponenten die Kongruenz
p=2
D gh=00) @)

k=0
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pefriedigen, rational durch sie darstellbar sind. Dafl diese Be-
dingung notwendig ist, ist evident; daBl sie auch hinreicht, folgt
daraus, daf alle ganzen Funktionen der (G =1, 2,...p—1), die
gegentiber Bp invariant sind, aus Termen 4 mit konstanten Mul-
tiplikatoren zusammengesetzt sind.

Um die Darstellbarkeit aller Funktionen (3) festzustellen, ge-
nigt es, diese Darstellbarkeit fiir die folgenden speziellen p—1
Funktionen:!

E8Ei (i=1,2,. .p—2), & (4)
nachzuweisen, da die Gleichung besteht:

Hey L= (reeh (G T G b

wobei der Exponent von § zufolge (2') durch p teilbar ist.

Es sollen also jetzt Bedingungen fiir die Exponenten e; ge-
funden werden, damit die Funktionen (4) rational durch &, 7; dar-
stellbar sind. Wir setzen:

€ €. -€psg
€p—2€y. .Cp_3 —A

e, ¢,. .¢

1 2 0

Es muff dann selbstverstdndlich Ag=0 sein, weil andernfalls
die Funktionen w; algebraisch abhdngig wiren. Man kann dann
durch Auflésung der Gleichungen (1) nach den §; diese als Potenz-
produkte der v; mit im allgemeinen gebrochenen Exponenten dar-
stellen. Daraus kann man schliefen, dafi ein Ausdruck A aus (3),
der nicht als Potenzprodukt der y; mit ganzen Exponenten dar-
stellbar ist, iberhaupt nicht rational durch die 7; darstellbar ist,
weil andernfalls sich eine nicht identische Gleichung zwischen den
N ergeben wiirde, was ihrer algebraischen Unabhédngigkeit wider-
spricht. Soll also A rational durch die 7, darstellbar sein, so miissen
p—1 ganze Zahlen zj, z,,...z,_, existieren, so daf§

Jogfi fp—o — R0, 7 Zp_ _
&1°Eg1’ .« g;—?,z — 7]10 qgl. . ‘“[Igg_; (’nk - nk+1;;p)n

Fihrt man hier fiir die 7; ihre Werte aus (1) ein, so erkennt
man, daf} die Exponenten z; die Gleichungen befriedigen miissen:

€ Fotepoz ... e 2y =1,
e, zyte, z4...tez, s —Jf

®)

€p—gZytep_s2 4+ ... € Zp2 :ﬁ,_zl
—_—
1 Diese p—1 Funktionen bilden zusammen mit &, eine Minimalbasis, wenn
{115 Koefﬁzientenbereich der Korper der pten Einheitswurzeln genommen wird. Daf
In diesem Falle fiir jedes p eine Minimalbasis existiert, ist ein spezieller Fall eines
allgemeinen Satzes von E. Fischer; vgl. Math. Ann., 77 (1916), p. 81.
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Gemidf (4) sind die Exponenten ¢; so zu wihlen, dafl die
Gleichungen (b) fiir

So=—8&,/i=1,=0 Gjif)=12,. .p—2 (6)
und fir
h=pfi=fi=. -=fr2=0 G
ganzzahlige Losungen z; haben. Ich bezeichne die Losungen fir
die Konstantensysteme (6) mit 2{, 2{,. .z;’)_ , 6=1,2,. .p—2)
und fiir (7) mit 2y, 2,,. .Zp_o.
Bezeichnet man die algebraischen Minoren der Elemente der
Determinante A mit E; so erhidlt man

zg)zm’ zgﬁ>::¢£3’E__2—LEi_1’_
A A
; —g'E,+E;
zI(})_ZZ————g lA +1 @®)
_ E _ E,_ _ E

Es ergibt sich zunichst, da A durch p teilbar sein muf.
Denn multipliziert man die Spalten von A der Reihe nach mit
1, g £%. .gP~% und addiert zur ersten Spalte, so erscheinen in
dieser zufolge (2) lauter durch p teilbare Zahlen. Ich behaupte,
dafl A = 4= p sein muB. Es modge A genau durch g¢” teilbar sein,
wo g eine von p verschiedene Primzahl ist. Es ist dann die ad-
jungierte Determinante A genau durch ¢"®—? teilbar. Andrerseits
folgt aus (9), dafl E;= 0 (¢g") und daher A =0 (¢"®~) ist, was fiir
>0 zu einem Widerspruch fiihrt. Es mufl also A eine Potenz
von p sein. Wiare A durch p? teilbar, so wiirden nach (9) die
Kongruenzen E;=0 (p) folgen. Es hédtte daher die durch die
Determinante A bestimmte Matrix mod. p hochstens den Rang p—3.
Es mifiten sich also zwei Zeilen, etwa die #*¢ und die %% (k= i),
mod. p als lineare Kombination der {ibrigen darstellen lassen. Wihlt
man nun in (8): fi_y—=— g¥*, fr_i—=1 und alle {ibrigen f gleich

Nulj, so ist die Kongruenz Z £'f;= 0(p) erfiillt und das System (5)

hétte fiir diese Werte f keine Losung.
Die Matrix (A) hat also mod. p den Rang p—2, es konnen
nicht alle E; durch p teilbar sein und es muf§ A =4 p sein.

Es soll jetzt nachgewiesen werden, dal die Bedingungen:

pr=2
A=tp, Z eig'=0(p) (10)

i=0
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fir die Exponenten ¢; hinreichend sind. Zunédchst werden die %;
ganze Zahlen, und zwar z; = %+ E, , ; (E,—y = E). Ferner folgt
aus bekannten Determinantensétzen:

e Eyt+e E+. . +epoE, y—=4p
e, Eyt+eE+ .H4e E, o=

11
epsEgt+e E,+. .+ep 3E, »—=0 [
Dementsprechend miissen auch die Kongruenzen gelten:
e Eyte B 4. .4e oE, s=0(p)
e, Eyte, B+ ek, =0(p) (11

epaEyt+e, Ei+. e_sE, »=0(p)

Fafit man diese al$ Bestimmungskongruenzen fiir die Un-
bekannten E; auf, so miissen sich die Verhéltnisse der E; aus ihnen
eindeutig mod. p bestimmen lassen, da die Matrix (A) mod. p den
Rang p—2 hat. Setzt man aber

EOIEl -1Ep—2513g-’~ g2 (p),

so sind zufolge der zweiten Gleichung (10) die Kongruenzen (11/)
erflillt. Es wird daher allgemein:

E;= g'—*E; (p),

woraus sich die Ganzzahligkeit der Exponenten z({) gemdif (8) ergibt.

§ 2.
Wir geben einige numerische Resultate.
[ p =31
g=—1;¢=2, ¢ =—1 (12)
1
A= 2_1_2 =3 Ze,-gf: 24+1=0(3)
! =0
M, = &E3L =& & (13)

DaB £, 1,, n—1 eine Minimalbasis fiir den zu J; gehdrigen
Funktionenkérper bilden, folgt aus den Formeln:

= &=y

® 1 Riir diesen Fall ist eine Minimalbasis bereits von F. Seidelmann
Dissertation, Erlangen, 1916, angegeben.
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Setzt man:
. Ty =& G+E-8Gh
so wird:
_ [B343x —xf]—6xy 3 %,

_ [Bryat—af]—6 1,1, 7,
r2—x x
0 (1248

[ —% %]

& » (14

) -1

wobei [ ] zyklische Summierung bezeichnet, also z. B.:
[¥or] = g3, + 237, + 437,

Die drei Funktionen £, =[#,], &, &1 bilden dann eine
Minimalbasis fiir £,. Zur Bestitigung geben wir die Formeln:

E—f—g g8
["'o’ﬁ]: 0 g? ggl glb 1
3_ g3 g3 2 (15)
Yo . = &0—g1_g—1_3 Eo (g%+g11_g1g—1)
07172 27
II. p = 5.
£=2,¢,=1,e,=1,¢6,=0,¢,=— 1. (16)
1 1 0—1 .
—1 1 1 0f_ o .
01 1 1 _5,Zeig — 142—23=0(5).
1 0—1 1 =0
m:_g,._g_gi (==%=1,=%2) (17)

Um zu zeigen, daB die Funktionen &), 7;(? = == 1, &= 2) eine
Minimalbasis fiir den zu 3, gehorigen Funktionenkoérper bilden,
seien folgende Formeln angefiihrt:

St =Mz
§r26 =ttt & =it i —, (18)
S =t
Um eine Minimalbasis fiir 2, zu bestimmen, setze ich:

1 £ L
S s - et NI ACI AL ACIS

Setzt man dann:
§66 16 s = N=[at—x,x 2, 2,—5 3%, %,—5 224, %] +

+ Y @a—nr42dnm), (19
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wo [ ] wie frither zyklische Summierung bedeutet, wahrend L zur
Abkiirzung fiir symmetrische Funktionen steht, so kommt:

WXy 2 A2 X2 X Koy gD '
[’LO}V4 -+ 2 x5 % - XoXoiXs 70] , (Z =1,2,3, 4) (2\«’[ — xi+5m)' (20)

8i

Die Funktionen §, = [%,), &;, &2, & &, bilden dann eine Mini-
malbasis flir Z;.

L. p = 7.
g=3,e,=1,e,=1,¢,—e,—¢;,=0,¢, =— 1. 21
1 1 0 0—1 O
0 1 1 0 0—1 )
-1 0 1 1 0 0 N
—_— Ol — 24 —
01 0 1 1 o= 7,Ze1g_1+3 3+=0(7).
0 0—1 0 1 1 =0
1 0 0—1 0 1
&k
N = G==1,24243). (22)
Y

Um zu zeigen, dafl die Funktionen &, 7; eine Minimalbasis

fir den zu 3, gehorigen Funktionenkorper bilden, geniigen folgende
Formeln:

& & =07 5, E =My
& &7 = N T NN s €18 =M~ (23)
E38 = mnian—om, & = nintan 2 eyt

Die Berechnung der Funktionen g; die eine Minimalbasis
fir %, bilden, bietet keine Schwierigkeit.

V. p =11
g=2,e,=¢, =1, = —1, alle librigen ¢; Null.

9
gt = 14+2—28=0(11).
g (11)

i=0
Fiir die Determinante A ergibt sich der Wert:
— N (1+8+62)- N1—4—2) = — 11,

wo {, eine primitive 5! Einheitswurzel bedeutet.
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Die Funktionen 7; haben die Werte:
Eiui

S3i

f==1,42,.

e

N = (29

§ 3.

Hat man eine Minimalbasis fiir den zur zyklischen Gruppe §,
gehorigen Funktionenkorper %, in der hier angegebenen Gestalt ge.
funden, so gelingt es unter gewissen Voraussetzungen, daraus eine
Minimalbasis fiir die zu den Ubrigen metazyklischen Gruppen des
Grades p gehorigen Funktionenkdrper abzuleiten. Es soll dies zu-
ndchst fiir p =5 ausgefithrt werden. In diesem Falle treten aufier
35, die durch S = (01234) erzeugt wird, noch zwei metazyklische
Gruppen &,, und ®,, auf, bei denen zu S als zweite Erzeugende
2 = (14) (23), respektive ¢ — (1243) hinzutritt. Die in (20) ange-
gebenen Basisfunktionen g; erleiden bei Anwendung von #2, re-
spektive ¢ einfach die durch die Indexvertauschungen angegebenen
Vertauschungen. Um daher fiir die @,, eine Minimalbasis zu finden,

hat man einfach {g1 (5’4} als zwei Variabelnreihen aufzufassen und
2 O3

flir die symmetrischen Funktionen der beiden Reihen eine Minimal-

basis anzugeben, was bei den symmetrischen Funktionen beliebig

vieler Variabelnreihen bekanntlich stets moglich ist. Man erhélt in

unserem Falle als Minimalbasis fiir den zur &,, gehorigen Funk-

tionenkdrper mit Koeffizienten aus R (1):

(%) &1+ 80 82+ 830 §180 81 8o+ 838w (25)

wo die g; aus (20) zu entnehmen sind.

Um das Problem fiir die &,, zu lésen, braucht man eine
rationalzahlige Minimalbasis fiir 3,. Eine solcke ist bekannt,® soll
aber der Einheitlichkeit wegen nach der hier angewandten Methode
kurz hergeleitet werden. Wir setzen:

Yo+ Fr+ 1, = &
o+iv—x,—ixng — §

Yo— X +H— % =& (26)
Xy—iX—xy ity — &
und nehmen als Erzeugende der 3,: (0123).
Setzt man dann:
& =my, & =y, S8 =, (27)

1 Vgl. die zitierte Dissertation von F. Seidelmann.
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so bilden &, 1y, M—y, M, eine Minimalbasis mit Koeffizienten aus R(3),
wie aus der Formel:

& =t ng
folgt. Schreibt man noch: 1, = & +y4, n—; = &, —I44, so erhidlt man
als Minimalbasis mit Koeffizienten aus K (1):
(Fo—H)*— (% —%,)°
Kg—, +Hy—,

$. — 2 (xy—1,) (%, —2,) (28)
BT x4 x—w,

(%], Nz = (Fg—%,)* +(H— %)% % = ,

In unserem Falle tritt an Stelle von #;|g,;, wobei die Indizes
von & mod. 5 zu nehmen sind, so daB sich als Minimalbasis fiir
den zur ©,, gehorigen Funktionenkdrper mit Koeffizienten aus R (1)
ergibt:

(8—8,)"—(8,—&,)"

818 +8i—8
<g1_g4) (gz_ga) (29)
g1_g2 +g4_g3 ’

wobei die Werte der g; wieder aus (20) zu entnehmen sind.

Auf Grund der durchgefiihrten Entwicklungen ist es maoglich,
das Problem, alle rationalzahligen metazyklischen Gleichungen fiinften
Grades mit vorgeschriebener Gruppe anzugeben, in abschlieBender
Weise zu behandeln. Ich werde bei anderer Gelegenheit darauf
ndher eingehen.

[xo]; g1 +g2 +g3 +g4a (g1_g4)2 +(g2 _gs)gs

§ 4.

Analoge Entwicklungen wie fiir den Grad 5 lassen sich auch
fiir die Grade 7 und 11 durchfithren, so daffi man fiir alle meta-
zyklischen Gruppen dieser Grade rationalzahlige Minimalbasen an-
geben kann. Um dies einzusehen, sind noch zwei allgemeine Sitze
abzuleiten.

Satz. Keuwnt man eine vationalzahlige Minimalbasis fiir die
wklische Gruppe m* Grades B, wo m eine beliebige ungevade
Zahl bedeutet, so laft sich auch eine rationalzahlige Minimalbasis
Jiir die zyklische Gruppe 2 m*"* Grades Bam angeben.t

Beweis: Eine erzeugende Permutation der Be, sei

P=(xx ... % Y1 Yin—y)-

—_—

1 Vgl. hierzu S. Breuer, Zyklische Gleichungen sechsten Grades und Mini-
malbasis, Math. Ann., 86 (1921), p. 108.
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Wir setzen dann

24y = 2z, vi—y; = (— 1y, ¢=0,1,. .m—1),
so daf}

Pz = 2i4q, Pty = —tipy Zipm = 2y Wit = i)
Prgi =z, Pru,— —u;
gilt. Wir fiihren ferner ein:

Zhoty+2i a4 . g oy =v; (=0,1,. .m—1).

Es gilt dann Pv; = —wv; und es lassen sich die u; als
rationale rationalzahlige Funktionen der v; und z; darstellen. Ist
nun F(x,y) eine zur Gruppe 8., gehoOrige rationale rationalzahlige
Funktion der x;y; so kann man sie zundchst als ebensolche
Funktion der z;, v; darstellen. Es geniigt also, die Darstellbarkeit
der zur Gruppe gehorigen rationalzahligen ganzen Funktionen G (z,v)
zu prifen. Die Funktionen missen natiirlich auch bei der Per

mutation P ungeédndert bleiben. Ist cvfof. .o~ ein Glied einer

solchen Funktion, wobei ¢ eine Funktion der z; bedeutet, so folgt
durch Anwendung von P, dafi ¢;+¢,+. .€,_1=0(2) sein muf.
Setzt man

2 - J—
Vg = Wy, VyUy == Wy,. VyUpy—1 = Wy—1,

so wird:
0 11 €am—1 — e em—1
LA ‘Unz—l - 11)}31 wy' W1
WO
ey —€y. . —Cy
Jo= 5
ist.

Es ld6it sich also G(z, v) als rationale rationalzahlige Funktion
R (z,w) darstellen. Da Pw; = w;, Pz; — %;44, bilden offenbar die
Funktionen

j; (Z)J‘ 'ﬁll (Z), 74}01 1’U1,. cMWi—q

eine gesuchte Minimalbasis, wenn die Funktionen f;(z) eine Mini-
malbasis flir den Korper der rationalen rationalzahligen Funktionen
der z; bilden, die bei der Permutation (2,%z,. .2z,—;) ungeidnder
bleiben.

Eine zweite Verallgemeinerung unserer Entwicklungen I4fi
sich in folgender Weise durchfiihren. Es sei eine Permutations:

gruppe &, = {P®»} in # Verdnderlichen x,, x,,...%, gegeben. Fiig
man dann eine beliebige Anzahl von weiteren Reihen von # Ver
dnderlichen %; z;.  hinzu (wir nehmen der Einfachheit halber zwei)
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<o bilden auch die Permutationen {PP.P{.PP} eine Gruppe ®,,.,
wenn Pj(f) und P? diejenigen Permutationen bedeuten, die aus P®
durch die Vertauschungen (x; ¥;), respektive (;, ;) hervorgehen.
Kennt man dann eine rationalzahlige Minimalbasis fir ®,, so kann
man eine solche auch fiir ,,, angeben. Ist ndmlich £ (x) i =0,
1,. .n—1) eine rationalzahlige Minimalbasis fiir ®, und setzt man:

i i i — .
' %1y1‘+x2y2+ e +2, 9 = &i (%) l (=0,1...u—1) (30)
viz oz . x 2 = hi(x,2), I
so bilden die 3% Funktionen f;, g, #%; eine rationalzahlige Mini-
malbasis fir ®&,,.. Denn mit Hilfe von (30) kann man jede rationale
rationalzahlige Funktion R (¥, ¥, 2) in eine ebensolche Funktion
R, (v & h) der x, &i, h; Uberfihren. Da die g und h; bei @, xyz UN-
geandert bleiben und die #; dieselben Vertauschungen wie bei @,
erfanren, folgt daraus die Richtigkeit unserer Behauptung.

Auf Grund der ergdnzenden Entwicklungen dieses Para-
graphen ist es mdglich, fiir alle transitiven auflésbaren Gruppen
der Grade 7 und 11 Minimalbasen hinzuschreiben.

Zum Schluf sei noch erwédhnt, da man nicht fiir alle Prim-
zahlen p die Gleichungen (10) befriedigen kann. Eine notwendige
(aber nicht hinreichende) Bedingung dafiir ist die Zerlegbarkeit
von p in ein Produkt von Hauptidealen im Kérper der (p—1)®n
Einbeitswurzeln, wie man erkennt, wenn man in bekannter Weise
die Determinante A\ in der Gestalt:

r—2
A= H (e li_+. . +ep L) =ap

i=0
darstellt, wo {,_; eine primitive (p—1)* Einheitswurzel bedeutet.
p zerféllt in & ({,—;) in ein Produkt von ¢ (p—1) Primidealen, von
denen eines gleich (p, £—,—) = p, ist. Wegen der zweiten Be-
dingung (10) ist dann

eote bprt. eI =0(p,)
und daher

r—2
p= l—l (e, +¢, Cp I e ol Cj:(ff?))’ (G p—1)=1.

i=1

Es muf also p in & ({,—;) in ein Produkt von Hauptidealen
zerfallen und eins von ihnen muB derart in die Gestalt:

—2
epte b1t .. p o B2
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gesetzt werden konnen, daf alle Zahlen

eyte U

—
p—1+ e fp—2 C]p(fl ),

wo j nicht zu p—1 relativ prim ist, algebraische Einheiten sind,
Nach den Tafeln von Reuschle zerfdllt 47 im Korper der
23ten Einheitswurzeln nicht in ein Produkt von Hauptidealen und
daher ist die Konstruktion einer rationalzahligen Minimalbasis auf
dem hier eingeschlagenen Weg fiir p — 47 sicher unmdglich. Da
aber die angegebene Zerlegbarkeit von p, die fiir alle Primzahlen
kleiner als 47 vorhanden ist, nicht geniigt, kann unsere Kon-
struktion auch bereits fiir kleinere Primzahlen als 47 versagen.
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