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Ober panalgebraische Mannigfaltigkeiten

Von

Franz Knoll (W ien)

(Vorgelegt in der Sitzung am 12. Juni 1925)

Vorbemerkung.
Im folgenden wird gezeigt, daß sich jede geometrische Ver­

wandtschaft von der Form itatja =  0 ,1 worin die Funktionen ua in 
den Veränderlichen ^  analytisch und homogen sind, durch Ele­
mentarverwandtschaften in der Gestalt

§
it7.l)7- =  q' A,,p' =  0

i

darstellen läßt, wenn § die Gattung des der Verwandtschaft zuge­
ordneten Vektorfeldes bedeutet (u =  uaea).

Es wird ferner eine Bedingung dafür angegeben, daß sich 
die durch ein System von n— 1 Formen in den beiden Veränder- 
lichenreihen g1. .j:11 und it j. .itn =  0, —  0,. %n- t  =  0 de­
finierte Verwandtschaft durch ein Produkt von Verwandtschaften 
Hat)* =  0 der Gattung § darstellen lasse.

Von benützter Literatur seien besonders angeführt: 1. L o r ia  G., 
Spezielle algebraische und transzendente Kurven. Deutsch von 
Schütte, Leipzig, 1902. 2. F roben iu s G., Über homogene totale 
Differentialgleichungen, J. f. r. u. angew. Math. (Crelle), Bd. 86, 
p. 1 — 19.

Nr. 1.

Es sei u ein kovarianter Vektor in einer euklidisch affinen 
Mannigfaltigkeit E n2 mit den Bestimmungsgrößen ita. Diese Größen 
seien als analytische Funktionen der Unveränderlichen £“ voraus­
gesetzt. Es bedeute ferner der Operator \7

0
V  —  — erj, a. —  1, 2,. .n, ( 1 )

worin ga die Einheitsvektoren sind.

1 W egen der verwendeten Schreibweise wird folgendes bemerkt: a in t)“ ist
überall im folgenden —  außer in (25) —  Index und nicht Exponent. Potenzen
werden durch Klammem (t)c')u angedeutet.

Treten in einem Ausdrucke zwei gleiche Indizes a auf, so ist über alle u.
''°n 1 bis n zu summieren. Deutsche Buchstaben werden zur Bezeichnung von
^ahlengrüßen, lateinische für extensive Größen verwendet; [ ] weist auf äußere,

aut innere Multiplikation hin.

Über den Begriff vergleiche S ch o u ten  J. A., Der Ricci-Kalkül. Berlin,
*924 (im folgenden zitiert: S ch o u ten , R. K.), p. 9 ff.
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98 F. Kn o ll,

Ist weiters

iT7 1 1 ^9 llß 3M r  i
|V” ) =  2  l ä r  Pi

dann betrachte man das System der Pfaff’schen Aggregate

tu =  ii, 2u — [V u ], zn —  [ « V « ] r

2 3-111 — [ « { v « } 3“ 1] ; 2 g« =  [ { V « }3] 1 (3)

Das PfafT’sche Fundamentaltheorem2 besagt dann:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß sich
11 in der Form

7* =  v p 1 +  V * 'q ‘W  ^

darstellen lasse, ist: rju ^ 0 ,  a < 2 §; au =  Ö, daß es sich
in der Form

§

(4b)
i

darstellen lasse, lautet au ^ O ,  a < ^ 2 §; au =  0, a >  2 3.
Dabei sind die Ortsfunktionen p* und q* unabhängig und nicht 

in allen Punkten von E n konstant. Der letzte der nicht verschwin­
denden au definiert die Klasse des Vektorfeldes 11.

F ro b e n iu s 3 hat den Fall untersucht, daß die Funktionen 
homogen seien:

« ( t £ V  .tj:") =  (t)u« ( i 'V  •£")• (öl

Er zeigte, daß jedes homogene Vektorfeld ungerader Klasse,
wenn

u\xJ =  it«£* =  U ^  (£, (6,
in der Form

ii —  — —-■V l l + f ;  u + l = t O  n
it + 1  ^  v

dargestellt werden könne; er bewies, daß jedes Vektorfeld gerade' 
Klasse unter der Voraussetzung (6) in der Form

u — \\w (8

geschrieben werden könne. Dabei ist die Klasse der beiden Vektor

1 W egen  der Schreibweise vergleiche Enzyklopädie d. math. Wissenschaften 
Bd. III, 1; A B  11, Leipzig, 1924, p. 1479.

2 S ch o u ten , R. K., p. 119 ff.

3 F r o b e n iu s ,  a. o. O., p. 6 ff.
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leider v, beziehungsweise w um 1 kleiner als die Klasse von u 
und übet dies ist

v\x '~Q ) (9 a)
beziehungsweise

w | x' =  1 (9 b)

Nr. 2.

Für das Folgende sind einige Beziehungen wichtig. Durch 
Differentiation der in (6) definierten Funktion tt und mittels des 
Euler’schen Satzes über homogene Funktionen findet man die Formel

(u + 1 )  u— V U  =  [Vw]|x', ( 1 0)

die auch für eine Konstante richtig bleibt.
Ist die Klasse von u gerade (2 §), dann folgt aus 2; | xu | x' =  0

U [{V u Y ] =  § [ { V i l }  n { V u y - 1]. ( 1 1 )

Ist dagegen die Klasse von u ungerade (2 §— 1), so folgt 
aus 2 %u\x =  0

( t t + l )2§ - i « =  [V U {V « } » - * ] .  (12)

Aus einem weiteren Satze von F ro b en iu s 1 folgt, daß das
durch

u — Uw, i t + 1 =  0, (13)

definierte Vektorfeld w von derselben Klasse ist wie das Vektor­
feld ungerader Klasse u. Es ist jedoch w \ x =  1.

Nr. 3.

W ir behaupten nun den

Satz I: Ist u ein homogenes (d. h. der Bedingung (5) ge­
nügendes) Vektorfeld der Klasse 2§— 1, beziehungsweise 2%, so 
existieren stets zwei Systeme h o m o g e n e r Funktionen y  und (f der 
Art, daß f ü r  u eine der beiden Darstellungen (4 a), beziehungsweise 
(4b) möglich ist.

Zu seinem Beweise benötigen wir eine Reihe von einfachen 
Hilfssätzen.

H ilfs s a tz  1: Jedes homogene Vektorfeld u, f ü r  welches U = 1  
ist, läßt eine Darstellung von der Form

u — V  ln 'jß+t' (14)

1 F ro b e n iu s , a. o. O., p. 6; die Klasse von u könnte höchstens um
* größer sein, sie müßte also gerade sein, was der I. Satz von F r o b e n iu s  aus­
schließt.
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zu, worin v homogen ist und v\x' =  0 ; überdies ist die Klasse von 
v um 1 Meiner als die von u.

Zufolge eines Satzes von F roben iu s , 1 der aus (11) unmittel- 
bar abgelesen werden kann, ist nämlich die Klasse eines solcher 
Feldes ungerade, es muß daher eine Funktion p1 =  ln geben, 
so daß

[ « { V ^ j ^ t V p 1^ } 3- 1] .2 (15)

Multipliziert man diese Gleichung innerlich mit %’ und be­
achtet man, daß wegen ( 12 ) tt+ 1  = 0  ist, so folgt wegen ( 10 )

[ { V « p -1] =  {Vp1 \x }[{V n y -']  (16)
und daraus

V S $ x ' = l . %  (17)

d. h. ist homogen von der 1 . Ordnung. Daraus folgt der obige Satz.

H ilfs s a tz  2: Jedes homogene Vektorfeld u, fü r welches
11 =  0 ist, läßt sich in einer der beiden Formen  (4 a), beziehungs­
weise (4 b) dar stellen, so daß die Funktionen p* homogen von der 
0tcn Ordnung, die Funktionen q' homogen von der u + 1 1c" Ord­
nung sind.

Zum Beweis setze man

=  Vp': | xr, Of =  Vq': | x' (18)

worin die p7’ und q* irgendwelche der Bedingungen des Pfaffsehen 
Fundamentaltheorems genügende Funktionen sind.

Für jede der Darstellungen (4a), beziehungsweise (4b) ist

§
[Vn] =  V j  [Vq^Vp7], wobei für (4a) q1 =  Konst. (ig

i

und daraus folgt wegen ( 10 )

§

( u + 1) 11 =  (&'■ Vp'— Sß'VqO- (20!
i

Daraus folgt wegen der Unabhängigkeit der Funktionen 
und q' im Falle (4a), was«nur, wenn u +1  =  0 ist, 3 eintreten kann

0 =  (u + 1) q* =  Vq 'l^7; Vp*j;i'' =  0; i — 2,. .§; (21

100  F. Kn o ll,

i  F r o b e n iu s ,  a. o. O, p. 6, Satz I.

- S ch o u ten , R. K., p. 123.
3 Wäre nämlich u-t-1 =(=0, so müßte die Klasse von u wegen des Satzes! 

von F ro b e n iu s ,  a. o. O., p. 6, gerade sein.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



(u +  1) q': =  V q 'j* '; V p 'IV  =  0; i =  1 ,. (2 1 '')

Aus (21) folgt dann wegen U =  0

Vp 1 |;i'/ =  0. (2 1 a)

D am it ist auch Hilfssatz 2 bewiesen.
In Verbindung mit Hilfssatz 1 folgt daraus der 

H ilfs s a tz  3: Jedes homogene Vektorfeld, f ü r  welches 11=  1 
ist, gestattet eine Darstellung von der Form

11 ~  ^  +  Y j ' q / ( 2 2 )

worin die Funktionen ^  homogen von der l tc", p' homogen von 
der 0tc", q': homogen von der 0tcn Ordnung sind.

Beachtet man die Sätze von F roben iu s (7) und (8), so folgt 
daraus der Satz I.

Man erhält also als »red u z ie r te  h om ogen e  D a rs te llu n g « 
im Falle eines homogenen Vektorfeldes ungerader Klasse 2 § — 1

u =  A  - V i l  +  V /  q' Vp'; it + 1 =j= 0, U ^ (S ;  (23)
2

beziehungsweise

u = ^  vs^ + Z / q/ v /̂; l l+ 1= 11 ̂ 1; 2̂3 ̂
2

o d e r

n =  V p 1 +  V /  q»"Vp''; u + 1 = 0 ,  U =  0; (23b)
2

darin sind die Funktionen U und q' homogen von der u + l ten Ord­
nung, p' homogen von der 0ten und ^  homogen von der 
l ten Ordnung.

Die reduzierte homogene Darstellung eines homogenen Vektor­
feldes gerader Klasse 2 §

§

u  =  |  +  J j  q'Vp', ü  e#0, (24)
2

beziehungsweise

u — y  i q'Vp', H =  0 (24 b)

Über panalgebraische Mannigfaltigkeiten. 101
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102 F Kn  o ll,

enthält die homogenen Funktionen 0ter Ordnung p':, u + l tcr Ordnung 
q' und U sowie die Funktion l ter Ordnung

Nr. 4.

L o r ia 1 legte sich die Frage vor, welche gemeinsamen Eigen­
schaften den Kurven zukämen, die einer totalen Differentialgleichung 
/jten Grades von der Form

P-((x,y) dxn~Wy^ — 0, 7 =  0 . ,n

genügen, worin P Y {x,y) Polynome in x und y  sind. Er bezeichnete 
die Gesamtheit aller derartigen Kurven als die panalgebra ische 
Klasse.

W ir betrachten in Verallgemeinerung dieser Fragestellung ein 
System von tt— 1 Formen (T ), %t homogen in der Veränderlichen- 
reihe ita von der ci;ten Ordnung, in der Veränderlichenreihe von 
der b;ten Ordnung und setzen seine Auflösbarkeit nach jeder der 
beiden Veränderlichenreihen voraus. Dieses System sei

%  (u*, £ß) =  0; a, ß =  1,. . . 11; i  — 1. . xi—  1. (T)

W ir denken uns nunmehr das System (T )  nach den ua auf­
gelöst und fragen uns nach der Klasse des natürlich nur bis auf 
einen Proportionalitätsfaktor gegebenen homogenen Vektorfeldes

u — ita erj,

Nr. 5.

Im folgenden werden die beiden Operatoren V u und V ;v ver­
wendet:

=  v  =  w e"  (26)

Es ist dann wegen der vorausgesetzten Auflösbarkeit von (T)

V Ä - J ê O , (27a)

[V s S . V , ^ .  (27b)

Es seien ferner der Vektor XT  und der Bivektor 2T  definiert
durch

li—i

i T =  ^jcnZiEi,  ( 2 8  a )
i

u—i

, T =  i -  |E ,E t\. (28b)
^ Z _ j 

i

L o r ia ,  O., p. 724 ff.
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Wir untersuchen dann das System der Aggregate

j . j , sr  =  [ j j i  j =  [ { , r } sj, ( TT)

ss_ , r =  [ , r { „ 7 > '- i ] ; ssr =  [ {ai }» ] .

t + i

Über panalgebraische Mannigfaltigkeiten. 103

Ist dann , T HIU, a S l ;  « r  =  0, a. > 1  und 5 , = , worin [ ]

ejne Gauß’sche Klammer ist, so sagen wir, das System (T )  sei be­
züglich der x von der G attung §x. Ist f die Klasse eines Vektor­

feldes, so kann man analog §x =  *2
nennen.

Es ist aber wegen der Homogenität 

1 1 - 1

die Gattung desselben

, T =  V <  (V „% , \u)E, (29)

Differenziert man %; nach V ;v unter der Voraussetzung, daß ua die 
das System (T )  identisch befriedigenden Funktionen seien, so er­
hält man

v ä  +  ( v „ s , - ! ~ ) , , = o

und daraus

V „ Z t) =  - [ V . Z ,  | -3- j )

so daß also gilt

s T  =  y />■ I [V « ] )  [£,£*].

1

Daher gilt allgemein: 

n—i

(30)

a)

i t— i

^ = 2 -  ■
1

2 8 ([ V „ • . V „ Zi, J | 2 B«) [£/, • • -S/2 §] ■ (31b)

Ist also r r ^ it— 1, so folgt aus (31a, b) wegen (27 a) aus
i-T^O rn ^ 0  und aus XT =  0 xu =  0 und umgekehrt. Es folgt 
daraus mit Rücksicht auf Satz I

Satz II: Ist ( T ) ein System von der Gattung §r, d. h. ist ent­
weder XT ^ 0 ,  wenn t ^ 2 § ;v— 1 =  f, und XT =  0, wenn r;>2£vi;— 1

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



104 F. Kn o ll,

oder vr^EO, wenn t 2 §t. =  f, und XT  =  0, wenn r > 2 § r — f
und fe rner r e i t — 1, dann existiert ein System von homogenen 
Funktionenpaar e\i p' und q', so daß (T )  durch die Funktionen

~\r

u* =  V  * q'Vp'
Z_> 
i

identisch befriedigt w ird ; unter den Funktionen p' sind wenigstens 
§x— 1 homogen von der Ordnung 0; ist t =  2§x— 1, so reduziert 
sich eine der Funktionen q': a u f eine Konstante; die Funktionen 
des Systems (p', q') sind (nach eventuellem Ausschuß der Kon­
stanten) unabhängig.

Zusat z :  Ist rJT ^ 0 ,  wenn a ^  n— 1, und ist n =  2 n7, so ist die 
Gattung von (T )  li7. Ist dagegen f l ^ O ,  wenn a n— 1 und ist 
ti =  2 i i '+  1, so kann die Gattung von (T )  entweder n7 oder n7+  1 sein.

Nr. 6.

Wir wenden uns der geometrischen Deutung des erhaltenen 
Ergebnisses zu. Zu diesem Zweck fassen wir die Größen ua als 
Überebenenkoordinaten, die Größen als Punktkoordinaten in einem 
projektiven Überraum der Stufe n auf (X n genannt als Träger der 
Punkte, Un als Träger der Überebenen).

Durch das System (T )  wird dann jedem Punkte x7 ein System 
von tt— 1 unabhängigen (Überebenen tragenden) Überflächen zu­
geordnet; diese haben im allgemeinen eine endliche Anzahl von Über­
ebenen gemeinsam; diese Anzahl möge analog wie bei L o r ia 1 
Grad g genannt werden.

Ebenso wird durch (T )  jeder Überebene u ein System von 
tt— 1 unabhängigen (Punkte tragenden) Überflächen zugeordnet; 
diese haben im allgemeinen eine endliche Anzahl von Punkten ge­
meinsam; diese Anzahl heiße der Rang r. 1

Man kann die Frage nach dem Ort aller Punkte x', aufwerfen, 
deren vermöge (T )  zugeordnete Überebenen durch einen festen 
Punkt y' gehen. Die Gleichung der entsprechenden Überfläche wird 
durch Elimination der Größen ita aus (T )  und u\y' — 0 gewonnen; 
der Ort ist also eine algebraische Überfläche $  (j;7-; Ij?) =  0.

Entsprechend umhüllen alle Überebenen u-, deren vermöge (T) 
zugeordnete Punkte auf einer festen Überebene v liegen, eine al­
gebraische Überfläche £J(ua; üp) =  0.

Da aber jedem Punkte x' (jeder Überebene u) g Überebenen 
(r Punkte) vermöge (T )  zugeordnet sind, so folgt die Reduktibilität 
1er Funktion ® bezüglich l)ß (^  bezüglich üp) also die Darstellung

1 L o r ia ,  a. 0.. p. 724.
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Über panalgebraische Mannigfaltigkeiten. 105

P © (E3; ij?) =  {nx j/ }  {u, ly1} . {ua '■/} =  0 . 1 (32 a)

a % («*; ü?) =  U [  i ( 4  j | i'} =  0. 1 (32 b)

Nr. 7.

Jedes der Vektorfelder uk ist — abgesehen von dem im Zu­
satz zu Satz II besprochenen Ausnahmsfalle — von der gleichen 
Gattung wie das System (T ) äx, d. h. es existieren q-Systeme von 
homogenen Funktionenpaaren p'x', q'* der Art, daß

*=n h-

P® (£*, tj?) =  P f  q =  0, (33 a)
i i

worin mit A y p =  0 die 1. Polarüberfläche des Punktes y ' bezüglich 
der Überfläche p =  0 bezeichnet ist.

Den Ort aller Punkte %', welche in den ihnen durch (T ) zu- 
o-eordneten Überebenen liegen — die P -K ern ü b erflä ch e  der Ver­
wandtschaft (55 (ga, tjß) =  0—  erhält man, wenn man y ' mit x' zu­
sammenfallen läßt:

© feM ?) =  <>=:©,. (34a)

Setzt man die Vektorfelder uk in der reduzierten homogenen 
Darstellung voraus, so folgt wegen der Sätze I und II

7i=g

p ® (r> f )  — p j  q1 * ̂  P1 1;• (34 b)
1

Darin sind die Funktionen p1* als homogen von den Ord­
nungen ic* vorausgesetzt. Ist auch nur eine davon homogen von 
der Ordnung 0, dann verschwindet die Funktion identisch: wir 
nennen die vorliegende Verwandtschaft eine N u llv e rw a n d tsch a ft.

Nr. 8.

In Verallgemeinerung der gewöhnlichen Bezeichnungsweise 
nennen wir eine geometrische Verwandtschaft, durch welche einem 
Punkte ein Ü b ereb en en o rt zugeordnet wird, eine a llg em e in e  
Kollineation  (kurz ^4-Kollineation); eine geometrische Verwandt­
schaft, welche einem Punkte einen Punktort zuordnet, nennen 
wir eine a llg em e in e  K o rre la t io n  (kurz .4-Korrelation).

Dann vermittelt eine Gleichung des Systems (T ) eine .d-Kol- 
•ineation, das System (T ) aber eine .4-Korrelation.

1 Der Faktor p, beziehungsweise o kann eine von den j;7-, beziehungsweise 
!1P freie Funktion sein.
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106 F. K n o ll,

Ein stem von Funktionen $ik, welches der Relation (33a) 
genügt, nennen wir ein System von S tam m funktionen  der Ver­
wandtschaft @ 0, beziehungsweise (T ).

Das System der durch den Ansatz p'* =  0 definierten —. 
Punkte tragenden — Überflächen nennen wir das zugeordnete 
System der S tam m -P -Ü b erflä ch en .

Verwandtschaften, welche sich in der Form A y p =  0 dar­
stellen lassen, heißen E lem en ta rve rw a n d tsch a ften ; ist darin 
die Funktion homogen von der 0ten Ordnung, so sprechen wir von 
Elementarverwandtschaften ers ter Art, beziehungsweise von Ele­
mentarnullverwandtschaften, anderenfalls von Elementarverwandt­
schaften z w e ite r  Art.

Ist A y p =  0 eine Elementarnullverwandtschaft, so ist 
durch A y (p +  f) =  0, worin t eine Konstante bedeutet, dieselbe 
Verwandtschaft dargestellt; eine Elementarnullverwandtschaft be­
sitzt also eine einparametrige Schar von Stamm-P-Überflächen. Die 
Elementarverwandtschaften zweiter Art besitzen dagegen nur eine 
einzige Stamm-P-Überfläche.

Der Schnittraum der Stamm-P-Überflächen p' zr 0 einer Ver­
wandtschaft

heißt eine P -H a u p tm a n n ig fa lt igk e it  der Verwandtschaft.
Ist ® (£'■, t)P) §  ( j “, tyß) $ (£“, tjß), so heißt £  ein T  eil er von % 

dabei ist vorausgesetzt, daß ($, § , $  Formen in t)P sind. Besitzt 
eine Verwandtschaft keine Teiler, so heißt sie p rim itiv , und zwar 
von der Ordnung, in der sie in t)? homogen ist.

3
Die Darstellung von u'\y' —  ^7 q': A y p* — 0 heißt die Zer-

i

« legu n g  der Verwandtschaft u\y' — 0 in Elementarverwandtschaften.
Sind die Funktionen u« irgendwelche algebraische Funktionen 

(derselben Ordnung homogen), dann nennen wir die zu der Ver­
wandtschaft uly1 =  0 zugeordnete Hauptmannigfaltigkeit p an­
a lgeb ra isch .

Man kann dann das geometrische Ergebnis so fassen:

Satz III: Die durch ein System (T ) definierte A-Korrelation 
von der Gattung %x und vom Grade g läßt sich als Produkt von 
g (prim itiven) A-Korrelationen erster Ordnung darstellen, von 
welchen jede einzelne sich in §x Elementarverwandtschaften zer­
legen läßt. In  jeder Reihe der Elementarverwandtschaften gibt es 
höchstens eine zweiter A rt und mindestens (%x— 1 ) erster Art.

Die zugeordneten P-Hauptmannigfaltigkeiten sind panalgc 
braisch.
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Satz IV : Ist die Verwandtschaft eine Nullverwandtschaft, 
so sind alle ihre Elementarverwandtschaften von der ersten A rt 
1liuj Jas System der g zugeordneten P-Hauptmannigfaltigkeiten 
ist $y-parametrig. Es geht dann durch jeden Punkt ein1 System 
von g P-Hauptmannigfaltigkeiten, deren jede in dem gegebenen 
Punkte von den ihm durch die Verwandtschaft zugeordneten g' 
Überebenen berührt wird.

Satz V : Ist die Verwandtschaft keine Nullverwandtschaft, 
so ist das System der g zugeordneten P-Hauptmannigfaltigkeiten

— 1 yparametrig. A lle P-Hauptmannigfaltigkeiten liegen a u f der 
P-Kernüberfläche. Durch jeden Punkt der P-Kernüb er fläche geht 
ein - System von g P-Hauptmannigfaltigkeiten, deren jede in diesem 
Punkte durch seine in der Verwandtschaft zugeordneten g Über­
ebenen berührt wird.

Nr. 9.

Im vorstehenden wurde — abgesehen von den Bemerkungen, die 
zur Aufstellung der Formel (32 b) führten — immer nur von der Auf­
lösung des Systems (T ) nach den ua Gebrauch gemacht. Wegen 
der vorausgesetzten Auflösbarkeit nach den £a gelten duale Über­
legungen zu den obigen in weitem Maße. Setzt man

it— i

fv %■ Ei und 2S =  2T  (35 )

i

und betrachtet man das System der Aggregate

jS, 25 , 3S =  [,5 ,5 ], ,S  =  [25 25], (SS)

2§5 = [ { 25 }3];
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ist dann aS ^ 0 ,  «5 =  0, a > ! „  und §H = ——— , so ist das

System (7 ) in bezug auf u von der Gattung §u.
Zwischen §>x und §n gilt die Beziehung \$x—
Der Satz II läßt sich unmittelbar übertragen; daher folgt 

aus (32 b)

1 Nachgewiesen ist bloß die Existenz derartiger Systeme, doch sind sie
nicht die einzigen.

- Vgl. Bemerkung zu Satz IV.
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worin den homogenen Funktionen m'* und u'* eine ähnliche Be­
deutung zukommt, wie bei den obigen Überlegungen den Funktionen 
p'* und q'7'.

Den Ort aller Überebenen u, welche durch die ihnen vermöge 
(T ) zugeordneten Punkte gehen — die P-Kernüberfläche der Ver­
wandtschaft $ (ita; öß) =  0 — erhält man, wenn man o mit u zu­
sammenfallen läßt:

Die Überflächen u'* =  0 bilden ein System von Stamm-is- 
Überflächen der Verwandtschaft. Die Durchschnittmannigfaltigkeit2 
eines solchen Systems heißt die P-Hauptmannigfaltigkeit der Ver­
wandtschaft.

Man kann dann unmittelbar die zu den Sätzen III, IV, V 
dualen Sätze aussprechen:

Satz III a: Die durch ein System (T ) definierte A-Korrelation 
von der Gattung %n und vom Range r läßt sich als Produkt von r 
A-Korrelationen erster Ordnung darstellen, von welchen jede einzelne 
sich in $n Elementarverwandtschaften zerlegen läßt. In  jeder Reihe 
der Elementarverwandtschaften gibt es höchstens eine zweiter Art 
und mindestens (ßn— 1) erster Art. Die zugeordneten E-Haupt­
mannigfaltigkeiten sind panalgebraisch.

Satz IV  a: Ist die Verwandtschaft eine Nullverwandtschaß, 
so sind alle ihre Elementarverwandtschaften von der ersten Art 
und das System der r zugeordneten E-Hauptmannigfaltigkeiten ist 
$n-parametrig. Es berührt dann jede Über ebene ein- System von i 
E-Hauptmannigfaltigkeiten in den durch die Verwandtschaft zu­
geordneten x Punkten.

Satz V a : Ist die Verwandtschaft keine Nullverwandtschaft, 
so ist das System der x zugeordneten E-Hauptmannigfaltigkeiten 
(ßH— \)-parametrig. Alle E-Hauptmannigfaltigkeiten gehören der 
E-Kernüberfläche an. Jede Überebene der E-Kernüb er fläche berührt 
ein2 System von x E-Hauptmannigfaltigkeiten in den ihr durch 
die Verwandtschaft zugeordneten r Punkten.

Die E-Hauptmannigfaltigkeiten sind also dual den P-Haupt- 
mannigfaltigkeiten entsprechend; es muß daher auch =  %n sein.

1 y* ist die Ordnung der Homogenität von u1*’ .

2 Vgl. Bemerkung zu Satz IV.

$  (u„ Uß) =  =  0 .

Für die reduzierte Darstellung folgt daraus

(37)

(37 a)
i

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



ZOBODAT - www.zobodat.at
Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften
mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1925

Band/Volume: 134_2a

Autor(en)/Author(s): Knoll Franz

Artikel/Article: Über panalgebraische Mannigfaltigkeiten 97-108

https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=34757
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=175448

