Gedruckt mit Unterstiitzung aus dem- Jerome und Margaret Stonborough-Fonds

Zur Integration der linearen Differential-
gleichungen
(5. Mitteilung)
Von
Alfred Tauber in Wien

(Vorgelegt in der Sitzung am 30. April 1925)

§ 1. Die verallgemeinerte Form des Satzes tber die Quadratur-:
darstellung der Parameterlosungen.

Eine lineare Differentialgleichung #s-ter Ordnung

dm—-ly
Ly () ——r d m +L1("”)Wn_—1+"+lﬂu(x)3’:0 (1)

besitzt jedenfalls Parameteﬂbsungen der Integralform

<
Y = f o W)W (%, c,v) do, )
xl
wenn ¢ (v) durch L, (v) ¢’ (v) + L, (v)cp(u) = O definiert wird und
om—1
die Funktion W' den drei Bedingungen geniigt, dafl a‘Tq: flirv—=c
. om—2
verschwindet, ———— fiir v =& den Wert 1 annimmt und
9 4m—2
9 IIJ‘ m—38 \°
¥, —— 5 ———5— flir v — & verschwindet. Denn die letzt-
x 9 xm—3
Senannte — im Falle # — 2 nicht in Betracht kommende —

Ligenschaft bewirkt
c v 2 - 2y
9 an—2y om—
:ﬁ(v)a—xfi‘v, drT ‘P() ?x Tq am—2 dv (3)
x

und die zweite, wie durch Differentiation von d"—2y/d x"~2 in (3)
2 ersehen
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dm—ly . gm—1
et = —00) + [ o) 4y (4

X

ferner erhdlt man aus (4) durch nochmalige Differentiation, wep,
¥, (¢, ) den Wert von 9~ W/d xm—1 fiir v — x bedeutet,

anm 9m II,”
=YW@V ) + w(v) v G

X

mithin als Substitutionsresultat des Integrales (2, in die vorgelegts
Differentialgleichung

1

Y Lw-2E = LW )+
z=0
771 / !‘
+ LJ L, (x)f () Zw,,__~dv. (6.

=0

Und nun ist, vermoge der ersten Eigenschaft von ¥ ,

¢

m—1 v
[ v T e

a

= —L®@e®»¥ (cr (

s0 daBl die rechte Seite von (6) die Form dev erhilt, mit

) 3111—1\1['
K= —- {Lo @) 9 (v) W} +

e Y L Lind B

x=0 J
!
Es reicht also hin, ¥ der partiellen Differentialgleichun;;
K =10 oder allgemeiner, unter Zuhilfenahme irgend ei
sowohl flir v = x als v = ¢ verschwindenden Funktion & (¥, ¢!

der Differentialgleichung i
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38
K+ 5 =0 9)

entsprechend zu wéhlen, damit y der vorgelegten Differential-

gleichung geniige.
Hierzu denkt man sich die gesuchte Funktion W als Potenz-
reihe von 2 — v definiert?

. OVO\ (ﬂ, . v)m—i—h
¥ = s m ¥ (¢, v) (10)
h=0

mit den Festsetzungen
Wo(e,v) =1, Wi(c,e) =0 fir k=1,

welche ihr die oben verlangten drei Eigenschaften sichern, und
bestimmt dann mittels der W, die Koeffizienten der Potenzreihen-

PRV 4
entwicklung von K — ‘ K, a—vp Zundchst  ergibt sich

!
7;-0
aus (10)
om— lllj' ;L—’Uh
94— Ty m—1 2 ( ) h+1 (11)
=20
9 W ' o oV \
m . v v — ) ' Bl .
dyn—19y L U v Fnap (12)
=20

also fiir den ersten Summanden von K, vgl. (8), die Gleichung

m—1 - _
e @) o = N L ) 0) Wi
=0

— Ly (v) 9 (v) Wry2].  (18)

Die ibrigen Summanden von K werden erhalten, indem man
das Produkt von

' o
fere) N—=%

om—r P o+ h—1 (x—opt2 W,
i S, (14
0 yh—* ya (1" 4+ h— 2)!
L=20

—_—

1 Der Beweisgang der vorigen Mitteilung erscheint hier, in (10) bis (23),
'eproduziert und zugleich etwas vereinfacht.
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mit dem, ebenfalls nach Potenzen von x — v entwickelten Koefs.
zienten L, (¥) bildet

00

)2
L. (x) = Z (_x(—))'_ L3 (v) (15)
A==

(die Reihe rechts bricht fiir ein Polynom L. von selbst ab) und vop
% =0 bis p summiert, wobei L, (¥) den letzten von Null ve.
schiedenen Koeffizienten in (1) vorstellt

1}l—~ k3

Bm 2 Z S‘ hod % +——h 1 (,L, )H—h—Z L:—'/. (1)) lll'h
Qam Z (m+h—2)' (A —%)! - (16)

2=0 A=% =0

Der Ausdruck rechts ist nach Potenzen von ¥ — v zu ordnen. Zu
diesem Zweck setzt man in der letzten Summe % — 7 4+ A, hier

co

bei variiert 7 von A bis o, und Z Z verwandelt sich durch
A=2n i=)
[e.o] i

Vertauschung der Summationen in Z, dann verschiebt man

>

i=%

durch die analogen Umstellungen
p o i, I i A
x=0 i==x = r=0 2=0

die Summation betreffs i in dem umzuordnenden Ausdruck (16
nach vorne:

u Mg
12
-

=3
>
I
®

| m—z

oo i M - .
x+i—h—1 L4 (v)
§ i2 E , % 7
F=" Vi ), (i — A —2)] (h— ) ar

i=0 A=0 2=0 |

| m—x
Aber infolge des Auftretens des Faktors x+i —A—1 verschwinder,
in (17) die Summationselemente fiir #—=0 und 7 =1, und wen
man statt 7 — 2 wieder den Summationsbuchstaben h statt einé|
neuen, gebraucht, erlangt der Ausdruck (16), mit Ruckswht aul|
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! m—
w+h—A+1 1
(m+h—N)! — (x+h—N!

gie verlangte Form einer Potenzreihe bezlglich ¥ — v

oo ( )7 42 A

) h
Z h! Z ‘F”+2—"Z (1— x> L= (v)- (18)
=0 2=0 2=0

Durch die Einfithrung der Funktionen

My, (v) = :i (x k_ x) LO—9 () (19)

2=10

entsteht so die vereinfachte Darstellung

I 8 \F [= ] ( )] 7L+2

— m—=x v — )

}_' Lo(®) om—w = i Z My () Ungz - (20)
=0 h=0 A=0

Daher liefert die Addition der beiden Resultate (13) und (20) als

Y
Koeffizienten Kj von _(x_h‘_v); in K
; \
5o Lo ¢ @) Wigay — Ly (0) 9 (0) Wig +
42
+9(0) ) Min @) Uz,
A=0

aus welchem Ausdruck wegen M, (v) = L, (v) die Funktion ¥,
herausfillt. Der Faktor von Wy,

L7+ L@@+ @ | ©) + L ©)

reduziert sich auf (2+1)¢ (v) L, (v), so daB fiir den gesuchten
Koeffizienten die Gleichung gilt

Kn oW, ’
ot = Do®) —o 4 DLW Vi +
42
-+ Z M“(v) Wh+2—7~' (21)

r=2
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Eine weitere Vereinfachung dieser Potenzreihenentwicklung von
erzielt man durch Einfiihrung der Funktionen

Fy (¢, v) = Lo (v)* Wy (¢, v), 2
dann geht (21) iber in
I{], . (I) 0 E1+1
v = Lor B T
h4-2
+ ) My (0) Lo (0 =2 o (2
r=2

Dementsprechend soll die oben mit & bezeichnete willkii.
liche Funktion von =z, ¢, v

®— o @ — ot Fule o)
K=o () h+1)! Llo (v)"

=0

(24\

angesetzt werden, unter Annahme irgendwelcher Funktionen f,
die sdmtlich fiir v = c¢ verschwinden. Auf diese Weise entsteht
wenn man noch den Differentialquotienten von & nach v bildet

1 38

o() B0

3 T -
o (V) ;S; L Tn — Mp—1, 1 (V) Fn—1

Lo (’U)h

2‘” (z— v’
_x \' (x—v)" -
oo Il @

=1

durch die Nullsetzung des Koeffizienten einer jeden

Potenz (¥ —v)* von K+% die Rekursion der zu be

stimmenden Funktionen F,

S F fi+2
= S5 | ) M @) Lo Figa |~

A=2

— Bn+L, (v) %h LMyt 1 @) Fiet, B=0 (Fo=0). (2

!
g
I
Ist insbesondere jeder der Koeffizienten L, (¥) ein Polynom von l‘
und # —x der Hochstgrad von L, (x) fir »=1, 2, S(l



Zur-Integration ‘der linearen Differentialgleichungen. 151

\-erschwindet My, (v) fur » > n, die Rekursion (26) wird demnach
eine solche n-ter Stufe.

Aus F, =1 ergeben sich die Funktionen F, F,, ein-
Jeutig, weil sie fir v =¢ verschwinden miissen. Und zwar
als Polynome von ¢, v, wenn die L, (¥) Polynome von x sind,
und wofern man auch die Funktionen ;. als Polynome von ¢, v
wiahlt.

Aus der Hauptrekursion (26) kdnnen andere abgeleitet werden,
welche nur mehr die Variable v, aber nicht den Parameter ¢ ent-
halten, z. B. dadurch, dafi F, und § nach Potenzen von ¢ —v
entwickelt werden,

— ) _ pyv+i1
F,= v _(f“'_.v—)— I, (U), %h = Z % %h ] (’U), (27)

was durch Nullsetzung des Koeffizienten einer jeden Potenz (¢ — v)
in (26) eine Rekursion

42

Figt, vt = Filyq, v + Z My D22 Fryo sy — (Fn, v—1 +
2

+ Lo %h—l, v) -+ (Lo %;z—l, v—1"" ]V[h—l, 1 %h—l, v—l) (28)
giiltig fiir 2 =0, v = 0 ergibt. Dabei hat man ein { oder M mit
einem negativen Index durch Null zu ersetzen.

Die Gleichung (28) enthidlt nur noch die Variable v, weil
die Funktion ¢, ebenso wie die Koeffizienten L als von ¢
unabhéngig vorausgesetzt wird. Sie bestimmt, mittels der Werte
Foy, = Fpo =0 aufier F,, = 1, sukzessive die {ibrigen Fj,,.

Die Willkiirlichkeit der Funktionen %y, deren Wahl auch
durch diejenige eines funktionalen Zusammenhanges mit den F,,
geschehen kann, gestaltet die Bestimmung der Parameterlosung (2)
auch zu einem reihentheoretischen Problem.

Eine andere Form von (28) bewirkt der Ansatz gy, =
=Fiy1, 941 + Py, wo auch die Pj, willkiirlich bleiben

42
Futt vt + Lo B oyt = Z M L2 Fyyo s, 9+Ly Flly — My, 1 Fif, —
r=2
=Pyt +Ly Py_1,) + (Lo Pii_1, y1 — My —1, 1 Pa_t,v—1). (284)
In allen diesen Formeln (26) bis (28a), zur Bestimmung der F

titt die Zahl m nicht auf, sondern nur, neben #, die Zahl p, es
Silt eben diese Bestimmung genau so fiir die Differentialgleichung
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ar ar—1
L) o + L (1) i+ L@y =0,

§ 2. Bemerkungen zu den Fillen # — 2 und 3.
\ (c — x)*
- k!

welche fiir die in § 1 behandelten Parameterlésungen geltep,
lassen sich Schluifolgerungen ziehen.

Aus den Reihenentwicklungen der Form by (),

Nimmt man in dem Integral ¥ :f@ WY (x,¢0) dv die

Anderung der Integrationsvariablen
v=x+eu, e=c—=«
vor, so kann flir geniigend kleine ¢ und unter geniigender Eip-
schrinkung des Integrationsweges
1
y= |o@+euw) W (x,xte,x+ecu)cdu (1)
0

nach Potenzen von e entwickelt werden. Weil nun W (x, x4
z-+eu) gemdfl der Annahme (10) in § 1 mit der Reihe

(__ e %)m-}—h—Z

(m+7 —2)!
=20

¥ (v+e, x4eun), ¥Wo=1 (2)

zusammenfillt, so beginnt die gesuchte Potenzreihenentwicklung
m—l

1\ .
fir ¥y mit dem Term (—1)" ¢ (¥) =D

Im Falle m — 2, der Differentialgleichung

@Y _ popy 3 : ’
Ty Py @d—x + P, (x)y (3)

besitzt aber diejenige Parameterlosung ¥, deren Entwicklung nach
Potenzen von & den Anfangsterm e ¢ (¥) aufweist, die besondere
Eigenschaft, dafl sie,als Funktion ® (¥,¢) von x, ¢ betrachtet,
bei Vertauschung von x und ¢ nur ihr Vorzeichen dndert

Denn betrachtet man jene Parameterlésung Y (, ¢) von (3)

., € . .
deren Entwicklung nach Potenzen von & mit I beginnt und die
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qach einem fritheren Satze der »Adjungierten« zu (3), mit ¢ als
Unabhédngigen, genligt

8;:; — P, (C)B_Y_ + [P, (¢) — Pf (0)] ¥ 4)

L[Ll

so muB ¥ mit Y in dem Zusammenhang ® (v,¢) = 9 (¢) Y stehen
und daher nach (4) die Differentialgleichung

2® (x,0) 3D (7,0
9 c? dx

=P, (¢) + P, (¢) @ (%, ¢) (4a)

erfiillen. Hierin braucht man nur die voneinander unabhéngigen
Grofen %, ¢ zu vertauschen, um zu erkennen, dafi auch & (¢ )
eine Losung von (3)ist. Und zwar beginnt die Entwicklung von
¢ (v+¢5, %) nach Potenzen von e mit — e ¢ (), aus diesem Grunde

muB, wie behauptet, P (¢, %) = — ® (x,¢) sein, trotz der Wahl-
freineit der zur Bestimmung von y dienenden Funktion & (%, ¢, v)
in § 1.

Dafi die Koeffizienten der Differentialgleichung (44) mit der
Unabhingigen ¢ dieselben sind wie diejenigen der Differential-
gleichung (3), bereitet dem Fall # — 2 eine Ausnahmsstellung.
Dagegen wird flir w2 = 3 die Differentialgleichung in bezug auf c,
welcher eine Parameterlésung mit dem Anfangsterm

gt —1
(m —1)!

geniigt, im allgemeinen komplizierter als die urspringlich vor-
gelegte in bezug auf x. Beispielsweise flir eine Differentialgleichung
3. Ordnung

dsy

R AR N A XY, )

(—D" o (®)

findet man, weil sie eine gemeinsame Losung Y (¥, ¢) mit ihrer
»Adjungierten in bezug auf c«.
#¥Y
dcd

>

=P 0 S +|Pe 2P| —

—[RO—BE+P©|Y ©)

besitzt, wobei die Potenzreihenentwicklung von Y nach den

1
Anfangsterm o e? aufweist und also y = —o(c) ¥ sein muf,

daB die gesuchte Differentialgleichung
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9 : . 2
=2 Py (Py— P+ P) -+ (Pi— P, P,— Py, ()

unter Weglassung des Buchstaben ¢ bei den P lautet, oder aber
— L, (%)

J Vi : () — — ——F—— O tzt ird
wenn wieder P, (x) I, @) gesetzt wird,
8y 02y < LI—L(§> 9y
— 2. 49 /
L, SR P C R L, oc
' LI

+(Lé—L3+L2 ) = 0. 1

L,

Betragen also die Hochstgrade der Polynome L, (%), L, (), L, (v,
L, (x), respektive u,  —1, n —2, n—3, so trifft dasselbe nu
dann fir die Koeffizienten von (8) zu, wofern

L) — L@

L) = R Ca

Sl A7)

(36)

Polynome von x [der Hochstgrade »—2, »—3 sind.

§ 3. Weitere Beispiele hypergeometrischer Reihenentwick-
lungen.

Die Betrachtung des Falles # =3, also einer der beider
Differentialgleichungen

Ly () y"+L, (x)y'+L, (x)y = O (1)
Ly (@) 9" +Ly (9)9"+L, (%) y'+Lsy =0, 2

wo die Polynome L, (x), L, (¥), L, (*) hochstens vom 3., 2., 1. Grad
sind, kann auf die letztere beschrdnkt werden, weil man in den
Formeln fiir die ihr zugehorigen F nur L, = O zu setzen braucht
um sofort die F fiir die erstere zu erhalten. Jedenfalls sind di
Polynome

My (v) = L, (v)+h L§ (v) @
Mz (v) = L, (v)+h L{ (v)+ (Z) LY (v) €l

héchstens quadratisch, respektive linear und die

Mys (v) = Ly + h Li+ ( I;)L’{ + (g) Ly 6]



Zur-Integration der- linearen” Differentialgleichungen. 155

|onstante. Die Rekursion (26), § 1, der Funktionen £, verbunden
der Wahl &, =0,

0 Fh+1
ov

mit

+ My (V) Fry+ Mps Lo (v) Fj—1 = O (6)

soll nun fiir die Behandlung des einfachen Beispieles
x )" +(a+o )y +Exy +1y =0 )
sur Anwendung kommen. Man findet alsdann y als Doppelintegral
%, o o iy A o
& EEE ,
3 _fw(v)dvfz Z w?(k+wu' dt (8)
' Y0 0

iiber eine, fir alle (endlichen) Werte der Variablen

- _,U?
e 5 :’2 pum—t —zﬁ— (:If—‘t) (t"'l)) (9)

konvergente hypergeometrische Doppelreihe mit den Konstanten
By =1, fh, = B [B-+2 () o] (10)

Gy =1, Crp1 = G [y+AB+A (A —1) al. (11)

Beweis: Die Polynome M in (4), (5) haben fiir die Differential-
gleichung (7) die Werte

My o="funv, fp=p+ho (12)
My s=1m=1+hp+h(h—1)a, (13)

und man geniigt der nach (6) gebildeten Rekursion fiir die £

0 -Fh-|—1

L (Boy Bty B v =0 (14)

durch die Annahme, daff Fy (¢, v) ein Polynom Fj (¢) der Variabeln
.1
*= 5 (6T —v?)ist,

n

o

B, (C) - p o« C./I—'/-) (15)

g

x
I
o
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wobei bedingungsgemif F;,(0) fiir 2=1 verschwindet. Die Substitutjy,
dieses Ansatzes in die Rekursion (14) 148t die Koeffizienten g,
durch die Bedingungen

(B4+1—%) ang1,« = Pon GnatTn An—1, v—1 (16

bestimmen, und zwar, wie nunmehr nachzuweisen, mit dem Wey;

<h — A>
1 v w—NE .6
v = /. Py (17
(I — 2w)! L A2

A=0

p” Tk befriedigt, ung
h!

Denn flir x = 0 wird (16) offenbar durch apo=

fiir » =1 folgt aus (16), indem man von der Identitdt
& = i+ — N Brpr—1 & (18

Gebrauch macht, durch Nullsetzung des Koeffizienten eines jeden (,
als zu erfiillende Bedingung

h+1—
h+1—n) | 2—X ) Bl =
h—)\ [ —2)
st Bz 7 (h +1—2 ’K) \% —)\ fjh 4—? (% —_)‘/ Bh'H "—)

[h—1—)
+ 2B (B— N \"‘ —1—) B

oder nach Division durch 8} . eine in o, linear homogen
Gleichung

h+1—)\)
41—\ w—x ) [B+2(—n) o] =

h—X\ —A\
|
=[B+2ho] (h+1—2%) (’A——)\) + A (n——)\) (B+2(p—1) o] +
(h—)\
+ 2 [B+(+A—1)a] \®n—X\) (. —N),
welche in der Tat erfiillt ist.

Schreibt man noch %—= statt » in dem durch (15), (I
bestimmten Werte von Fj, so resultiert '
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oloj VI h—1 I,‘
| = \ (’1’ U) I ,
— Le (h41)! v
=0
/i I —= (ll—)\\ F
.\ ¢ \ L . G, 19
b= L 2n—h) La N 27— (19)
v 714

: r=0
2

Hierin erstreckt sich die Summation bezlglich % auf den Ausdruck

2. (]Z —_— )\\

i‘\ (v — v)i+! % /

L Th+Dlv Qr— ko
It = 24N

(20)

Jden man durch Einfitlhrung der Summationsvariabeln 7.—= 7 — % — A
als hypergeoinetrische Reihe

| .
N L %—h . !
(v 'l))"+)‘+1 y—r—h

i

h— %+ 1 o
(Z+h+1D! (e —N)! L

x——v

2v )

i Al
im0 AH+A+2

auf bekannte Art in Quadraturform darstellt

r—p N\
1 T+ " —"9
(v — )l [’x‘)"' (I—d)p < T )
R 2

: 49, (21)
(n—N)!
%

Die Variabelntransformation ¢ = v+ (v — v) & verwandelt (21) in

X

( t+U >'/.—7\
1 (t—vovy (v— 2
1)2'/. ) XS

— = a4 (21)
J N #—n)!
v

welcher Wert in (19) substituiert, nach Ersetzung von =z durch
A+ die Formel

0o 00 -
\lf _\j v §>+P ﬁ!l‘: @)\ﬁ .
- L, Lx 02041 N :
0o o

v

[t v\
(t—opts (v — 1)) \T>
f (hp.)! o -

- o db(23)
v

liefert und mithin (8) verifiziert.

Sitzungsberichtc d. mathem.-naturw. Kl., Abt. ITa, 134. Bd.
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Ebenfalls durch hypergeometrische Reihenentwicklung I
sich fiir das Beispiel

Y+ (pr+or)y+ @4+ Y +1y =0 (24,

die Parameterlosung (2) finden, vgl. (39), wenn man zur B
stimmung der F die Gleichungen (28a4) des § 1 verwendet uyp
dort alle P gleich Null annimmt. Nachdem fiir die Differentiy.
gleichung (24) die Polynome M durch

My (v) = (p+2 h) v4-0. 12 l

Mys (V) = gu+Bonv, @n = q+hp+h(h—1), B = 2+ho \ (2
Mys =1t =1+hB+h(h—1) J

gegeben sind, so folgen hieraus als Bedingungsgleichungen fiir di
Polynome F,,v

Fh-{—l v 1 -+ v? EI, v41 —=v? hv‘“{(p +21¢—9)U+UU }EII
. . 20)
+ (CIh"‘ﬁZ h) }'h ~/+'[ll v? I’/l*l, v

Daher liefert die Entwicklung der #;,, nach Potenzen von ¢

Fuy = ) afvi— @7

»=0

fur die Koeffizienten af® die Rekursionen

ap s s F =) ald, = B @50+ G @O+ A (28)
aus denen hervorgeht, da af in seiner Abhédngigkeit von p, g, 2
B, 7 sich als ein Produkt der Form 6, A% darstellen 14t wo
0, durch

O =¢qyq, qu—y fliraz=1, 6, =1 (20

definiert ist, wahrend die Grofle A nur mehr von e, B, 1 abhingt
Durch diesen Ansatz a{9 — 6, A entsteht aus (28) die Gleichung

A

h+41. v 41 +(h A') AfY 1= ﬁ’H‘" A(I‘:)~l+‘4§?:1)+77‘ A(h/)—l, <30)

T, v+

Um zundchst die Grofien A% als Funktionen von 2zt

untersuchen, hat man sie nach den Produkten @, vgl (11),
entwickeln
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h—y
\_ |
A= 4G, (31

A=0

und erhdlt aus (30), mit Riicksicht auf die Umformung (18), fir
die nur noch von B, o abhdngigen Koeffizienten A%" die

Rekursionen

A +(h — %) AZ}V—H = [3]1+7gA A 4L 4

h+1, v+1 T Iy

) (32)
(B N 1) B A3 AT

wobei von vornherein A* sowohl fiir v <<xz+X als fiir 7 << y4\

Null gesetzt werden darf, wie man durch Schlufi von v auf y 41,
respektive von k auf k 41 ersieht. Zur weiteren Bestimmung der
Az sind nur noch die Gréfien %}’;_ mit der Definition

By =1, Bj11 = BL[B+0+w) o] (33)

cinzufiihren. Es soll nun verifiziert werden, dafi A4;, gleich dem

Produkt einer numerischen Grofe Cih mit 8.7, ist. Alsdann
folgt fiir diesen Ansatz aus (32), dort /, v, durch 2—1, -1
ersetzt, daB die Gleichung

N A %A
(Cho+( —1—=) CiLy )BT =
A vxh a .
= [Braeet Gila, vt (B—2—2) Brgacs Cile, vt ] BTt i+ (34
—1,% x —1 .
+ [Cirs i+ Gl ] B

afullt werden mufl. Unterscheidet man in (34) die beiden Fille
»=%+: und v = %+X so entsteht im ersteren Fall, fiir welchen

WA, durch Null zu ersetzs) il
&\ it A a—1, N w, h—1 YIS
Chy v + (B —1—) G, wpr = G2t o1 Cr'Zg, vin-1 (34a)
und im letzteren Fall, nach Division durch $*+: . |
£33 % A
[Ch v + (h —1— 7‘) Ch—l, v] pv—] ==
A "y
= [Brpu—t1 Chimt,y—1 + (B — X —2) G320 , 1] +
+[GZ 1 i+ G 2, 1) B Prtas (33
vile in ¢, B lineare homogene Gleichung, so daf die GroBen C

bej V>u+)\ simultan zwei Rekursionen erfilllen miissen. Daf
allen diesen Bedingungen der Ansatz entspricht
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II—v+=
(—1h—ry —p— Ak +1

Cih — (/1. —y —1) (36)

h— v —

beweist man ohne Schwierigkeit, und zwar betreffs (35) getrenn
flr 7 =v+X und h>v+Ar

Nach Substitution der so ermittelten Werte F;,, in die
Funktion W 148t sich wieder die auf % beziigliche Summatioy
durch eine Quadratur darstellen: In dem Werte von W

(v — vyttt (c—v)y 6.6 [h—v—1
L.; Z B+ oy I — v —

(—1)h=—r=ty —w— a1 B,

betrifft die Summation liber /# den Ausdruck

, Ih—u+-. h—vy—1
e %’i, (—1y (m_'u)”v+1—7c——)\ f—v—NX (37)
_ L; (/I+1)! 'Uh &
It=vy 4

der durch Einfiihrung des Summationsbuchstabenj—17, — v—1J die
hypergeometrische Reihenform

o N o s SN P
NV y+l—a—x g g Y
= GHEnt T v
annimmt und durch das Integral )
i &t 10“ 1— 3 YV ] 3 (33)
— o
(—%— I f 1—E% )

0

darstellbar ist. Nunmehr ergibt die Transformation # = (x — v) 3+
der Integrationsvariabeln

T N N O L 0 A § ) G P
T L L Tyt T (—a— ! 2 ’

v
worin man noch statt v—«—)\ einen neuen Summations
buchstaben zu gebrauchen hat, um alle Summationsvariabeln|
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unabhidngig voneinander zwischen O und oo variieren zu lassen
purch n=v—#%—A erhdlt y die Gestalt eines Doppel-
integrales

¢ Y o0 oo o0
S % ,J),;Le L)SV-H
- « Nd ‘ 1 5 39
f‘o(t)[ Uf ./0_, - /T /.!)\!’y,!(,c+)\+p,‘) it (39)

v

iiber eine dreifache hypergeometrische Reihe mit den
Variabeln

_ (fe=vt—v)  _ (fce—v)(Ef—v)(x—1F
= V2 T tv ’
(40)
L —vt—-v)
Z, = -
die fur alle z, und geniigend kleine iz, Konvergiert. !

§ 4. Uber die Parameterldsungen der linearen partiellen
Differentialgleichungen 1. Ordnung.

Wihrend fiir eine lineare partielle Differentialgleichung
I. Ordnung, in welcher aufer’ den Differentialquotienten der ge-
suchten Funktion diese selbst gar nicht oder hdchstens linear
vorkommt

Q [n«] = "Vu)

+ R, x,. v)s=K(@ v ..x) (1)

eine Parameterlosung, d. h. eine Losung der Form

2= Z (f_ %)’ i x,  x) (2)

mit einem willkiirlichen Parameter ¢ und vorgegebenem Anfangs-
term £} (x, I .. %,) sofort, wenigstens formal, zu finden ist, da man
in dem Substltutlonsresultat der Reihe (2) flir z nur den Koeffi-
Zienten einer jeden Potenz von ¢ —x Null zu setzen hat, um die £,
sukzessive aus

——

1 Der Schlufisatz der \ougen Mitteilung ist dahin zu erweitern, daf die
dort errterte Reihe fiir alle {1 59 konvergiert.
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Jor1t = QLA fflrvgl,flzg[ﬁ)]—ff 3,

zu erhalten, mufl man im Falle einer linearen D1ffe1ent1alglelchung
welche die Abhingige z sonstwie enthdlt, vorerst in bekannte
Weise z als implizite Funktion durch eine Gleichung u(x, %,

xy, 2) = O definieren und # aus einer Differentialgleichung des
Typus (1) mit den Unabhingigen x, x, .. %, z (mitR = 0, K=,
bestimmen. Entsprechend (2) ist aber dann die Funktion #» eindeuty
in eine Reihe

S (c—a)y )
=250 an momin=—hen w

entwickelbar und die Auflosung der Gleichung # =0 oder di;
wirkliche Darstellung von 2z als Potenzreihe bezliglich
e=c—ux aus der Gleichung

>
)

Al
S TN B SN CE P il

v=1

in der , x, x, nur als Parameter figurieren, bietet ein
weiteres Reihenproblem.

Betrachtet man nunmehr eine Differentialgleichung des
Typus (1), so ist die Konvergenz der Reihe (2) jedenfalls sowei
sichergestellt, als die Differentialgleichung mit den 42 Unab-
hidngigen s, 1, 1|, Ty

1

9z ez AN ; ’ 0z
3_,1_'- - ta—e‘ -+ L ].,_ (,L, X, 1”) TY_ -+
%=1
+R@,x, %) =K@Ezx, x) O
eine Losung besitzt, welche sich flir e = 0 auf f, (x, ¥, 1)

reduziert.

Bezliglich der Entwicklungsfunktionen £, in (2) ist noch
bemerken, daf sie zwar als von ¢ frei vorausgesetzt werden mufiten.
um ijhre Definitionsgleichungen (3) als notwendige nachzu
weisen, aber auch wenn f, als von ¢ abhéngig angenommen
wirde und f;, f,,  sukzessive durch (3) definiert werden, reich!

™ v
dies hin, um =z = /.S ( »;'f)
0

zu einer Losung von (1) zU

machen.
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Die Riickfilhrung der Frage nach der allgemeinsten Lodsung z
von (1) mit willklirlichem Anfangsterm fo =7 (%, »,  #,), d.h. mit
der Bedingung, daff z fiir ¥ = ¢ den willkiirlich vorgeschriebenen
junktionswert  f(c, x, . #,) besitzen soll, auf die Bestimmung
von #+1 ausgezeichneten Parameterldsungen geschieht
[olgenderart.

Nennt man { die Parameterlosung von € [z] = 0 mit dem
Anfangsterm fy =1 (es ist { =1 bei R =0) und v,, respektive

Io o diejenige Parameterldsung von
0[ ] 3 + YP (x Yy - 1‘1!) =0, (7)
z=1

welche durch den Anfangsterm f; — v, respektive fy —x,, . f, ==z,
definiert ist, so stellt offenbar

=01 S Im) =CF(x+e 7, Aw) (8)

die gesuchte Parameterlésung von & [z] = O vor, die aus-
gezeichneten Losungen (,y,, 7. ergeben sich dabei als die
[Potenzreihen

[= <}

=) foo S =1, fore1 =20 ©
1 =0

//— Zﬂ:’j__’ ftO—L/;,/‘/ H—l—Q lf/;] (10)
v=20

. Ist insbesondere der vorgeschriebene Funktionswert von
flir ¥ = ¢ in der einfacheren Form f(x,, .. #,) unabhidngig von ¢
gegeben, so entsteht aus (8) die Losungsform

=0 s Ao oLn)e

- Fir eine inhomogene Differentialgleichung Q [] = K

findet man, weil der partielle Differentialquotient nach e einer

jeden ihrer Parameterlosungen die homogene Differentialgleichung

0[] = 0 erfiillen mufB, vorerst diejenige Losung 3, welche flir
=0 verschwindet, als Potenzreihe gemifl (3)

3= —Ase
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und daher 93@e als Losung von Q[z] =0 mit dep
Anfangsterm (— K), nach dem Satze (8)

5= —fK(x+ SNV R (12
0

In dem Integral sind ¢, Sy Ao/ als Funktionen von g x, .,

zu betrachten. Hienach ist auch lg. C:fR &+ Yy Sos ) s,

0
Die Summe der rechten Seiten von (8) und (12) gibt als
dann diejenige Parameterldsung von & [¢] = K, welche sich fii
r=cauff(c,x, ) reduziert, d. h.den Anfangsterm f(x, v, .1,
besitzt.
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