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Konstruktion der Haupttangentenkurven auf
Netzflichen

Von
Hans Neudorfer in Wien

(Mit 1 Textfigur)

(Vorgelegt in der Sitzung am 25. Juni 1925)

L

Die Erzeugenden einer Regelfliche ® mogen einem linearen
Strahlkomplex angehdren. Die Regelscharen zweiter Ordnung,
velche @ ldngs Erzeugenden oskulieren, gehdren dann auch dem
incaren Komplex an, da sie drei benachbarte Komplexstrahlen
cnthalten. Die Erzeugenden der zweiten Schar dieser Regelflichen
.weitet Ordnung sind Haupttangenten von @ und bilden eine In-
wlution von konjugierten Polaren des Komplexes, deren Doppel-
demente die zwei einzigen Komplexstrahlen der Schar sind. Auf
jcder Erzeugenden von ® (die nicht Torsallinie ist) gibt es
Jaher zwei Punkte, in welchen die Haupttangenten Kom-
plexstrahlen sind. Die Tangentialebenen von @ in diesen Punkten
snd offenbar auch gleichzeitig deren Nullebenen.

Die erwdhnten Punkte beschreiben eine Kurve, die Haupt-
tangentenkurve der Fliache ist; denn sind £ # zwei ihrer Punkte,
L E' die zugehorigen Erzeugenden von ®, r, ¢/ die Nullebenen
= Tangentialebenen), so sind die Geraden [f#], [t¢+'] konjugierte
Poiaren des Komplexes, die auflerdem zu konjugierten Fldchen-
tangenten werden, wenn # nach ¢ konvergiert. Dann wird [# ¢
wr Tangente der Kurve, da sie aber in ¢ liegt, ist sie Komplex-
strahl, fdllt mithin mit ihrer Polare [tt'] zusammen und ist daher
laupttangente, die Kurve demnach Haupttangentenkurve. Jede
tinem linearen Komplex angehdrende Regelfliche hat also eine
tisgezeichnete Haupttangentenkurve, die flr eine algebraische
Mliche algebraisch ist. Jede solche algebraische Fliche besitzt
=‘$0 mindestens eine algebraische Haupttangentenkurve.
liese Bemerkung stammt bekanntlich von S. Lie.

~ Um nun diese Haupttangentenkurve zu konstruieren, schneiden
“I irgendeine Erzeugende E mit den Haupttangenten lings E,
&, wie zuvor erwdihnt, eine Involution konjugierter Polaren bilden,
"”flh erhalten eine Involution, deren Doppelpunkte der Kurve an-
i‘ﬂoren. Nun seien H,, H, zwei Haupttangenten, die konjugierte
Polaren bezliglich des Komplexes sind und durch die Punkte 7%,
z2Von E gehen. Die Ebene [H, E] berlhrt die Fliche in %y, ihr

Nullpunjt liegt auf der Polare H, von H,, ist daher h,. Man hat
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mithin folgende von F. Klein stammende Konstruktion: Man |,
durch E Ebenen, suche ihre Berlihrungs- und Nullpupg,
so erhalt man eine Involution, deren Doppelpunkte de-
Haupttangentenkurve angehmen

Die Konstruktion ld8t sich nun auch folgendermafien durey
fihren. Ist s ein beliebiger Punkt, o seine Nullebene, E eine y,
liebige Elzeugende der Fliche ®, so berthrt die Ebene [SE] g
Flache @ etwa in e, Der Nullpunkt dieser Ebene muﬂ in der Ny,
ebene von s liegen und ist daher der Punkt e, = [Es]; e, e, bilg,
dann ein Punktepaar der Involution auf E. Durchléiuft E die Flic;
dann beschreibt ¢, die zum Lichtzentrum s gehorige Eigenschaite,
grenze von @, e, einen ebenen Schnitt der Fliche. Man hat g

Satz 1: Um die ausgezeichuete Hauptlangentenkurve ey,
einem lineaven Komplex angehivenden Regelfliche zu finden, sy
man zu wgendeinem Punlkt s die Eigenschatiengrenze wund schueij
die Fldche mit der Nullebene von s, dies fiir einen zwei,
Punkt s durchgefiibwi, gibt auf jeder Erzeugenden zwei Punl,
paare einer I1zvolutzon, deven Doppelpunkte der Haupttangeity;
kurve angehoren.t

Es sei umgekeht jene Haupttangentenkurve bekannt; dan
kann man jede Eigenschattengrenze ermitteln. Denn ist s das Licht
zentrum, so liegen die Punkte e; e, harmonisch zu den beide
Punkten der Haupttangentenkurve auf E. Dabher:

Satz 2: Ist die ausgezeichnete Haupttangentenkurve di
Regelfldche bekannt, so ergibt sich die Eigenschattengrenze fi
einen leuchtenden Puunkt s, indem man die Nullebene o von s i
der Fldche schueidet wund fiiv jeden Punkt des Schuittes auf di
zugehovigen Evzeugenden den viertem harmonischen Punkt beziiglic
der beiden Punkte der Haupttangentenkurve aufsuchi.

Wegen spidterer Anwendung sei noch die Aufga
besprochen, die Schnittpunkte der ausgezeichneten Haupt
tangentenkurve mit einer Ebene zu finden. Die Tangenti
ebenen in den Schnittpunkten miissen, da sie ja auch die Nullebent
beziiglich des linearen Komplexes sind, durch den Nullpunkt &
schneidenden Ebene gehen. Legt man also aus dem Nullpunkt d: |
Ebene die Tangenten an die Schnittkurve, so sind deren Beriil‘!
1ur1gspunkte die gesuchten Punkte. Daraus ergibt sich, daff d-
Ordnung jener Haupttangentenkurve gleich ist dem Range de1 Flacw
(Mohrmann a. a. O.).

1 Die beiden Doppelpunkte gehdren im allgemeinen ciner einzigen Hav:
tangentenkurve an. Wegen des Zerfallens (bei Netzflichen) vergleiche ™
H. Mohrmann: Uber die Haupttangentenkurven auf den Netzflich’
Math., Ann,, Bd. 73 (1913), p. 571—595.
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Wir betrachten nun Regelflichen, die einem Strahlnetz an-

horen, also zwei Gerade als Leitlinien besitzen; solche Flichen
~ezeichnen wir nach Mohrmann (a. a. O.) als Netzflichen.
" Durch ein Strahlnetz gehen oo! lineare Komplexe, von denen
oder eine Haupttangentenkurve bestimmt und umgekehrt. Die
yaupttangentenkurven von Netzflichen sind mithin gleichbe-
echtigt; die Sdtze 1 und 2 gelten flir jede ihrer Haupttangenten-
wrven. Satz 2 1468t sich nun folgendermaflen aussprechen:

Satz 3: Bestimmt nan auwf den FErzeugenden einer Netz-
giche die vierten harmomwischen Punkte dev Punkte einer Eigen-
whaitengrvenze beziiglich einer beliebigen Hauttangentenkurve, so
licgen ste in einer Ebene. Die Ebene und das Lichizentrum liegen
izident wnd  sind Nullpunkt und Nullebene jenes linearen Kom-
pleves, den die Haupttangentenkurve angehort; beide enthalten
Jaher einen und denselben Netzstrahl.

Alle Haupttangentenkurven einer algebraischen Netz-
fliche sind mithin algebraisch.

Die Konstruktion der Haupttangentenkurven vereinfacht sich
fir Netzflichen; denn die Leitlinien sind konjugierte Polaren be-
diglich aller durch das Netz gehenden linearen Komplexe, falls
Jas Netz kein parabolisches ist. Die beiden Schnittpunkte einer
iirzeugenden mit den Brennlinien sind bereits ein Punktepaar der
Involution, so daff man nur noch eine Eigenschattengrenze und
cinen ebenen Schnitt zu verwenden hat (Satz 1). Ist das Netz
parabolisch, so ist der Schnittpunkt einer Fldchenerzeugenden mit
der Leitlinie ein Doppelpunkt jener Involution. Die Leitlinie spaltet
sich mithin von jeder Haupttangentenkurve ab und ist daher bei
Verwendung von Satz 2 immer mit zu beniitzen.

Die zur Ermittlung der Haupttangentenkurven dienenden
inearen Komplexe konnen etwa auf folgende Art festgelegt werden:
Man nehme einen beliebigen Punkt s (Lichtzentrum), lege durch
ihn den Netzstrahl und durch diesen eine Ebene a; s, o als Null-
punkt und Nullebene bestimmen nun einen durch das Netz gehen-
len linearen Komplex; umgekehrt 148t sich jeder solche Komplex
wf diese Art festlegen. .

Will man die Haupttangentenkurven auf eine Ebene abbilden,
0 wird man in der Regel den scheinbaren Umriff der Fldche
‘erwenden. Sind /%, £y die Bilder der Leitlinien, U° der scheinbare
’Umriﬁ (flir eine lineare Abbildung), so werden die ebenen Schnitte 5
Satz 1) projizierend; denn das Projektionszentrum und 6 gehoren
R'dem projizierenden Netzstrahl an. o¢ kann daher als beliebige
Gerade durch den Punkt [F F%] gewdhlt werden.



208 H.'Neudorfer,

IL

Die Anwendung der entwickelten Methoden soll nun
einige Flichen durchgefiihrt werden, und zwar zunédchst bej g,
Cayley'schen Fldche dritter Ordnung, die einem parabolisch,
Strahlnetz angehort. Wir denken uns die Fldche in bekanpg,
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Fig. 1.

Weise erzeugt durch eine Projektivitit zwischen einem Kegel
schnitt X und einer K in f schneidenden Geraden F (Figur); & &
der Kuspidalpunkt der Flache.

Die Haupttangentenkurven der Fldche sind Raumkurve
dritter Ordnung, die durch % gehen.!

Ferner bertihren sie F in %2 und haben dort die Torsaleben
zur Schmiegebene. Projizieren wir daher die Haupttangentenkurve

1 Mohrmann a. a. O.
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us kb auf die Ebene = von K, so erhalten wir oo! Kegelschnitte,
Liic K in f beriihren. Um einen der Kegelschnitte zu finden, er-
nitteln wir den in % liegenden Netzstrahl S. Wé&hlen wir auf S
.nen beliebigen Punkt s* als Nullpunkt von =, so ist damit ein
jnearer Komplex bestimmt, der das Netz enthdlt. Wir suchen nun
dic Schnittpunkte der durch ihn bestimmten Haupttangentenkurve
nit % Einer von ihnen, s°, liegt auf S und ist der vierte harmoni-
sche Punkt von f in Bezug auf s, s* (s ist der zweite Schnittpunkt
von S mit K); denn s* ist Nullpunkt und s der Beriihrungspunkt
von % also ein Punktepaar der Involution auf S, f einer ihrer
poppelpunkte. Die zwei weiteren Schnittpunkte erhdlt man, wie
pereits bemerkt wurde, als Beriihrungspunkte #,, #, der aus s an K
gclegten Tangenten. Der Kegelschnitt K° durch s°, %, £, der K
in f bertihrt, ist der gesuchte; er kann aus K leicht mittels einer
perspektiven Kollination abgeleitet werden, deren Zentrum f und
deren Achse [¢, 7,] ist. Wie aus der rdumlichen Bedeutung leicht
w ersehen ist, hat das System der Kegelschnitte X° aufler f keine
weiteren  Schnittpunkte. Die K° bilden daher ein Biischel
von Kegelschnitten, die sich in f hyperoskulieren. Die Haupt-
angentenkurven der Cayley’schen Fldche beriithren sich daher im
Kuspidalpunkt flinfpunktig. Nun kann man die Haupttangenten-
kurve leicht darstellen. Um den Punkt 1% zu erhalten, der auf der
Jurch 1 gehenden Erzeugenden liegt, schneiden wir [1f] mit K°
in 1° und projizieren 1° aus dem Kuspidalpunkt 2 auf die Er-
zeugende.

Es soll nun gemidfi Satz 2 der Zentralumrifi der Flidche kon-
struiert werden. Zu diesem Zweck hat man die Nullebene w des
Projektionszentrums aufzusuchen, die zunédchst durch den pro-
jizierenden Netzstrahl O geht, dessen Bild ein Punkt o auf dem
Bildle von F sein wird. Nun sei p ein beliebiger Punkt auf F,
= seine Nullebene, die von den durch p gehenden Netzstrahlen
gebildet wird, und [wx] = P. Wird P als Achse eines Ebenen-
biischels angesehen, so liegen die Nullpunkte der Ebenen auf der
Polare P —=[ps*] von P; denn s* war der Nullpunkt von % Die
projizierende Ebene von P hat ihren Nullpunkt im Schnitt mit P:
vetbindet man diesen mit O, so hat man die Nullebene © des
Projektionszentrums. In der Figur wurde p als der unendlichferne
Punkt von F gewihlt; die durch ihn gehende Erzeugende trifft K
M 1. Umn den Umrifipunkt # von 7, zu erhalten (Erzeugende
durch ¢)), schneiden wir 7, mit ® in #, mit F in #, dann gilt
ot ) = — 1usw. ’

Der scheinbare Umril ist eine Kurve vierter Ordnung (mit
drei Spitzen). Er wird daher von o aufler in o noch in drei anderen
Punkten getroffen; dort kommt auch das Bild der Haupttangenten-
kive an den UmriB. In diesen drei Punkten muf§ das Bild daher
‘Vendepunkte besitzen. Da das Bild eine rationale Kurve dritter
Ol'dnung ist, so wird damit ein bekannter Satz liber die drei Wende-
Pnkte einer solchen Kurve bestitigt.
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Es moge noch auf eine parabolische Netzflache viey,
Ordnung hmgew1esen werden, die eine ganz dhnliche Behaﬂdhm
gestattet wie die Cayley’sche Flache

Geht eine dem parabolischen Netz mit der Leitlinie ¥ ang,.
horende Regelfliche durch einen Kegelschnitt K, der F pig.
schneidet, so hat sie die Ordnung vier, F als doppelte Lem,m
und den in der Ebene % von K liegenden Netzstrahl D als Doppe]
erzeugende.

Trifft man die Annahme so, daff D Tangente von K wj,
dann ist D Riickkehrerzeugende der Fliche. Mit dieser sp
ziellen Fldache wollen wir uns beschaftlgen

Von f = [F«] geht noch eine zweite Tangente T an K; g
durch. ihren Beriihrungspunkt / gehende Erzeugende ist offenly
Torsallinie, und zwar die einzige.

Nun ist jede Doppelerzeugende einer patrabolische
Netzfliche Bisekante der Haupttangentenkurven, daher eine Riic.
kehr erzeugende Tangente dieser Kurven.

Wir wiéhlen auf D den Nullpunkt d* von . Ist d der Be
rihrungspunkt von D und K, dann berithrt die so bestimmi
Haupttangentenkurve die Riickkehrerzeugende in einem Punkte ¢
der durch (&/fdd*) = — 1 gegeben ist. Aus d* geht noch ein
zweite Tangente 7% an K; ihr Beriihrungspunkt #< ist ebenfalls ¢
Punkt der Haupttangentenkurve, die daher mit x drei Punkte ge
mein hat, daher:

Die Haupttangentenkurven der Fldche sind Raum
kurven dritter Ordnung.

Um sie zu konstruieren, verfahren wir wie bei der Cayle:
schen Fliche: Projizieren wir eine dieser Kurven aus dem Ku
spidalpunkt der Fldche auf %, so erhalten wir einen Kegelschnit
K% der D in d', K in ¢ beriihrt (da die Torsalebene Schmieg
ebene der Haupttangentenkurve ist. Mohrmann a. a. O.) un
durch # geht.

Wir wollen nun das System der Kegelschnitte K* néhe
untersuchen und wihlen zu diesem Zweck die Geraden [d#], DT
beziehungsweise als x-, y-, z-Achsen eines Systems homogen:
linearer Koordinaten. Die Gleichung des Kegelschnittes K kann mar
dann in der Form annehmen:

12-—2 92 = 0.

Hat der Punkt @* die Koordinaten x, 0 z, so folgt fiir di
Koordinaten des Schnittpunktes # von K mit der Polare von
beziiglich K

2307, 217 33
Ferner sind die Koordinaten von d’ (([llfd )= — 1):

. e
,10 0 &2y
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Mithin ergibt sich als Gleichung von K*:
22 gr—2ry22—92y2 =0

x
und, falls man noch a :7"— setzt,
“

K'=2Q2x -az?—9yz=0

Diese Gleichung stellt bei verdnderlichem a das System (K*)
Jar, das somit quadratisch ist.

Da K>—K} = O einen zerfallenden Kegelschnitt des Biischels
,'\"’f+)\ Kl’f = 0 darstellt, dessen Bestandteile 4 x—(a+b)z = 0 und
=0 sind, so folgt, dafl sich die Kegelschnitte K* in # osku-
lieren. Das Kegelschnittsystem (K*) hat also drei unendlich
penachbarte Basispunkte. Dies sagt aber:

Die Haupttangentenkurven hyperoskulieren sich im
Kuspidalpunkt.

Ist K ein Kegelschnitt von (K*), so gibt es einen zweiten
Kegelschnitt K3 des Systems, der den ersten in £ hyperoskuliert,
da durch vier Punkte zwei Kegelschnitte gehen, die eine Gerade D
heriihren. Also:

Zu jeder Haupttangentenkurve gibt es eine zweite,
welche sie im Kuspidalpunkt fiinfpunktig bertihrt.

IIL

Es soll nun die Behandlung einer nicht parabolischen Netz-
fliche besprochen werden. Wir wdéhlen als Beispiel die Wring-
fliche.t

Diese Fldche kann definiert werden als eine Netzfldche,
deren Richtkegel ein Drehkegel mit zum Hauptstrah! des
Netzes paralleler Achse ist. Das Netz kann auch ein ellipti-
sches sein. Die Fldche ist eine rationale Netzfliche vierter
Ordnung erster Art, welche den unendlichfernen Netzstrahl
mrTDolppelerzeugenden hat.

Wir bentiitzen zur Darstellung zugeordnete Normalrisse und
nehmen die Leitlinien des Netzes parallel II; an. Da dann die un-
tndlichferne Gerade der II, die Doppelerzeugende ist, wird der
scheinbare Umrif8 der Fliche im Aufrif eine Hyperbel sein,
it der reellen Achse parallel X,,. Aus dem Umri8 kdnnen nun
die Haupttangentenkurven der Fldche leicht ermittelt werden.

Wir wollen jene spezielle Kurve betrachten, die dem linearen
Komplex angehort, fiir den die Nullebene des Projektions-
Zentrums die unendlichferne Ebene des Raumes ist. Dann

1 L. Burmester: Kinematische Flichenerzeugung vermittelst zylindrischer
Rollung. *Zeitschr. f. Math. u. Phys., Bd. 33 (1888), p. 343.
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ergibt sich der Aufriff dieser Haupttangentenkurve folgendermag,,
Auf jeder Hyperbeltangente hat man eine Involution mit dem p,
rihrungspunkt als Mittelpunkt und den Schnittpunkten mit g
Bildern der Leitlinien Iy, /5, des Netzes als entsprechendes Pup,
paar. Die Doppelpunkte dieser Involutionen gehdren dann g,
Aufrif der Kurve an (Satz 1), der sich als Kurve sechster O
nung vom Geschlechte eins ergibt (Mohrmann a. a. Q) g,
den unendlich fernen Punkt von X, zum vierfachen Punkt py,

Will man das oskulierende Hyperboloid einer Erzeugengg,
darstellen, so ergibt sich sein Umrifi als jener Kegelschnitt, der ge,
scheinbaren Umri8 der Fldche im Beriihrungspunkt der Erzeugendy,
oskuliert und F/, FJ] bertihrt. Dies gilt natiirlich im Prinzip f
jede Netzfldche.

Die Netzflichen (von mindestes vierter Ordnung) sind iy
allgemeinen dadurch ausgezeichnet, dafl flir gewisse Erzeugenq,
das oskulierende Hyperboloid nicht drei, sondern vier benach.
barte Erzeugende mit der Fldche gemeinsam hat; man bezeichng
sie nach Vofil als hyperbolische Erzeugende. Sie sind fi
den Verlauf der Haupttangentenkurven von Wichtigkeit, da deren
Schnittpunkte mit diesen Erzeugenden stationdre Punkte sing
(Mohrmann a. a. O.).

Fur die Wringfliche bekommt man die Aufrisse der hyper
bolischen Erzeugenden, wenn man die FJ, F) beriihrende
Kegelschnitte sucht, die die UmriShyperbel hyperoskulieren. D
die Scheitel eines Kegelschnittes jene Punkte sind, in denen er von
einem Kreis hyperoskuliert wird, so braucht man nur die Konstruk-
tion der Scheitel projektiv zu verallgemeinern und zu duali
sieren, um zu einer Losung der gestellten Aufgabe zu gelangen
Auf unseren speziellen Fall angewendet, heifit dies: Man suche di
Schnittpunkte der Nebenachse der Hyperbel mit FY, FY, ermittk
dann das Punktepaar, welches diese zwei Schnittpunkte und di
imagindren Scheitel der Hyperbel harmonisch trennt; die durch
diese Punkte gehenden Hyperbeltangenten sind die gesuchten Auf
risse der hyperbolischen Flidchenerzeugenden.

Es soll noch die Konstruktion der Eigenschattengrenzt
der Fldache fiir Parallelbeleuchtung besprochen werden. Sk
ergibt sich aus der vorhin gefundenen Haupttangentenkurve unte
Verwendung eines ebenen Schnittes (Satz 2). Die Schnittebene mub
die Nullebene des leuchtenden Punktes beziiglich des betreffenden
linearen Komplexes sein. Nun liegt das Lichtzentrum in der um
endlichfernen Ebene R; seine Nullebene geht daher durch den
Nullpunkt von R, hier durch das Aufriprojektionszentrum. Die
Nullebene ist also zweitprojizierend, und da sie den zur Licht
richtung parallelen Netzstrahl enthilt, deckt sich ihr Aufrif mit der
Aufriff dieses Strahles. Die Konstruktion der Eigenschattengren
kann nun leicht geschehen. Auf den Erzeugenden, die keine reeller

1 A, Vo8: Zur Theorie der windschiefen Flichen. Math. Ann., Bd. 8 (1875), p.9%
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unkte  der Haupttangentenkurve tragen, hat man nur die be-
..ﬂl>|'rende Involution zu vervollstindigen. Dies gilt auch allgemein;
:-‘:m praucht die Haupttangentenkurve nicht zu kennen, um die
~-enschattengrenze zu erhalten, so dafl also die Konstruktion

i .
:;seleH ganz linear erfolgen kann.

IV.

Zum Schlusse moge noch ein neuer Beweis filir einen be-
wnnten Satz lber die Haupttangentenkurven des Pliicker-
.chen Konoides mitgeteilt werden.

Es seien F, die doppelte Leitlinie, T,, T, die Torsallinien der
}liche. Projiziert man die oo? Kegelschnitte einer Regelfldche
lritter Ordnung aus einem Punkte der Doppelgeraden F, auf eine
wbere ®, so erhdlt man Kegelschnitte, die durch drei feste Punkte
«chen, ndmlich [#] =] und die Schnittpunkte der beiden durch das
projektionszentrum gehenden Erzeugenden mit @. Wird das Pliicker-
«he Konoid aus dem unendlichfernen Punkt von F, auf die
rbene ® L Fy projiziert, dann stellen sich die Kegelschnitte der
iliche als Kreise durch [ /] dar. Die Torsallinien T;, T, er-
icheinen als zwei zueinander senkrechte Geraden T, T}. Die
benen Schnitte durch eine der Torsallinien, etwa T,
stellen sich dann als Kreise dar, welche T} in [T} 75| =f
weriihren und daher ihre Mitten auf 7% haben.

Wir nehmen nun auf 7, ein Lichtzentrum s an; die zuge-
hirige Eigenschattengrenze ergibt sich als Ort der Berithrungs-
runkte der aus s an die ebenen Schnitte durch 7, gezogenen Tan-
genten und ist in der Projektion der Kreis K| durch f mit der
Vitte s auf 7. Nehmen wir noch einen zweiten Kreis K} durch
/' mit der Mitte auf 77 als Bild eines ebenen Schnittes durch T,
an, so kann man nach Satz 1 aus K, K] das Bild einer Haupt-
lngentenkurve ermitteln; f7 ist der gemeinsame Mittelpunkt der In-
volutionen auf den Erzeugenden.

~ Ein Punkt des Bildes der Haupttangentenkurve ist aber der
Schnittpunkt  p/ der beiden Kreise K%, K. Ist s, = [K! T]],
Y= [K} T}], so ist p' auch der FuBBpunkt des aus f auf [s, s,] ge-
illten Lotes.

Nun kann man aber dieselbe Haupttangentenkurve auf un-
adlich viele Arten erhalten. Bewegt sich ndmlich s auf T,, so
Missen die ebenen Schnitte X, Nullebenen von s beziiglich des
Jl.t"lchen Komplexes sein (Satz 1). Die Nullebenen sind zur Punkt-
ne (s) projektiv. Schneidet man die ersteren mit 7,, so erhilt
an die Punkte s,, also (s) /\ (sy). Dem Punkte [F, 7,] entspricht
[‘-'5‘ Nullebene seine Verbindungsebene mit der unendlichfernen
“ligeraden der Fliche; s, féllt mithin ins Unendliche. Analoges
U fiir die Reihe (s,). Die beiden Reihen (s,), (s,) erzeugen also
‘e gleichseitige Hyperbel mit den Asymptoten Ty, 7,. Mithin:

Sil7-'~lnf.g'sl)erichte d. mathem.-naturw. KI., Abt. ITa, 134. Bd. 16
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Die senkrechten Risse der Haupttangentenku”.e},
des Pliicker’schen Konoides auf eine zur Achse der Fljgy,
normale Ebene sind FuSpunktskurven der gleichseitige.
Hyperbel, also Lemniskaten.

Der gegebene Beweis hitte sich durch eine kleine Rechnyy,
noch abklirzen lassen. Man kann ihn aber projektiv verallgemeine,
und erhdlt folgendes Ergebnis:

Es seien F, die doppelte Leitlinie einer nicht pap,.
bolischen Regelfliche dritter Ordnung, o das auf F g
legene Projektionszentrum, = die Rifiebene, %, %, die Spy.
punkte der durch o gehenden Erzeugenden inm, U:["N}J.
T, T, die Bilder der Torsallinien. Greifen wir einen der o
Kegelschnitte, die T, in [UT,], T, in [UT,] berlihren, herayg
bringen dessen Tangenten 7 mit U zum Schnitt, sucher
zu diesem Punkt den beziiglich 4,17, vierten harmonische
Punkt ¢ auf U und schneiden T mit [T, 7,.f] in 2. Dies:
Punkte ¥ durchlaufen dann das Bild einer Haupttangenter
kurve.
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