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Darstellung eines Strahlenkomplexes
durch eine duale quadratische Differentialform

Von
Karl Mayrhofer in Wien

(Vorgelegt in der Sitzung am 7. Mai 1925)

Die erste Darstellung eines Strahlenkomplexes durch zwei
uadlatlsche D1ffe1entxalf01men rihrt von G. Sannia her! Er be-
\ummt eine Gerade durch einen beliebigen ihrer Punkte P (1,9, z)
and durch ihre Richtungskosinus X, Y, Z und stellt einen Komplex
unter Anwendung spezieller Parameter #, v, in der Form:

x = (1, v, 1), ¥ = 3 (1, v, 1), & =2 (0, U, 1),
=X@wv), Y=Ywv), Z=7Z(uv

der; die Parameter sind so gewdhlt, daB sich ldngs der im Komplex
enthaltenen  Zyvlinder blof w édndert. Sodann verwendet er als
lundamentalformen die von K. Zindler eingefiihrten Ausdricke flir
Jas Quadrat des Winkels s> und fir das Moment yp zweier un-
endlich benachbarten Geraden;® diese Ausdriicke nehmen zufolge
der Festsetzung Uber die Parameter die Form:

ds? = E du?+2 F dudv+Gdv?,
— . =Ddu?+2D dudv+D" dv*+2 Mdu dv+2 N dv dw

an, wo die Koeffizienten in ds’? Funktionen von # und v, die in p. da-
vegen Funktionen von #, v und # sind. Die Fundamentalformen
bestimmen nun immer dann, wenn jene Koeffizienten gewissen
Integrabilitdtsbedingungen geniigen, einen Komplex gerade bis auf
Bewegungen, den man durch Integration der folgenden Gleichungen
und denen, die daraus durch zyklisches Vorriicken in # und X
entstehen, erhélt:

3 DXV L RX BX o G BXy
E= (31;) TS 0w ov’ G"Z(\av\,
b /D V83X D 83X | /by, 87\ o
Tu‘(T_’*’)a—u—‘TW+<T_'3¢L>‘X’
ox _ D' 38X /D VOX by, 87
= n ae s ) w R )T

¥

1 G. Sannia, Annali di Matematica (3) 17 (1910), p. 179 f.
2 K. Zindler, Liniengeometrie II (1906), § +7 (92).,

Sitzungsberichte d. mathem.-naterw. K1, Abt. Ila, 13+, Bd. 17
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v N X M 3X [ 1 /8 9Ny Or,
5 =20 = —2 == —— (e — | — =% x
ow A oun A Qv A (BU o1, dm |

dabei ist
A= EG 2> 0,

b1y und by, sind gewisse Funktionen der Koeftizienten der Iy,
damentalformen und deren Ableitungen, wéhrend 7, eine willkiilicy
Funktion von #,v, w ist. Diese Unbestimmtheit liegt in der Wil
des Punktes P(x,1,z).

Die vorliegende Abhandlung geht von der Study’schen g
bildung des Geradenraumes auf die duale Einheitskugel aus, v,
wendet also normierte Pliicker’sche Linienkoordinaten, 148t jedoc;
die Parameter im Komplex unter Ausschliefung gewisser singule
Fille allgemein. Die beiden Zindler'schen Formen erscheinen in eip,
einzige duale zusammengefafit, die als das Quadrat des Bogep
elementes auf der dualen Einheitskugel aufgefafit werden kam
wobei die beiden unendlich benachbarten Punkte der Kugel so c.
wiahlt sind, daff sie zwei infinitesimal verschiedene Geraden (e
Komplexes darstellen. Die Untersuchung ist analog den Entwick.
lungen der Gaufy’schen Fldchentheorie gefiihrt und liefert Ableitung.
gleichungen, die denen von Weingarten und Gaufl entsprecher,
wodurch es moglich wird, im reguldren Falle den Komplex in dx
Umgebung einer Stelle ohne Integration als Potenzreihe darzustelle
Dabei erscheinen die Integrabilitdtsbedingungen in recht iibersichi
licher Form.

§ 1. Die duale Fundamentalform.

Eine Gerade 9 sei in einem gewohnlichen Koordinatensysten
.X,. X,, X, durch den Richtungsvektor a (a,, 4, a;) und den Momen:
vektor a(al, a,, a@,) bestimmt. Bei geeigneter I\omnm ung von a gil

a? =1, {!

aa =0, i
woflir bei Anwendung des dualen Vektors ¥ = a+=a

W2 =1 (o
tritt. Damit erscheint aber der Geradenraum eineindeutig auf die dua
Einheitskugel (3) abgebildet, und zwar so, dafi seinen Bewegunge
Drehungen der Kugel in sich entsprechen und umgekehrt! GehtR

einer solchen Drehung A (4, 4,, 43) in A* (AF, 4%, AF) iiber, so gi

AT: C,'1A1+Ci2Ag+Ci:lA3 (Z — 1; 2; 3): &

1 W Blaschke, Differentialgeometrie I (1921), § 103.
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Darstellung 'eines  Strahlenkomplexes.
o die Ci» duale Koeffizienten mit orthogonaler Determinante

[Cir | (3)
<ind.
Durch

A = A @, w2 ud) = a (@i, u? u®)+ea (s, u? u®) (6)

vird ein Strahlenkomplex definiert, wobei die #‘ reelle Parameter
und g, @ reelle Funktionen davon sind. Zwei infinitesimal verschiedene
i;erade des Komplexes bestimmen auf ihrem dualen Bilde ein duales
logenelement, flir dessen Quadrat J9* gilt:

3
A9 — Z G dui du, 7
k=1
worin
Gip = g[ni Ak (81

pedeutet. Wir setzen noch
Gir = gn+egun.

Die Form (7) ist wegen der Orthogonalitit der Determinante (5)
nvariant gegeniber beliebigen Bewegungen des Komplexes und
aferdem gegenliber beliebigen Parametertransformationen. Diese
Invarianz entspringt geometrisch daraus, dafl der reelle, beziehungs-
veise duale Koeffizient von (7) mit der ersten, beziehungsweise
aweiten Zindler'schen Form iibereinstimmt;? sie legt die Frage nach
Jler Bestimmbarkeit eines Komplexes durch eine Form (7) nahe, wes-
nalb (7) die duale Fundamentalform des Komplexes heiflen soll.

Wir beobachten noch, dafi die Determinante

lGn Gy, Gy
Gpa Gy Goy| =0 (9)
Gig Goy Gy,

D=

*¢in muB. Denn es ist zufolge (8)

D= (g[ul %[uzg(nzl)?' = (anl+5(_1u’, Qe a”‘=+sﬁ”3)2 -
= [(amae0)+e()]2 = 0,

Ja_der reelle Teil wegen (1) verschwindet. Im folgenden soll die
Adjunkte zu Gi in D mit Dy bezeichnet werden.
¥—

1 W. Blaschke, a. O, p. 193 (21).
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§ 2. Kovariante Dreibeine.

Zur Behandlung der in § | aufgeworfenen Frage wird p,.
sich zundédchst kovariante Dreibeine bezliglich der Drehungen ) q
dualen Einheitskugel verschaffen. Man stellt sofort fest, daf hiery,

die Vektoren
WAL (G =1,2,3)

in Betracht kommen, deren Anfangspunkt 9 («/) sei. Diese Vektgy.
ermoglichen die Bildung von vier im allgemeinen verschiedep,,
kovarianten Dreibeinen:

W, Ay, Wk (G =1,2; 2,3; 1,3), (10
A, Wiy Wi, (1

von denen festzustellen ist, ob sich ein beliebiger dualer Vekiy
aus den das Dreibein bildenden Vektoren eindeutig linear ableite
1a8t. Als notwendige und hinreichende Bedingung dafilir findet may,
dall die Determinante dieser Vektoren, also

W A2) G2 =1,2; 2,35 1,3),
(_9(11' S)(Iﬂ 9[11">)

nicht rein dual sein darf, was fiir die Dreibeine (10) im allgemeine:
zutrifft, wihrend flir das Dreibein (11) der reelle Bestandteil de

Determinante )
(Qur Q2 Q)

wegen (1) verschiindet; (11) schlieBen wir daher aus. Da aber

AW W) G, =1,2; 2,3; 1,3)
und
Dy (l = 3; ], 2)

zugleich rein dual sind oder nicht, kann iiber die Zuldssigkeit de
Dreibeine (10) durch die Hauptunterdeterminanten von D entschieder
werden. Es kann nimlich z. B. der reelle Bestandteil von (3 ¥

((l (gt (1;;2)

nur dann verschwinden, wenn a, und a, linear abhingig sié

also wenn
t[,,n}((l,,,‘: =0

ist; zugleich verschwindet dann aber auch der reelle Bestandte

von Dy,: ) [

(et Qpgt (g2
9

2 = (an X a,2)%
At Qpr Q2

Wir bemerken noch, daf die gi; sowie die reellen Teile der Dj o
negativ sind.
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§ 3. Die Ableitungsgleichungen.

nter der Voraussetzung, daf3
te3)

D

33

Licht rein dual sei, gelingt es leicht, A,» im Dreibeine 9, A,
\uszudriicken. Man setzt

A,

PARAY A

e = AU A A+ Wope,

nultipliziert der Reihe nach mit A, A, Az und beriicksichtigt (3)
8) und die aus (3) folgenden Gleichungen

AN, = 0, @)
wodurch man
Dy o D,,
Wy = — »[7;;— Ay — [)_;: Wspe (12a)

indet. Analog kann man 9(,i,4 unter Beibehaltung der Voraussetzung
iber Dyy im Dreibeine 9, Ay, Az ausdriicken, wenn man beachtet,
daB man durch Differenzieren von (3/)

A 9'[11’.1//‘ = Gil«,

und durch Differenzieren von (8)

GOOHI + G12n'~‘ b

. 1 . . 1
Aot Wppron = “2_ Gn,,l ) Wy Wy = 2

1 1
g)[u‘ [u'w — 5 Gu,,-z ) 91/41 9[11’11-" — (_ Ggs,,n"" G]g,,»."‘ G12“:=);
, 1 o o 1,
Ay W = o Gnu:: ) ot Wy = — 5 (’33111'*‘ G13u-“'

samt den Gleichungen, die daraus durch zyklisches Vorriicken ent-
stehen, erhdlt. Dadurch findet man:

Wi = — G A {111} %[”‘"" 1 1\ B
e = — Gy 3(+{1;1 Wy +{lj} Wy, (13a)
Wy = — Ggo 9[+[ / Ao+ 2\ 0[112;

R Y A Y
Q[,ti,,n = — G13 S‘)/(-’—Ll:i 9[[/"'—11[13 QIU?)
9'[1;‘3”3 = — G)o v[+L)3 (ul+lw.23 %{1/?, s (14'4)‘
g(u,“q,-? = — G33 A+ L33 ?‘(1,1—{—]‘/[33 s,),[,,‘:; J
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darin bedeuten {’f’}’ die Chrlstoffelsymbole der gewOhnlich,.
Flachentheorie mit G,,, Gy,, Gye; #', u? gebildet und es ist: '

— Gy Gagu+ Gy Gug ot Goy Gyy Gy Gug s

L

13 — ’
2 Dsa
G11 Gza,p—Gn 1342 G12 G111;3+G11 Gn p
M, =
! 2 D33 '
_L _ - G22 G23u,1+ G?‘Z Gl31;3+G‘2‘2 Gl?u.-'i—— G12 622”3
23 — D) D >
~ 33
M. — G]2 G237;1_G12 GJs,,z_Gw G12,1:=+G11 Gz‘zus
23 — 2 D33 !
L o - G22 G33nl+ GI? G33113+2 GZ? G13”~°-_2 GI? G?ﬂu”
33 — 4

2D

83

Gl‘) 33,17 Gll G“'}/, —2 Gl? G]31ﬂ+2 Gll G23”3

JW33 _ D
33

Die Ableitungsgleichungen (12a), beziehungsweise (13a), (14a:
entsprechen denen von Weingarten, beziehungsweise Gauf in de

Flachentheorie.
Ist aufier Dy, auch
D Dzz

1

nicht rein dual, so erhdlt man aus (12a), (134), (l4a) durch ein-
beziehungsweise zweimaliges zyklisches Vorriicken die Gleichunge:
(12b), (13b), (14b), beziehungsweise (12¢), (13¢), (14¢), wovon wi
die folgenden anschreiben wollen:

Wy = — Dy, ANype — —n— Ay (12k
Ay = %iz Ay — g% W (12¢
Wy = — Gy 9[+{111}.” 9‘[,Le+{121}." Wi,
Wy = — G<,3sl[+{112} W, +{12} Wi, (131
Uy = — Gy 9‘(+{212} A, +{222}."9(,, ;
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Darstellung ‘eines ' Strahienkomplexes.

Wppye = — G33 A+ f 1} Una+ {121}1” Wi,y
Qtu'uﬂ — G13 A+ {119}1 / 91 {192}”/ v[u’ (1 3 Cj)
S)[uml = — G11 g["i‘l 1 }/ ~ I?:)Z} u'

erin beziehen sich die zwei-, beziehungsweise dreigestrichenen
lmistoffelsymbole auf Ggy, Goyy Ggy; 1% 08, beziehungsweise auf
1, Gy G5 #%,u' Die Berechtigung dieses zyklischen Vorrlickens
haqt darin, dafl neben der Voraussetzung und den Beziehungen, die
wu (12a), (13a), (14a) fithren, auch diejenigen Voraussetzungen und
Beziehungen gelten, die sich daraus durch zyklisches Vouucken
ableiten lassen: alle jene Beziehungen folgen ja aus (3) und (8).

Aus (9) folgert man, dafl zugleich mit D,;, D,,, Dy, sdmtliche
1 nicht rein dual sind und daff die Unterdeterminanten einer Zeile
on [) denen einer andern Zeile proportional sind, weshalb (12a),
1128), (12¢) schon wegen (9) cinander gleichwertig sind.

Die Gleichungen (12a), (125), (12¢) wollen wir zusammen mit
12) bezeichnen; entsprechendes soll in analogen Féllen gelten.

§ 4. Die Integrabilititsbedingungen.

Es sei ein Komplex (6) mit der Fundamentalform (7) unter
Beibehaltung der Voraussetzung, daffi kein D;; rein dual sei, gegeben.
Dann gilt fiir die Gj; die Beziehung (9) und es bestehen die
Gleichungen (3), (3/), (8) und (124), die wir zum Systeme

A= 1, AN, = 0, Wi At — Gik’
e

13 9[11|+D23 Ss):[jl':+D33 \;)[){r"' == O

zisammenfassen; die Gleichung (12a) kann wegen (9) auch in der
Form (125) oder (12¢) geschrieben werden. Fafit man die Gy, %, Ui
s Veranderliche auf so erkennt man, dafl in (I) nicht alle Gleichungen
Unabhiingig sind: aus (124) und den drei ersten Gleichungen (8)

<‘)l’lzll pu— Gll’ 9[1;19[”‘-‘ p— G]Z’ 9{12" pm— G22

blgen twegen (9) die drei letzten Gleichungen (8) und aus (12a)
Und den beiden ersten von (3/)

AW =0, AN =0

lie dritte. Diese Bemerkung 148t sich in naheliegender Weise ver-
Ulgemeinern. Von den 26 in (I) enthaltenen reellen Gleichungen sind
“50 8 sicher eine Folge der Ubrigen; daf diese unabhancng sind,
finmen \wir sveiter unten erschheﬁen Von den 18 unabhéngigen
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enthalten 2 nur a;, d; so dafl die restlichen 16, die in den 18 v,
riablen @i ey T 1 teils linear, teils quadratisch smd nicht hlnlemhen

um die a;, 1, @, durch die w', a;, @; auszudriicken. Ferner bildep Wi
im Anschlusse an (13) das System

Wyt = — Gy, :u+{111} W+ { 1} W,

Woue— —— G 12 g J12V g

\()lll"— (J)‘ +l1 l’”_l—loj H,

Noor— — o S22 o, {~~V \

\[u-u- _— (7'22 ~[+\ 1 I (u -+ 2J grw; I
(l

Wws = — Gy A+ {17 oot {121 U,

— 22

g\)'[ltult'? —_— G;n 9[4“{ } { 2 } ‘[” 3

. -, 12 n 12 1
g(zﬂu” —_— (7 { 1 } 9111 +{ ) } g)[/11

Die beiden Systeme (I) und (II) bilden zusammen ein Systen
von partiellen D1ffe1ent1a101e1chun gen mit den unabhéingigen Variablen
#' und der unbekannten Funktlon 9[ in ihm sind sdmtliche Differential
quotienten hochster, ndmlich zweiter Ordnung durch die niederer
Ordnung, durch die unbekannte Funktion und durch die unabhéngigen
Variablen ausgedriickt, ohne dafi dies analog fiir die Differential
quotienten erster Ordnung zutrife.

Wir wollen nun zwischen den Gy und deren Ableitungen
notwendige Beziehungen suchen, die zugleich notwendige und hir-
reichende Bedingungen daflir sind, daff unser System folgend
Eigenschaft annimmt: es soll bei einmaliger Differentiation nach den
1/ neben (I) keine neuen Relationen zwischen den Verdnderlichen
u', %, A ; liefern, wenn man alle Ofter als einmal auftretenden
Differentialquotienten dritter Ordnung wegschafft und alle zweit
Ordnung durch ihre Werte aus (I) ersetzt. Dabei beziehen wir um
in (I) nur auf die unabhédngigen Gleichungen.

Zur Vorbereitung suchen wir zunidchst zwischen den Gj uné
ihren ersten Ableitungen solche fiir den Komplex notwendige Re
lationen, die aus der Glelchhelt der in (13) je zweimal auftletende
Ausdriicke fiir die 9, folgen. Wir setzen also e in (13a) uné
(13¢) einander gleich und eliminieren mittels (12a) As; in der ent
stehenden Gleichung miissen dann sowohl die Koeffizienten vo:
N1 als auch von 9. auf beiden Seiten einander gleich sein, W&
durch man

’22}///__‘[1 11! fl 1].1 Izzl.lll
2 T a2y
D B D23 o D33

13

(15
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Darstellung ‘eines’ Strahlenkomplexes.
Jhiilt. Diese Doppelbeziehung ist wegen (9) der folgenden dquivalent:
orhi

Gilu‘ GJ‘_’ G13
o (7 A 1 - . ,
2 Gyoy— Gy Gog Gog =0 (16,)
. \ . |
2 (’13:11_611,;3 (723 G33

\nalog geben .z, beziehungsweise A,s: zu Gleichungen (15,),
16,), bez1ehun05\\ eise (15,), \16 AnlaB, die aus (15)), (16,) durch
¢in-, beziehungsweise zweimaliges zyl\hsches Vorrlicken entstehen.
1iir die Glieder von (13,) \xol’en wir noch das Symbol O, (u!, u?, u®)
cinfibren.  Umgekehrt sind die Relationen (16) zusammen mit (9
and (12) fiir die Gleichheit der in (13) je zweimal auftretenden
Ausdriicke fir die 9 ; hinreichend.

Ferner suchen wir Relationen, die man durch Gleichsetzen der
Ausdriicke far Wy, Wpeys in (13¢), (130) und in (14a) erhdlt. Eli-
miniert man jedesmal wiederum 9, mittels (12&), so findet man im
wsten Falle

“121///_ ;12 17
e, .
Dy, T Dy T Dy SR

dicse beiden Beziehungen sind wegen (9) der folgenden dquivalent:

Gy Gyy Gy

: Gy Gy Gogi =Gyt Gyye =0 (18,
. . X

‘ (113 G'_’S (]33”1

Im zweiten Falle erhilt man:

oV I! Y
W, 9_{1—)11 121
Ly % W1 2 (19
Dy Dy, a Dy '

voflir wegen (9) eine einzige Beziehung (18,) treten kann, die aus
8, du1ch zweimaliges zvkllsches Vonucken entsteht. Aus der
.lelchweltlcrl\elt aller Indizes schliefen wir noch auf das Bestehen
ciner Bez1ehuncr (]8 »), die man aus (18,) durch zyklisches Vorriicken
ahilt und die wir weiter unten durch die Rechnung wiederfinden
‘erden. Umgekehrt biirgen (18,) und (18,) nebst (9) und (12) flir
lie Gleichheit der Ausd1ucke durch deren Gleichsetzen sie ent-
‘landen sind.
Wir differenzieren nun die beiden ersten Gleichungen (3/) nach

len i und setzen fiir die auftretenden 9[ ik die Werte aus (II) ein.

Bej BelLleSlChtlf’LII‘l(‘f von (I) erhdlt man nur Identitdten.
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Dasselbe Verfahren auf die drei ersten Gleichungen (8)
gewendet fiihrt im allgemeinen wieder zu Identitdten; nur wenn My

U A = Gy

nach #3 differenziert, st6t man bei Anwendung von (9) auf (16,
Diese filir den Komplex notwendige Beziehung reicht zugleich by,
daBl unser Verfahren nur solche Re]atlonen zwischen den /9 s)[

ergibt, die aus (I) folgen.

Sodann hdtten wir (12a) nach den #' zu differenzieren ypg
die auftretenden ;. mittels (I) zu eliminieren. Dabei ist es ape
wegen (9) und (12) gleichgiiltig, welche der drei Gleichungen (17,
man zugrundelegt. Dénn es ist beispielsweise

13”1 \[”1+D23"1 9/( +D«~.3u1 g( +D13 ‘[7"'”1+D23 »(1¢11¢<+D33 ?I,[l,,s -
=Ru(D Upn+Dyy Wie+D 5 Ap)+
+R (Du”l R4 n‘+D10 9[11 +D13”1 v(u +D (ulul+D1rz v[u'n-'*‘Dlg S‘)I,,n,“),

n!

worin die Gi, Gir,g, Uiy A i x als Variable angesehen werden ung
R (w', % u®) nicht rein dual ist. Wir befrmnen ~daher mit der
Differentiation von (12%) nach !, ersetzen Wy Wz, Wpns durd
die Werte aus (II) und U,z durch den Wert aus (19a) Die ent-
stehende Gleichung kann nur bestehen, wenn die Koeffizienten von
A, Ay, A2 fir sich verschwinden. Der Koeftizient von 9 fiihrt zur
Beziehung (9), wihrend die Koeffizienten von 9, und 9, bei Be
riicksichtigung von (9) auf (16,) fiihren. Man findet nidmlich zunéchst.

(711 (’1.—7 Gu,,t (’11 GJ" Gnu ‘

. ~
Gio Gy Goyp = Gy Gy Gy s (20,
(’13 G33 ng,,l G13 G23 Gas,,n

woraus mittels der nach #! differenzierten Beziehung (9) die Relation
(16,) folgt. Riicken wir in der nach u!' differenzierten Gleichun:
(120) zyklisch vor, so erhélt man die nach #? differenzierte Gleichuny
(12¢). Darin tritt e, Wpzpe, Wpezye auf, woflir die Werte aus (I) «u
setzen wiren; bei Beachtung von (9), (16,) und (12) kann abe
Aypz2 aus (135) entnommen werden, so dal man, wenn man noc:
A, mittels (125) eliminiert, auf Beziehungen stoflen muf, die auw
(9) und (16,) durch zyklisches Vorriicken entstehen, also auf (9) unc
(16,). Analoges gilt bei der Differentation nach . Umgekehrt is!
(9) und (16) h1r1re1chend daf die Differentiation von (12a) bei Ar
wendung von (II) nur solche Relationen zwischen den Variabler
a', U, A, ergibt, die aus (12), also aus (I) folgen.

Schliefilich differenziert man das System (II), setzt die Aur
driicke fiir die mehrmals auftretenden dritten Differentialquotienter
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,nander gleich und eliminiert die zweiten Dirferentialquotienten
qittels (). Dadurch entstehen Beziehungen zwischen den u/, 9(, % .
;1ie bei geeigneten notwendigen Relationen fiir die G, und deren
\pleitungen eine Folge von (I) werden sollen. Zu ihrer Auffindung
saben wir also an die aus (I) entstandenen Gleichungen

9IH'H'I# — Q[/t'lﬁu') 9'[1121131:1 — 9[11111?1:35 (21 a)
1)[1,2”2“3 = 82'[,,:,,;,,:, S,,’[.,,s,,:x,,z g E)I,,z,t.:,t.:, (21 Z;)
Wyt — ?(.u'u“u% ?Iu'u’u-’ - Sl[u'u“u') (21 ‘:)

‘M”n,,‘:”:; p— 9,(1,2,,:1,,1 p— 9.[,,1”3”“. (22)

anzuknlpfen.

Wegen der Analogie von (13a) zu den Ableitungsgleichungen
fir die reelle Einheitskugel in der Fldchentheorie ergibt (21a) eine
¢inzige Beziehung

, 1. 1 . 1 . ( . 1 N
(\\7~ 77576221111114— G12”|”-;— _{_)7611111“2) 2”611”1\(112’”_ ¥27G11”2)
A (G 1 G ) G, G
I):;:,: - 12 - ? 22t 1 12 +
1 .
& Gas,pe Gy, Gy
1 1
0 Y (711/;2 9 G'Z?u‘
1, . )
T _g (11111" Gll (]1‘2 ! (-’31)
|
_2_ (72-3,,1 G12 G2-2

lie der Gauf’schen Formel fiir die reelle Einheitskugel nachgebildet
st und die umgekehrt hinreicht, daf (21a) tberhaupt zu keinen
Beziehungen zwischen den o/, 9, 9 ; fihrt.!

- Um (210) auszuwerten, bemerken wir zuerst, daff der Aus-
Urack flir 9pme bei Berlicksichtigung von (9), (16,), (16,) und (12)
Nt jenem #dquivalent ist, der aus Wyume.in (21a) durch zyklisches
Vorriicken  entsteht; dabei sieht man die Gy, G,y U, als Ver-
‘derliche an. Denn aus (9) und (16,) folgt (135,), womit man fiir
‘e Differenz jener beiden Ausdriicke findet:

1'W Blasehke, a. 0., § 48; § 36 (42).
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Oy, (Dyy Wt4=Dyy W+ Dy )+
+O (Dn” 1'+D19 [u +D13, (u +D11 ~(11 Tyt +Dlo s[u 1H+DH \{

uhy l
hierin verschwindet aber die erste Klammer wegen (12) und g,
zweit> wegen (9), (16,) und (12). Wir haben dabei beachtet, gy
die Ausdricke fiir s und s, die man erhdlt, wenn map j,
(21a) zyklisch vorrlickt, die in (II) auftretenden sind. Analog sipg
die Ausdricke fir ,:s:2 beziehungsweise Wse2e jenen dquivalen
die aus Wz, beziehungsweise Ay in (21a) durch  zyKlische,
Vorriicken entstehen, wenn man (9), (16,) und (12), die fiir g
Ubereinstimmung von ¥, in (13a) und (13%) sorgen, anwende
Schlieilich entsteht o aus Wjyuee in (214) unmittelbar durch
zyklisches Vorrlicken. Setzt man also (9), (16,), (16;) und (I3,
voraus, so ergibt (210) zwischen den Gy und deren Ableitungep
eine fUr den Komple\ notwendige Beziehung (23,), die aus (931
durch zyklisches Vorrlicken entsteht; sie reicht umgekehrt mit (0,
(16,), (16,) hin, dal (215) bei Elimination der zweiten Differentiai
quotienten mittels (II) zwischen den Verdnderlichen /3, A i nur

solche Beziehungen ergibt, die aus (12), also aus (I) folgen. — Dai
irgend eine mogliche Darstellung beispielsweise fir ,um,: dureh
zyklisches Vorriicken in eine mogliche Darstellung fir A,z Uber-
geht, folgt bereits aus der Gleichwertigkeit aller Indizes.

Ganz entsprechend sind die Ausdriicke in (21¢) bei Anwendung
von (9), (16,), (16;) und (12) jenen édquivalent, die aus den Aus
driicken in (215) durch zyklisches Vorriicken entstehen und zugleich
jenen, die man bei zweimaligem zyklischen Vorrlicken in (2la
erhdlt. Man findet also aus (21¢) neben (9), (16,), (16,) und (12) einc
notwendige Beziehung zwischen den Gy und deren Ableitungen.
die sich aus (23,) durch zyklisches Vorriicken ergibt; sie reich
umgekehrt zusammen mit (9), (16,), (16;) hin, dai (21c¢) zwischen
den #/,9(, 9 ; nur aus (I) folgende Beziehungen bestimmit.

Ist der reelle Teil von I),, positiv, so erkennt man in der
Beziehung (23,) die notwendige und hinreichende Bedingung dafi.
daf} sich eine Form (7) fur

13 — const.

auf eine Form verkiirzt, die eine Strahlenkongruenz bis auf Be
wegungen bestimmt. Analoges gilt fiir (23,), beziehungsweise (22
und jener Form, die aus (7) fir

u' — const., beziehungsweise 72 — const.
entsteht.! .
In der Doppelgleichung (22) fassen wir zuerst das erste um
letzte Glied zusammen:
(22“

Winizus = Wi

1 W Blaschke, 0., § 106.
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flierin ist bei Anwendung von-(9), (18,), (18;) und (12) der Ausdruck
iir Wz, der im Anschlusse an (II) gebildet ist, jenem &dquivalent,
jen man mittels (13a), (14a) findet; analog kann der Ausdruck fiir
W, it Hilfe von (9), (16,), (18,) und (12) in jenen umgerechnet
werden, der aus (13a), (14a) entsteht. Bilden wir also (22a) im
\nschlusse an (13a), (14a) und eliminieren wir s mittels (12a),
.0 stofien wir durch Vergleichung der Koeffizienten von 9 auf eine
Beziehung, die sich wegen (9) auf die Form (18,) bringen lifit und
die wir bereits oben angeklindet haben, wilhrend die Koeffizienten
von Y, und A, vermodge einer umfangreichen Rechnung zu einer
sinzigen Relation fiihren, die wir mit (24,) bezeichnen wollen. Um-
rekehrt gewdhrleisten (9), (16,), (18,), (18,), (18,), (24,) und (12) das
Bestehen der im Anschlusse an (II) gebildeten Gleichung (22a).

Die recht uniibersichtliche Beziehung (24,) kdnnen wir aber
ausschalten. Wir kniipfen dazu an die Gleichung

oz = Wz (25)

an. die wir uns im Anschlusse an (13a), (14a) bilden; die auf-
wclenden zweiten Ableitungen seien bereits durch ihre Werte aus
(13a), (14a) ausgedrlickt. Eliminiert man darin 9, mittels (12a), so
ergibt die Vergleichung der Koeffizienten von 9 wegen (9) die Be-
ziehung (16,), wahrend die Koeffizienten von ,» und A, wiederum
(24,) liefern; umgekehrt sorgen (9), (16,), (24;,) und (12) fir das
Bestehen von (25). Die beiden Ausdriicke in (25) sind aber bei
Zuhilfenahme von (9), (16,), (18,), (18;) und (12) jenen &dquivalent,
die man erhielte, wenn (25) im Anschlusse an (II) gebildet wiirde:
das flhrten wir in der ersten Gleichung (215) aus. Diese ergab,
wenn (9), (16,), (16,) und (12) berlicksichtigt werden, die Beziehung
(23,). Umgekehrt sorgen (9), (16,), (16,), (18,), (18,), (23,) und (12)
[ir das Bestehen der im Anschlusse an (13a), (14a) gebildeten
Gleichung (25), also auch, wenn man wieder (12) beniitzt, fiir die
Beziehung (24,).

Es reichen also (9), (16), (18), (23,) sicher hin, daBi (22a)
zwischen den /, 9, 9 ; nur aus (12), also aus (I) folgende Beziehungen
bestimmt. Analoges gilt fiir die aus (22a) durch zyklisches Vor-
ricken entstehende Gleichung (22b); an Stelle von (23,) tritt dann
23,). Riickt man nochmals zyklisch vor, so ist die entstehende
Gleichung eine Folge von (22a) und (222), also auch eine Folge
von (9), (16), (18), (23,), (23,) und (12), woraus somit auch (23,)
ligen mufB. Die Beziehungen (9), (16), (18), (23,), (23,) reichen also
lin, daB die Gleichungen (21a) die oben geforderten Eigenschaften
dnnehmen.

Wir wollen noch zeigen, daB die Beziehungen (16) aus den
BeZiehungen (18) folgen. Zu diesem Zwecke schreiben wir (18,) in
“lgender Form:
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: o

Gll Gl3 O Gll Gl? nd Gllu,-‘i

l . —

G12 6’23 0 - G12 Gas Gzaul'—z G:sue
M l) l)

Gy Gay Gogu+2 Grspp Gyy Gog 2 Gagn

Auf dhnliche Gestalt 146t sich (18,) wegen (9) bringen:

Gn G13 2 Gn,,: Gu Gl‘z 0 |
Gy Gy 2 sz.»,,.n = Gy Gy st,,vx"‘?' G1a,,:
. ( . ’
Gy Gyy Gagp—2 Gy Gy Goy O

Addiert man diese beiden Gleichungen, so findet man (20,), das my
(16,) dquivalent ist. Analog erhdlt man durch zyklisches Vorriicke,
aus (18,), (18,), beziehungsweise (18,), (18,) die Beziehungen (14,
beziehungsweise (10,). ’

Die Untersuchungen dieses Paragraphen haben ergeben, da
bei jedem Komplexe zwischen den Gj; und deren Ab.
leitungen die Relationen (9), (18), (23,), (23,) bestehen
welche notwendig und hinreichend sind, daB die unat-
hdngigen Gleichungen des Systems (I) und das System (Il
die eingangs geforderte Eigenschaft annehmen. An Stelle
von (23,), (23;) kann man auch (23,), (23,) oder (23,), (23,
wegen der Gleichwertiglkeit aller Indizes setzen. Jene Relationen
sind nun in dem Sinne Integrabilitdtsbedingungen, als sie di
Bestimmung eines Komplexes bis auf Bewegungen bei gegebener
Fundamentalform (7) durch Integration von (I) und (II) sicherstellen.

§ 5. Bestimmung des Komplexes durch die Fundamentalform

Es sei nun eine duale quadratische Differentialform (7) deran
gegeben, daf der reelle Teil aller D, positiv ist und die Integrabilitéts
bedingungen (9), (18), (23,), (23,) gelten. Stellen wir dann di
Systeme (I) und (II) her, so bilden sie zusammen ein System vor
partiellen Differentialgleichungen mit der unbekannten Funktion %
das nach einem Satze liber solche Systeme integrabel ist und desser
allgemeines Integrul nur von einer endlichen Anzahl willkiirliche
Konstanten abhidngt.! Enthielte, wie anfangs von § 4 behauptet, da:
System (I) 18 unabhingige reelle Gleichungen, so folgte aus jenen
Satze, daB das allgemeine Integral sechs wesentliche reelle Kon
stanten enthalten miisse. Daf} das allgemeine Integral sich aus einem
besonderen héchstens durch eine Bewegungstransformation herleitet
1463t, also hochstens sechs reelle Konstanten enthilt, ergibt sic
daraus, dal es auch die in (I) und (II) enthaltenen Gleichungen (-
die beiden ersten von (3'), die drei ersten von (8) und (13a) erfili

1 Lie-Engel, Transformationsgruppen [(1888), Kap.10; vgl.insbesondere Sat: b
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in welchen #3 die Rolle eines Parameters sp.ielt.und die wegen
jer Voraussetzung iiber Dy, und wegen (23;) fir sich so integrabel
Jnd, daB sich ihr allgemeines Integral aus einem besonderen
mlttéls (1) ableiten 14ft: sie bestimmen ja das zur verkiirzten Form:

9

\! -
A= 2 Gy du du*

=1
ehorige Strahlensystem bis auf Bewegungen, wobei #* ein Parameter
<1 Wegen der Analogie von (136) und (13¢) zu (13a), mufl aber
jedes so gefundene Integral das System (II) befriedigen. Dafi es
wchlieBlich auch die restliche von den unabhidngigen Gleichungen
m (I), ndmlich (12a) erfiillt, erkennt man durch Einsetzen. Wendet
man also auf ein besonderes Integral eine Bewegungstransformation
an, so erhdlt man umgekehrt immer eine Ldsung von (I) und (II).
Das allgemeine Integral des aus (I) und (II) gebildeten
Systems leitet sich daher aus einem besonderen durch die
Jdlgemeine Bewegungstransformation her und mufl sechs
willkiirliche reelle Konstanten enthalten, woraus zufolge des an-
efiihrten Satzes die tatsédchliche Unabhédngigkeit jener 18 Gleichungen.
folgt.

Als Probe dient die Bemerkung, dal man durch Gleichsetzen
Jer Ausdriicke fir s+ in (136) und in (14a) bei Elimination von
Y, mittels (124) wegen (9) auf (16,) stéBt. An Stelle ven (II) kdnnte
man auch das System (13a), (14a) treten lassen, zu dessen Auf-
stellung  bereits die Voraussetzung, dafl D,, nicht rein dual sei,
ceniigen wiirde. Unsere Ableitung der Integrabilitdtsbedingungen gilt
jedoch nur dann, wenn kein Dj; rein dual ist.

Betrachten wir eine reguldre Stelle ! eines Komplexes (6),
so lassen sich die reellen Bestandteile in Reihen nach Potenzen
von u'—ati entwickeln; diese Reihenentwicklung gelingt mittels unserer
Ableitungsgleichungen bereits auf Grund der gegebenen Fundamental-
form (7).

Um dies zu zeigen, suchen wir zunichst geeignete Angaben,.
die einen beweglichen Komplex mit der Fundamentalform (7) ein-
nder mehrdeutig im Raume festlegen.

Wir werden dazu einer Geraden u) des Komplexes eine be-
stimmte Lage zuweisen, also 9 (1) irgendwie so wihlen, daf} es (3)
afilllt. Man kann immer 9 (1)) etwa mit der X,-Achse zusammen-
kllen lassen. Der Komplex besitzt jetzt nur mehr zwei Freiheits-
frade: er kann um die X,-Achse gedreht und langs ihr verschoben
verden. Deutet der Index O jeweils die Stelle #f an, so rotiert bei
‘ner Drehung des Komplexes im sphérischen Bilde der Vektor
')y in der Tangentialebene des Punktes (0,0, 1) ebenfalls um die
Yy-Achse unabhidngig von einer etwaigen gleichzeitigen Translation
es Komplexes lings der X;-Achse. Da gemdfl der Fundamentalform

EI—
_— ()y = (110
1 Vgl. W Blaschke, 0., § 106.
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ist, wird bei der Rotation die .-, beziehungsweise .X,-Kompong,
von (a,), die Werte von )

—\V/(@udo bis +\/(g1y),
im allgemeinen je zweimal annehmen, wihrend die .X;-Komponep,
bestdndig Null bleibt. Gibt man also

<a’1,,1)0 — O

vor, so trifft dies fiir zwei Scharen von je oco! Komplexen zu, .
aus zwei gewissen, durch eine Rotation um die X;-Achse ineinang.
Uberflihrbaren Komplexen, durch Translation lings der X,-Ach.
gewonnen werden konnen und fiir die

(@g,)9 = + \/(gn)o, beziehungsweise —\/(gn)o
sein muB.

Um schliellich durch eine geeignete Angabe in jenen beide
Scharen eine endliche Anzahl von Komplexen zu bestimmen, kniipfe;
wir an die reelle Darstellung der allgemeinen Bewegung des Linien
raumes an. Gehen q, i vermoge der Bewegung in a*,a™ {iber, so gil:

avi:v: = ad; . or
a’ = ad;+(vad));

dabei ist D; ein Einheitsvektor in der X;-Achse, der mit ihr gleich-
orientiert ist, dargestellt in jenem Koordinatensystem, das aus dex
zugrundegelegten bei der betrachteten Bewegung entsteht un
v der Vektor vom Ursprunge des festen Koordinatensystems naci
jenem des beweglichen bezogen auf das feste. Wird durch de
Einheitsvektor t eine Richtung festgelegt, so folgt aus (26) flir ein:
Translation in ihr mittels des Parameters ¢

a* —q, } o
af = a+(txa)t

Bedeutet nun a = a (#!, »%#%), a=a (@ «? u? irgend einen D¢

stimmten Komplex aus den beiden genannten Scharen und geht au:

ihm durch die Translation a, ¢ der Komplex o* = a* (u!,u% s

£ = a* (u!, % 1*) hervor, so gilt nach (27)

*,
ut

% =
ﬂ"_,' - aui+(00 ><a”i> t’ {

a

—_— anl)

‘woraus mit 7 = 1 fiir die Stelle »} bei Bezugnahme auf die Fes
setzungen lber a, und (4,,),

@00 = (@,00FN €)1t

folgt; darin entsprechen die Vorzeichen den beiden Scharen. Schref

man also (@}, .), beliebig vor, so legt man in jeder der beiden Schar

gerade einen Komplex fest; insbesondere kann
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(@f e = 0

cerlangt werden. Wir kommen somit zu folgendem Ergebnis: bei
«inem beweglichen Komplexe darf man immer flr eine Stelle 1}, ver-

Ikln.qen’ daﬁ " .. —
A (1)) = 10,0, 1), (a,,)y =0, (@,,)o=0

«i, wodurch seine Lage zweideutig festgelegt ist. Man erkennt leicht,
wie sich diese Ausfithrungen verallgemeinern lieflen.

Um die gewliinschte Reihenentwicklung zu erhalten, wird man
also A (1)), (@y,)0r (34,.)0 etwa wie vorhin wihlen und mit diesen
Werten in die fir die Stelle 7/ gebildeten unabhanglgen Gleichungen
vor. (I) eingehen. Die so entstehenden Gleichungen’ sind nach den
noch unbekannten Komponenten der 3 ; 16sbar und ergeben vier
Losungssysteme, die man auch dann erhielte, wenn man an Stelle
von A (1) die entgegengesetzt orientierte Gerade —3(u}) gewdihlt
pitte. Die vier Losungssysteme entsprechen vier verschiedenen
Lagen des durch (7) bestimmten Komplexes; das eine Paar ist der
Geraden Y (), das andere der Geraden —3[(z}) in der oben be-
sprochenen Art zugeordnet. Die zweiten und alle hoheren Ableitungen
von 9 findet man fiir die betrachtete Stelle #{ mittels (13) oder (14)
und den durch schrittweises Differenzieren daraus folgenden
Gleichungen. Wir kommen also zur Reihenentwicklung

3 3
.y ) 1 . . . ’ .
A=A+ /}_’ (' —u) (A1) + 5T Z (' —af) (F—ul) (U i )+ (28)

i=1 k=1

woraus man durch Zerlegen in den reellen und den dualen Teil
die Reihenentwicklungen des Komplexes in normierten Plicker’schen
Linienkoordinaten erhdlt.

§ 6. Singularititen.

Wir untersuchen noch, wie weit bei einem vorgelegten Komplex
das Verschwinden der reellen Teile der D;; in der Parameterwahl
begriindet ist und wie weit es eine geometrische Eigenschaft
les Komplexes ausdriicken kann; vom zugrunde gelegten Koordinaten-
System mufl es ja unabhdngig sein.

Wir transformieren die reellen Bestandteile der D;; mittels

i = ut (uk, w3, ud), (29)

Worin die #/ die neuen Parameter darstellen und eine gewisse
Funktionaldeterminante nicht verschwinden moge; dadurch gehe a in
iber. Der reelle Bestandteil eines der Dj;, der in den urspriing-
lichen Parametern die Gestalt

<allk >< a?tl)‘z

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. IIa, 134. Bd. 18
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hat, kann in den neuen Parametern folgendermafien ausgedijg).
werden:

(a”*k Xy )*=
o (n*u®)

) ( Uyt Xau .a( "y l]_)"(( u* Xﬂu)'{“

0 (1 ') 2 o

| O (utu?)
O (uk al) (),

9 (u‘ !,

worin fiir die #/ und #{, zusammengehirige Werte zu nehmen sj;

Sind alle drei D,, rein dual, so karm das geometrisch pe.
griindet sein oder in den Palametem liegen. Dieses singuldre Ve,
halten der D;; findet in einem ganzen Gebiete des Komplexes sichg,
dann statt, wenn dieser dort eine unendlich ferne Leitkurve besity,

Ist dagegen bloB eines der .D;; rein dual, so gibt es immy
eine Transformation (29), mittels der man erreichen kann, daB kej
Dj; rein dual ist. Ist z. B. D, rein dual, aber nicht D, D,
eignet sich hierfiir die folgende Transformation:

! — uk4ud, 0 = 0l ud — ud. (3

Sind schliellich zwei von den Dj; rein dual, z. B. D,,, D,,, wihren,
das dritte dies nicht ist, so wird unter unserer Annahme mittels de;
Transformation

wl = ul 4l 0 = wiud, w3 = ud (3

wiederum bewirkt, dafl kein [);; rein dual ist. In den beiden letzaten
Fiéllen liegt also das singuldre Verhalten der Dj; lediglich in der
Parametern.

Wie in der Einleitung erwédhnt, sind in der Sannia’schen Arbei
die Parameter so gewdhlt, dafl a nur von zwei etwa von ul i
abhidngt. Es werden dann D, und D,, rein dual aber nicht I/, und
durch eine Transformation (32) kann der in der vorliegenden Arbei
ausgefiihrte Fall erreicht werden. Zur Probe {iberzeugen wir um
noch, daff man die Integrabilititsbedingungen, die Sannia mit{l
bezeichnet, aus den Koeffizienten von ¥ in den Gleichungen (21
(22) findet, wenn diese Gleichungen im Anschlusse an die entsprechenc
spezialisierten Gleichungen (13a), (14a) gebildet werden, wihrem
die Sannia’sche Bedingung (II) aus den dualen Teilen in (23,) e
stehen muf.!

Fir die Anregung zu dieser Untersuchung bin ich Hemr
Professor K. Reldemelstel in Konigsberg zu aufrichtigem Danf
verpflichtet.

1 Vgl. W, Blaschke, a. a 0., § 106 (80) und G. Sannia, Annaf |
Matematica (3) 15 (1908), p. 143f. |
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