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Darstellung eines Strahlenkomplexes 

durch eine duale quadratische Differentialform

Die erste Darstellung eines Strahlenkomplexes durch zwei 
quadratische Differentialformen rührt von G. Sannia her.1 Er be­
stimmt eine Gerade durch einen beliebigen ihrer Punkte P  (.x,y, z) 
und durch ihre Richtungskosinus X, Y, Z  und stellt einen Komplex 
unter Anwendung spezieller Parameter u ,v ,w  in der Form:

d;.r; die Parameter sind so gewählt, daß sich längs der im Komplex 
enthaltenen Zylinder bloß w ändert. Sodann verwendet er als
I undamentalformen die von K. Z in d le r  eingeführten Ausdrücke für 
das Quadrat des Winkels ds '2 und für das Moment \x zweier un­
endlich benachbarten Geraden; 2 diese Ausdrücke nehmen zufolge 
der Festsetzung über die Parameter die Form:

d s'2 — E  du2 +  2 F  du dv +  G dv2,
— i j , - D  du2 4-2 D ' du d v + D "  dv2 +  2 M  du dv +  2 N  dv dtv

an, wo die Koeffizienten in ds'2 Funktionen von u und v, die in \i da­
gegen Funktionen von u, v und w sind. Die Fundamentalformen 
bestimmen nun immer dann, wenn jene Koeffizienten gewissen 
Integrabilitätsbedingungen genügen, einen Komplex gerade bis auf 
Bewegungen, den man durch Integration der folgenden Gleichungen 
und denen, die daraus durch zyklisches Vorrücken in x und X  
entstehen, erhält:

Von

Karl Mayrhofer in W ien 

(Vorgelegt in der Sitzung am 7. Mai 1925)

x — x (u, v, iv), y  — y (u, v, u>), z =  z (u, v, iv), 
X  — X  (u, v), Y  =  Y  {u, v), Z  — Z  (u, v)

9

dx _  D " d X  
dv A du

\ 8 X  _  /&321_ d jY
° l dv \ A dv

1 G. S an n ia , Annali di Matematica (3) 17 (1910), p. 179 f.

2 K. Z in d le r ,  Liniengeometrie II (1906), § 47 (92)/

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. II a, 134. Bd. 17
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dabei ist
A'2 =  E G — F- >  0,

b112 und b221 sind gewisse Funktionen der Koeffizienten der Kur 
damentalformen und deren Ableitungen, während r 0 eine willkürlich 
Funktion von u, v, w ist. Diese Unbestimmtheit liegt in der Willkü- 
des Punktes P (x ,y ,z ).

Die vorliegende Abhandlung geht von der S tu dy ’schen Ab 
bildung des Geradenraumes auf die duale Einheitskugel aus, ver­
wendet also normierte P lückersehe Linienkoordinaten, läßt jedocr, 
die Parameter im Komplex unter Ausschließung gewisser singuläre; 
Fälle allgemein. Die beiden Z in d le r ’schen Formen erscheinen in eint 
einzige duale zusammengefaßt, die als das Quadrat des Bogen 
elementes auf der dualen Einheitskugel aufgefaßt werden kann, 
wobei die beiden unendlich benachbarten Punkte der Kugel so ge­
wählt sind, daß sie zwei infinitesimal verschiedene Geraden de 
Komplexes darstellen. Die Untersuchung ist analog den Entwick­
lungen der Gauß’schen Flächentheorie geführt und liefert Ableitung.̂  
gleichungen, die denen von W e in ga rten  und Gauß entsprechen, 
wodurch es möglich wird, im regulären Falle den Komplex in der 
Umgebung einer Stelle ohne Integration als Potenzreihe darzusteller 
Dabei erscheinen die Integrabilitätsbedingungen in recht übersicht­
licher Form.

§ 1. Die duale Fundamentalform.

Eine Gerade 9f sei in einem gewöhnlichen Koordinatensystem 
X v X 2, X 3 durch den Richtungsvektor a (av a2, a?)  und den Moment­
vektor ä (äv ä2, ä;j) bestimmt. Bei geeigneter Normierung von a gilt

a- =  1, ('!

na =  0,

wofür bei Anwendung des dualen Vektors W =  a +  sä

W2 =  1 (3

tritt. Damit erscheint aber der Geradenraum eineindeutig auf die dual 
Einheitskugel (3) abgebildet, und zwar so, daß seinen Bewegung?1 
Drehungen der Kugel in sich entsprechen und umgekehrt.1 Geht h 
einer solchen Drehung (Av A 2, A%) in 91* (A*, Ag, A *) über, so gü-

A J =  CnA x +  C/oA 2 +  C/;iA 3 (i = 1 , 2, 3), H

1 W  B la sch k e , Differentialgeometrie I (1921), § 103.
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Darstellung eines Strahlenkomplexes. 217

.j die Cik duale Koeffizienten mit orthogonaler Determinante

(5)

sind.
D u rc h

?( — $>[ (tt1, u2, w3) =  a (w1, u2, #3) +  sa (w1, u2, uz) (6)

ujrd ein Strahlenkomplex definiert, wobei die w' reelle Parameter 
und a, 5 reelle Funktionen davon sind. Zwei infinitesimal verschiedene 
lierade des Komplexes bestimmen auf ihrem dualen Bilde ein duales 
Bogenelem ent, für dessen Quadrat dW  gilt:

i,k =  1
worin

(J) 

(8)

bedeutet. Wir setzen noch

Gik — gik +  Zgih ■

Die Form (7) ist wegen der Orthogonalität der Determinante (5) 
invariant gegenüber beliebigen Bewegungen des Komplexes und 
außerdem gegenüber beliebigen Parametertransformationen. Diese 
Invarianz entspringt geometrisch daraus, daß der reelle, beziehungs­
weise duale Koeffizient von (7) mit der ersten, beziehungsweise 
zweiten Z in d le r ’schen Form übereinstimmt; 1 sie legt die Frage nach 
der Bestimmbarkeit eines Komplexes durch eine Form (7) nahe, wes- 
nalb (7) die duale Fundam enta lform  des Komplexes heißen soll.

Wir beobachten noch, daß die Determinante

D — ^12 ^22 ^23 
^13 ^23 ^33

=  0 (9)

'ein muß. Denn es ist zufolge (8)

D — —  (a,ti +  sä ,ti, ci„a+eä;<2, a;r  +  sfl«3)2 —

=  [(a»ia»3fl»i) +  e (*)]2 =  0,

'ki der reelle Teil wegen (1) verschwindet. Im folgenden soll die 
Mjunkte zu G,& in D  mit D/k bezeichnet werden.

1 W . B la s c h k e , a. 0., p. 193 (2 1 ).
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2 1 8 Iv. M a y rh o fe r ,

§ 2. Kovariante Dreibeine.

Zur Behandlung der in § 1 aufgeworfenen Frage wird nia- 
sich zunächst kovariante Dreibeine bezüglich der Drehungen (4) ^  
dualen Einheitskugel verschaffen. Man stellt sofort fest, daß hier?' 
die Vektoren

( i =  1,2,3)

in Betracht kommen, deren Anfangspunkt 31 (u1) sei. Diese Vektorer 
ermöglichen die Bildung von vier im allgemeinen verschiedener 
kovarianten Dreibeinen:

( i , k =  1 , 2 ; 2,3; 1,3), (10

« » • , * *  S U  (11

von denen festzustellen ist, ob sich ein beliebiger dualer Vektor
aus den das Dreibein bildenden Vektoren eindeutig linear ableiter
läßt. Als notwendige und hinreichende Bedingung dafür findet man, 
daß die Determinante dieser Vektoren, also

(9C3U/9U) ( i , k =  1 , 2 ; 2,3; 1,3),

(9(„. 2(ffJ ?[„»),

nicht rein dual sein darf, was für die Dreibeine (10) im allgemeine'.; 
zutrifft, während für das Dreibein (11) der reelle Bestandteil de: 
Determinante

(ci„i a„2

wegen (1) verschwindet; (11) schließen wir daher aus. Da aber 

(3I3W3VO ( i , k =  1 , 2 ; 2,3; 1,3)
und

Dn (1 — 3; 1; 2)

zugleich rein dual sind oder nicht, kann über die Zulässigkeit der 
Dreibeine (10) durch die Hauptunterdeterminanten von D  entschiede:: 
werden. Es kann nämlich z.B . der reelle Bestandteil von (2l5I„i%i;

( n  c t „ i  t t „ s )

nur dann verschwinden, wenn a/(i und cv linear abhängig sind 
also wenn

a„i Z. (i//~ — 0

ist; zugleich verschwindet dann aber auch der reelle Bestandtei 
von D 33:

o»1 n,̂2
Üul CI//2 fl//"

=  (a„'X fl,(ä)2.

W ir bemerken noch, daß die g,,- sowie die reellen Teile der Du fl'- 
negativ sind.
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Darstellung eines Strahlenkomplexes. 219

§ 3. Die Ableitungsgleichungen.

Unter der Voraussetzung, daß

.licht rein dual sei, gelingt es leicht, im Dreibeine 2(, 2(„i, 
luszudrücken. Man setzt

=  a ?'(+ ja 9(„i +  v

multipliziert der Reihe nach mit 21,2(;,', 9f«2 und berücksichtigt (3), 
8̂) und die aus (3) folgenden Gleichungen

wodurch man

ry

(37) 

(12  a)

indet. Analog kann man %nink unter Beibehaltung der Voraussetzung 
tibsr Z)33 im Dreibeine 9(, 2(„i, 2l„-. ausdrücken, wenn man beachtet, 
daß man durch Differenzieren von (3r)

2( %n''iik — — Gik 

und durch Differenzieren von (8)

GUul, 2(„i =  — Ty  G2onl +  G12nZ,

2(„i =  y  Gn,r-> 'U / -  =  y  (—  Go3lli +  G13nt+ G 12f|3),

2t»1 - -y - G Uu-., 9(„i 9 f ~ G 33ul +  G 1Sif>

âmt den Gleichungen, die daraus durch zyklisches Vorrücken ent­
stehen, erhält. Dadurch findet man:

2 W  =  -  Gu 2 I+ {  Y } /2r»' +  |121V2U  

2U * =  -  C?lg « + | 112| V H. +  |122|/Sfl|S, 

=  -  ^ 22 2t+ | 22|%„. +  |222|% ^

2t»i»3 —  —  6 r13 21 + j L 13 9f;/.i- \ - M x3 2[„>-,

2(»vs =  — G\23 2(+-L23 2f;/i+.Mo3 2(7/-,
2 in 'u3 —  —  ^ 3 3  2 t + L 3 3  2 G , > + M 3 3  2 ( „ - ;

(1 3 ,7 )

(14 ~a)
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2 2 0 K. M a y rh o fe r ,

darin bedeuten { ' f } '  die Christoffelsym bole der gewöhnlicht- 
Flächentheorie mit G n , G12, G22; u1, w2 gebildet und es ist:

A 3 —
G 12 G 23u '~^~ G l%  A s „ * + A s b  A l  u »  A 2 A b « 3

2 D 33

13

A l  ^ 2 3 » 1  A l  A 3 » s  A 2 ^ 1 1 / ( 3  " + "  A l  G.
2 Do,

L.- G 22 A s » !- -̂ A 2 As«^-*- A 2 A 2/,/) A b  G 22n3

23 2 D 33

ikT23 —
A *  G 23u ~ G 12 A s , , * - A 2 G 12„ » + G U  G 22,fi

2 '

A 3 =
G22 G33u1~̂  A b  A G22 A s ,r 2 A b  A 3,,"

2 D0

^33 =
G 12 G 3 3 „ ~ G u  G sn,f l----- 2  G 12 A s „ » + 2  G U  G 23,fi

2 D33

Die A b le itu n g sg ie ic h u n ge n  (12a), beziehungsweise (13a), (14tr 
entsprechen denen von W e in garten , beziehungsweise Gauß in der 
Flächentheorie.

Ist außer Z)33 auch

A u  A *

nicht rein dual, so erhält man aus (12a), (13 a), (14a) durch ein. 
beziehungsweise zweimaliges zyklisches Vorrücken die Gleichungen 
(12&), (13&), (14&), beziehungsweise (12c), (13c), (14c), wovon wir 

die folgenden anschreiben wollen:

D ii

st„= =  -  ^ - %,
■̂ oo

A
D a

sr,,v -  G222 i+ | Y y /^ + | y j //9 u  

sw > =  -  g 23 a + { 112} //̂ + { 122} //« ^

s u ,  =  -  g 33 % + ;/ + { 222j "  ;

(12/'

(12c

a3.s
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Darstellung eines Strahienkomplexes. 221

f 
i

-  Gn % \+[i2y  % , + 1̂2V%r, 
\ 2 /

-  Gn 9 (+ / 2 2 V "  q f  / 2 2 \ ' % f  

\ l j  ' \ 2 /

(13 c)

l̂ enn beziehen sich die zwei-, beziehungsweise dreigestrichenen 
,'hristoffelsymbole auf G2.2, G23, G33; u2, tt?, beziehungsweise auf 
i,„r Gls, Gu ; u*,ur Die Berechtigung dieses zyklischen Vorrückens 
liegt darin, daß neben der Voraussetzung und den Beziehungen, die 
;:u ( 12 a), (13a), (14a) führen, auch diejenigen Voraussetzungen und 
Beziehungen gelten, die sich daraus durch zyklisches Vorrücken 
ableiten lassen: alle jene Beziehungen folgen ja aus (3) und (8).

Aus (9) folgert man, daß zugleich mit D 1V Z)22, Z)33 sämtliche 
l)jt nicht rein dual sind und daß die Unterdeterminanten einer Zeile 
on D denen einer ändern Zeile proportional sind, weshalb (12a), 

A'lb), (12c) schon wegen (9) einander gleichwertig sind.
Die Gleichungen (12 a;, (12 b), (12 c) wollen wir zusammen mit 

12) bezeichnen; entsprechendes soll in analogen Fällen gelten.

§ 4. Die Integrabilitätsbedingungen.

Es sei ein Komplex (6) mit der Fundamentalform (7) unter 
Beibehaltung der Voraussetzung, daß kein Da rein dual sei, gegeben. 
Dann gilt für die Gn- die Beziehung (9) und es bestehen die 
Gleichungen (3), (37), (8) und (12a), die wir zum Systeme

« *  =  1, m n‘ =  0, %,:> =  Ga-, )
D K % ,,+ D 2s%,, +  D 3s% r =  0 ) (>

zusammenfassen; die Gleichung (12a) kann wegen (9) auch in der 
Form (12£) oder (12 c) geschrieben werden. Faßt man die G/*, 31,
■'•ls Veränderliche auf, so erkennt man, daß in (I) nicht alle Gleichungen 
unabhängig sind: aus (12a) und den drei ersten Gleichungen (8)

=  G lv  9f„. ?[„•- =  G13, =  G2,

,0lgen wegen (9) die drei letzten Gleichungen (8) und aus (12a) 
und den beiden ersten von (ß1)

=  W % r- =  0

dritte. Diese Bemerkung läßt sich in naheliegender Weise ver­
allgemeinern. Von den 26 in (I) enthaltenen reellen Gleichungen sind 
a'so 8 sicher eine Folge der übrigen; daß diese unabhängig sind, 
;vijnnen wir weiter unten erschließen. Von den 18 unabhängigen
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2 2 2 K. M a y rh o fe r ,

enthalten 2 nur a^a,-, so daß die restlichen 16, die in den 18 \\, 
riablen teils linear, teils quadratisch sind, nicht hinreichen
um die durch die u', ä, auszudrücken. Ferner bilden wjr
im Anschlüsse an (13) das System

Die beiden Systeme (I) und (II) bilden zusammen ein System 
von partiellen Differentialgleichungen mit den unabhängigen Variablen 
u' und der unbekannten Funktion 21; in ihm sind sämtliche Differential­
quotienten höchster, nämlich zweiter Ordnung durch die niederer 
Ordnung, durch die unbekannte Funktion und durch die unabhängigen 
Variablen ausgedrückt, ohne daß dies analog für die Differential­
quotienten erster Ordnung zuträfe.

W ir wollen nun zwischen den Ga- und deren Ableitungen 
notwendige Beziehungen suchen, die zugleich notwendige und hin­
reichende Bedingungen dafür sind, daß unser System folgende 
Eigenschaft annimmt: es soll bei einmaliger Differentiation nach den 
nl neben (I) keine neuen Relationen zwischen den Veränderlichen 
W, 21, 21 liefern, wenn man alle öfter als einmal auftretenden 

Differentialquotienten dritter Ordnung wegschafft und alle zweite: 
Ordnung durch ihre Werte aus (II) ersetzt. Dabei beziehen wir un.- 
in (I) nur auf die unabhängigen Gleichungen.

Zur Vorbereitung suchen wir zunächst zwischen den Gu- ui1l: 
ihren ersten Ableitungen solche für den Komplex notwendige Re­
lationen, die aus der Gleichheit der in (13) je zweimal auftretende.: 
Ausdrücke für die 2( / folgen. W ir setzen also 2(/(i»t in (13 a) unu 
(13c) einander gleich und eliminieren mittels (12a) 2 1 , in der ent­
stehenden Gleichung müssen dann sowohl die Koeffizienten vor 
9(j,i als auch von 2(„2 auf beiden Seiten einander gleich sein, wo­
durch man

(il

/22\w_  ( i  i y  
12/ U i

A s

fl IV ( 22\ '"

1Ä L  =  u /
D 23 D ‘6Z
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,,h;'ilt. Diese Doppelbeziehung ist wegen (9) der folgenden äquivalent:

A l / , i  A °  A s

 ̂ ----A l  „ 2  A 2 A s  — U^l)

2 Gr, (---  G\ , - G\jo Go«ld//1 11/r zo oo

\nalog geben beziehungsweise 3t„3„3 zu Gleichungen (152)r
16.,), beziehungsweise (153), (16„) Anlaß, die aus (15,), (161) durch 
în', beziehungsweise zweimaliges zyklisches Vorrücken entstehen. 

Kür die Glieder von (15x) wollen wir noch das Symbol Qt (u1, u2, uT) 
einführen. Umgekehrt sind die Relationen (16) zusammen mit (9) 
und (12) für die Gleichheit der in (13) je zweimal auftretenden 
Ausdrücke für die 3( / ,: hinreichend.

Ferner suchen wir Relationen, die man durch Gleichsetzen der 
Ausdrücke für 3(7,.i„s, 3t»"-/r) in (13c), (13&) und in (14a) erhält. Eli­
miniert man jedesmal wiederum 3(,r mittels ( 1 2 a), so findet man im 
."•sten Falle

( 12 \ ' " _ T /12 V"
U i  1 / ,

A s  —  A s  ~  A s  

diese beiden Beziehungen sind wegen (9) der folgenden äquivalent:.

A i  A 2 A i «3

; A 2 A 2 ^ 2 3 ;,1 A 3 ; , 2 + A . 2 / ( 3    1̂^1

A 3 A s  A s „ i

Im zweiten Falle erhält man:

¥  _ / 12 V7 /12 VX
' 33 \ 1 | _  >2 /

D n  _  -D.S “  4 »  ‘ ‘

"olür wegen (9) eine einzige Beziehung (183) treten kann, die aus 
'18̂ ' durch zweimaliges zyklisches Vorrücken entsteht. Aus der 
Gleichwertigkeit aller Indizes schließen wir noch auf das Bestehen 
e>ner Beziehung (18.,), die man aus (18,) durch zyklisches Vorrücken 
erhält und die wir weiter unten durch die Rechnung wiederfinden 
"'erden. Umgekehrt bürgen (18,) und (183) nebst (9) und ( 12 ) für 
,lle Gleichheit der Ausdrücke, durch deren Gleichsetzen sie ent­
ernden sind.

Wir differenzieren nun die beiden ersten Gleichungen (3;) nach 
^nu' und setzen für die auftretenden 31 / i- die Werte aus (II) ein.. . n‘tr v ;
‘>ei Berücksichtigung von (I) erhält man nur Identitäten.
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2 2 4 K. M a y r h o f e r ,

Dasselbe Verfahren auf die drei ersten Gleichungen (8) ar 
gewendet führt im allgemeinen wieder zu Identitäten; nur wenn man

3t„i 31 if- — G12

nach uz differenziert, stößt man bei Anwendung von (9) auf (lg ,
Diese für den Komplex notwendige Beziehung reicht zugleich hin
daß unser Verfahren nur solche Relationen zwischen den
ergibt, die aus (I) folgen.

Sodann hätten wir (12a) nach den ul zu differenzieren und 
die auftretenden 3 1 *  mittels (II) zu eliminieren. Dabei ist es aber 
wegen (9) und ( 12 ) gleichgültig, welche der drei Gleichungen (I2j 
man zugrundelegt. Denn es ist beispielsweise

■^13»I ^ »i"^ -^23 j| i ^33u l ^ „3  +  ̂ 13  3X;«',(1 +  Z )23 3t»i„2 +  Z )g3 3 t« i «3 rr

=  R ni (D n % it +  D 12 3f/ts) —

+ R  (D llnl %[ni-\-D12n$.n?.-t-D13ul 3fns +  D lx %tlini +  D 12 %ninz + D n  3I„

worin die Gn-,Gu.j, 3t 3t / * als Variable angesehen werden und 
R  (ul, u-, tfi) nicht rein dual ist. W ir beginnen daher mit der
Differentiation von (12 b) nach w1, ersetzen 3l„i„i, 3l„>„2, 31„i„3 durch
die Werte aus (II) und 3t,»s durch den Wert aus (12a). Die ent­
stehende Gleichung kann nur bestehen, wenn die Koeffizienten von 
31, 3l„i, 3(„2 für sich verschwinden. Der Koeffizient von 3t führt zur 
Beziehung (9), während die Koeffizienten von 3t«i und 3t„s bei Be­
rücksichtigung von (9) auf (lß j) führen. Man findet nämlich zunächst.

^ 1 1  ^13 ^ 1 1 /,°- G 12 '

G12 GiZ G22nl =  G12 G22 G23k, , (20,*

^13 ^33 ^23,,i ^13 ^23 G 33n'

woraus mittels der nach u1 differenzierten Beziehung (9) die Relation
(161) folgt. Rücken wir in der nach u1 differenzierten Gleichum: 
(12 b) zyklisch vor, so erhält man die nach n2 differenzierte Gleichung 
(12 c). Darin tritt 3't„i«?, % et£, 3 1 , auf, wofür die Werte aus (II) zu 
setzen wären; bei Beachtung von (9), (162) und (12) kann abe:
3[niut aus (13 b) entnommen werden, so daß man, wenn man nocl) 
3t»i mittels (12 b) eliminiert, auf Beziehungen stoßen muß, die au- 
(9) und (16j) durch zyklisches Vorrücken entstehen, also auf (9) uni-
(162). Analoges gilt bei der Differentation nach n3. Umgekehrt is: 
(9) und (16) hinreichend, daß die Differentiation von (12a) bei An­
wendung von (II) nur solche Relationen zwischen den Variablen

ergibt, die aus ( 12 ), also aus (I) folgen.
Schließlich differenziert man das System (II), setzt die Ai^ 

drücke für die mehrmals au ftre tenden  dritten Differentialquotienten
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Darstellung eines Strahlenkomplexes. 225

,inander gleich und eliminiert die zweiten Differentialquotienten 
Mittels (II)- Dadurch entstehen Beziehungen zwischen den u\ %  2t/(/, 
lie bei geeigneten notwendigen Relationen für die Ga, und deren 
\bleitungen eine Folge von (I) werden sollen. Zu ihrer Auffindung 
Tlben wir also an die aus (II) entstandenen Gleichungen

St//1»-»1} 9t//2//2»1 — 2t//'/Z2//2;

St//2//2//' —  ytifirnb 9(//3//'i//2 —  2t//ä//*//'i,

2t//3//:!//1 --  2t//l/t3//3, ----------  2(//•//>/,',

2t/(l//'-//! -- - 9t/ ;̂(:l;/l --  2(7/!/(■'//-

(21a) 

(21 b) 

(21 c) 

(22)
:inzuknüpfen.

Wegen der Analogie von (13a) zu den Ableitungsgleichungen 
lii;- die reelle Einheitskugel in der Flächentheorie ergibt (21a) eine 
einzige Beziehung

-  V  -4 -r  _ _ L r  ) ! r  I r  -  '
9  ur22„i„i-f'  u 12,/i„-i 9  L r 11//2; , :/  9  u'l 1/(il 1̂2,/! 9 Hw2

12/I- TT 22//I I Gn Gl2 

Gv2 G22

0 -2l
l r  
9 - - 11 1

(.r11 11//* Gn Gjo

^22,,i G12 G.n

(23,)

'iie der Gauß’schen Formel für die reelle Einheitskugel nachgebildet 
;st und die umgekehrt hinreicht, daß (2 1 a) überhaupt zu keinen 
Beziehungen zwischen den u', 2(, 2t;// führt.1

Um (21 b) auszuwerten, bemerken wir zuerst, daß der Aus­
guck für St»2,/2,/.; bei Berücksichtigung von (9), ( lö 2), (163) und (12) 
!1]it jenem äquivalent ist, der aus 9l„i,fi„3.in (2 1 a) durch zyklisches 
Wrücken entsteht; dabei sieht man die G,j., Gn-ni, 9t, 9I/(,- als Ver- 
'inderliche an. Denn aus (9) und (162) folgt (15.,), womit man für 
ilie Differenz jener beiden Ausdrücke findet:

1 W  B la s e h k e ,  a. 0., § 48; § 36 (42).
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0 2n, (D X1 % lt+ D 12 % r .+ D n % ',) +

+  Ö 2 ( ^ l l , r  5-(;,‘ +  D12ii, %r- +  Dx3(;, S f,(.i +  7^n  +  9[„-V + - D J3 \ VI:

hierin verschwindet aber die erste Klammer wegen (12) und die 
zweit: wegen (9), (16.,) und (12). W ir haben dabei beachtet, 
die Ausdrücke für und 9(„v:, die man erhält, wenn man in
(21a) zyklisch vorrückt, die in (II) auftretenden sind. Analog sind 
die Ausdrücke für 91,r-nhih beziehungsweise jenen äquivalent
die aus beziehungsweise in (2 1 a) durch zyklisches
ATorrücken entstehen, wenn man (9), (16,) und (12), die für die 
Übereinstimmung von in (13 a) und (13 fr) sorgen, anwendet
Schließlich entsteht aus in (2 1 a) unmittelbar d u r c h
zyklisches Vorrücken. Setzt man also (9), (162), (163) und (l2. 
voraus, so ergibt (21 b) zwischen den Gi/: und deren Ableitungen 
eine für den Komplex notwendige Beziehung (23,), die aus (23, 
durch zjddisches Vorrücken entsteht; sie reicht umgekehrt mit (Hi, 
(16,), (163) hin, daß (21 b) bei Elimination der zweiten Differential­
quotienten mittels (II) zwischen den Veränderlichen u‘, 9'f, %t t- nur 
solche Beziehungen ergibt, die aus ( 1 2 ), also aus (I) folgen. — Dali 
irgend eine mögliche Darstellung beispielsweise für d u r c h
zyklisches Vorriicken in eine mögliche Darstellung für über­
geht, folgt bereits aus der Gleichwertigkeit aller Indizes.

Ganz entsprechend sind die Ausdrücke in (21c) bei Anwendung 
von (9), (16J, (163) und (12) jenen äquivalent, die aus den Aus­
drücken in (21Z?) durch zyklisches Vorrücken entstehen und zugleich 
jenen, die man bei zweimaligem zyklischen Vorrücken in (21 a* 
erhält. Man findet also aus (21c) neben (9), (161), (163) und (12) eine 
notwendige Beziehung zwischen den Gij, und deren Ableitungen, 
die sich aus (23,) durch zyklisches Vorrücken ergibt; sie reicht 
umgekehrt zusammen mit (9), (161)J> (163) hin, daß (21c) zwischen 
den 111, % Sl i nur aus (I) folgende Beziehungen bestimmt.

Ist der reelle Teil von D u positiv, so erkennt man in der 
Beziehung (23j) die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß sich eine Form (7) für

u3 =  const.

auf eine Form verkürzt, die eine Strahlenkongruenz bis auf Be­
wegungen bestimmt. Analoges gilt für (232), beziehungsweise (2? 
und jener Form, die aus (7) für

ux —  const., beziehungsweise 112 =  const.
entsteht.1

In der Doppelgleichung (22) fassen wir zuerst das erste unc 
letzte Glied zusammen:

(22''

1 W  B 1 a s c h k e , 0., § 106.
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H ie r in  i s t  bei Anwendung von (9), (18,), (18„) und (12) der Ausdruck 
•Ür %i-'n"irb der im Anschlüsse an (II) gebildet ist, jenem äquivalent, 
jen man mittels (13a), (14a) findet; analog kann der Ausdruck für 
'W «2 mit Hilfe von ( 16 2) ’ ( 18 i) und ( 12) in j enen umgerechnet 
\Verden, der aus (13a), (14a) entsteht. Bilden wir also (22a) im 
Anschlüsse an (13a), (14a) und eliminieren wir mittels (12a), 
<o stoßen wir durch Vergleichung der Koeffizienten von 91 auf eine 
B e z i e h u n g ,  die sich wegen (9) auf die Form (18.,) bringen läßt und 
die wir bereits oben angekündet haben, während die Koeffizienten 
von 2(;/‘ und ?’[„•: vermöge einer umfangreichen Rechnung zu einer 
e i n z i g e n  Relation führen, die wir m i t  (24,) bezeichnen wollen. Um­
g e k e h r t  gewährleisten (9), (16ä), (181), (182), (183), (24,) und (12) das 
B e s t e h e n  der im Anschlüsse an (II) gebildeten Gleichung (22a).

Die recht unübersichtliche Beziehung (24,) können wir aber 
ausschalten. W ir knüpfen dazu an die Gleichung

=  (2ö)

an. die wir uns im Anschlüsse an (13a), (14a) bilden; die auf­
tretenden zweiten Ableitungen seien bereits durch ihre Werte aus 
(13«.), (14a) ausgedrückt. Eliminiert man darin 9(»3 mittels (12a), so 
ergibt die Vergleichung der Koeffizienten von 91 wegen (9) die Be­
ziehung (162), während die Koeffizienten von 9l„i und 91«? wiederum 
(24,) liefern; umgekehrt sorgen (9), (162), (24,) und (12) für das 
Bestehen von (25). Die beiden Ausdrücke in (25) sind aber bei 
Zuhilfenahme von (9), (162), (18,), (183) und (12) jenen äquivalent, 
die man erhielte, wenn (25) im Anschlüsse an (II) gebildet würde; 
das führten wir in der ersten Gleichung (21 b) aus. Diese ergab, 
wenn (9), (162), (163) und (12) berücksichtigt werden, die Beziehung 
(23.,). Umgekehrt sorgen (9), (160), (163), (18,), (183), (23,) und (12) 
(ür das Bestehen der im Anschlüsse an (13a), (14a) gebildeten 
Gleichung (25), also auch, wenn man wieder ( 12 ) benützt, für die 
Beziehung (24,).

Es reichen also (9), (16), (18), (232) sicher hin, daß (22 a) 
zwischen den ul, 91, 9(/f; nur aus ( 12 ), also aus (I) folgende Beziehungen 
bestimmt. Analoges gilt für die aus (22a) durch zyklisches Vor- 
i'ücken entstehende Gleichung (22b); an Stelle von (232) tritt dann 
^3a). Rückt man nochmals zyklisch vor, so ist die entstehende 
Gleichung eine Folge von (22 a) und (22 b), also auch eine Folge 
von (9), (16), (18), (232), (233) und (12), woraus somit auch (23,) 
<Qlgen muß. Die Beziehungen (9), (16), (18), (232), (233) reichen also 
bin, daß die Gleichungen (21a) die oben geforderten Eigenschaften 
;lnnehmen.

Wir wollen noch zeigen, daß die Beziehungen (16) aus den 
Beziehungen (18) folgen. Zu diesem Zwecke schreiben wir (18,) in 
:°lgender Form:
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G „ G12 2 G ,,;/,

G12 G22 G23;(1— 2 G13;(2

G i, G23 2 G33/fl

Auf ähnliche Gestalt läßt sich (182) wegen (9) bringen:

G,, G12 0 |

G 12 G22 G23;(l +  2 G13;f3 

G13 G23 0

Addiert man diese beiden Gleichungen, so findet man (20 ,), das nm 
(16,) äquivalent ist. Analog erhält man durch zyklisches Vorrücken 
aus (182), (18o), beziehungsweise (183), (18,) die Beziehungen (lß.)ti 
beziehungsweise (163).

Die Untersuchungen dieses Paragraphen haben ergeben, dali 
bei jed em  K o m p lex e  zw is ch en  den G/& und deren Ab­
le itu n gen  d ie R e la tion en  (9), (18), (232), (233) bestehen, 
w e lch e  n o tw en d ig  und h in re ichend  sind, daß die unab­
h ä n g igen  G le ich u n gen  des System s (I) und das System  (11 
die e in gan gs g e fo rd e r te  E ig e n sc h a ft  annehmen. An Stelle 
von (232), (233) kann man auch (233), (23,) oder (23,), (23*' 
wegen der Gleichwertigkeit aller Indizes setzen . Jene Relationen 
sind nun in dem Sinne In teg rab ilitä tsb ed in gu n gen , als sie die 
Bestimmung eines Komplexes bis auf Bewegungen bei gegebener 
Fundamentalform (7) durch Integration von (I) und (II) sicherstellen.

§ 5. Bestimmung des Komplexes durch die Fundamentalform.

Es sei nun eine duale quadratische Differentialform (7) derart 
gegeben, daß der reelle Teil aller Da positiv ist und die Integrabilitäts 
bedingungen (9), (18), (23,), (23.,) gelten. Stellen wir dann die 
Systeme (I) und (II) her, so bilden sie zusammen ein System von 
partiellen Differentialgleichungen mit der unbekannten Funktion % 
das nach einem Satze über solche Systeme integrabel ist und desser 
allgemeines Integral nur von einer endlichen Anzahl willkürlicher 
Konstanten abhängt.1 Enthielte, wie anfangs von § 4 behauptet, da> 
System (I) 18 unabhängige reelle Gleichungen, so folgte aus jenen'. 
Satze, daß das allgemeine Integral sechs wesentliche reelle Kon­
stanten enthalten müsse. Daß das allgemeine Integral sich aus einem 
besonderen höchstens durch eine Bewegungstransformation herleiter. 
läßt, also höchstens sechs reelle Konstanten enthält, ergibt sic 
daraus, daß es auch die in (I) und (II) enthaltenen Gleichungen (’’L 
die beiden ersten von (37), die drei ersten von (8) und (13 a) erfül'i-

i  L i  e -E n g e l, Transformationsgruppen 1(1888), Kap. 1 0 ; vgl. insbesondere Satz1

G„ Gn 2 G „ f(.
C1 C o r

12 23 22//.1

^i3 GZ3 G23y, 2 G12//i.

G,i G, 3 0 

! G12 g .23 0

Gjü G33 Go3 „1 +  2 G,2 :i
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jn welchen m3 die Rolle eines Parameters spielt und die wegen 
jer Voraussetzung über D zz und wegen (23x) für sich so integrabel 
jnd, daß sich ihr allgemeines Integral aus einem besonderen 

•nittels (-'1) ableiten läßt: sie bestimmen ja das zur verkürzten Form.
o

d 9(- - ^ Gik du' duk
i, k = 1

gehörige Strahlensystem bis auf Bewegungen, wobei u? ein Parameter 
ist.1 YVegen der Analogie von (13&) und (13c) zu (13a), muß aber 
jedes so gefundene Integral das System (II) befriedigen. Daß es 
schließlich auch die restliche von den unabhängigen Gleichungen 
W1 (I), nämlich (12a) erfüllt, erkennt man durch Einsetzen. Wendet 
man also auf ein besonderes Integral eine Bewegungstransformation 
an, so erhält man umgekehrt immer eine Lösung von (I) und (II). 
Das a llgem e in e  In teg ra l des aus (I) und (II) g eb ild e ten  
Systems le ite t  sich daher aus einem  beson deren  durch die 
allgemeine B ew egu n gstra n s fo rm a tion  h er und muß sechs 
willkürliche reelle Konstanten enthalten, woraus zufolge des an­
geführten Satzes die tatsächliche Unabhängigkeit jener 18 Gleichungen, 
folgt.

Als Probe dient die Bemerkung, daß man durch Gleichsetzen 
der Ausdrücke für 9(,r,r in (13&) und in (14a) bei Elimination von 

mittels (12a) wegen (9) auf ( lö 3) stößt. An Stelle von (II) könnte 
nan auch das S}'.stem (13 a), (14a) treten lassen, zu dessen Auf­
stellung bereits die Voraussetzung, daß D.äS nicht rein dual sei, 
genügen würde. Unsere Ableitung der Integrabilitätsbedingungen gilt 
jedoch nur dann, wenn kein Da rein dual ist.

Betrachten wir eine reguläre Stelle u'0 eines Komplexes (6), 
so lassen sich die reellen Bestandteile in Reihen nach Potenzen 
von u'— u‘Q entwickeln; diese Reihenentwicklung gelingt mittels unserer 
Ableitungsgleichungen bereits auf Grund der gegebenen Fundamental­
form (7).

Um dies zu zeigen, suchen wir zunächst geeignete Angaben,, 
die einen beweglichen Komplex mit der Fundamentalform (7) ein- 
"der mehrdeutig im Raume festlegen.

Wir werden dazu einer Geraden u'Q des Komplexes eine be- 
stimmte Lage zuweisen, also 91 (ufy irgendwie so wählen, daß es (3) 
erfüllt. Man kann immer 91 (uQ etwa mit der X 3-Achse zusammen- 
,;;l!en lassen. Der Komplex besitzt jetzt nur mehr zwei Freiheits- 
"i'ade: er kann um die Af3-Achse gedreht und längs ihr verschoben 
■verden. Deutet der Index 0 jeweils die Stelle u'0 an, so rotiert bei 
e|ner Drehung des Komplexes im sphärischen Bilde der Vektor 
'Mo in der Tangentialebene des Punktes (0, 0, 1) ebenfalls um die 
VAchse unabhängig von einer etwaigen gleichzeitigen Translation 

Komplexes längs der AT3-Achse. Da gemäß der Fundamentalform

_____ (Q»')o =  (§ n )o

1 Vgl. W  B la s c h k e . 0., § 106.
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ist, wird bei der Rotation die X t-, beziehungsweise ÄVKomponent, 
von (a„i)0 die Werte von

im allgemeinen je zweimal annehmen, während die A^-Komponent. 
beständig Null bleibt. Gibt man also

'vor, so trifft dies für zwei Scharen von je o o 1 Komplexen zu, dj.. 
aus zwei gewissen, durch eine Rotation um die X 3-Achse ineinander 
überführbaren Komplexen, durch Translation längs der Zg-Achs, 
gewonnen werden können und für die

sein muß.
Um schließlich durch eine geeignete Angabe in jenen beider 

Scharen eine endliche Anzahl von Komplexen zu bestimmen, knüpfen 
wir an die reelle Darstellung der allgemeinen Bewegung des Linien 
raumes an. Gehen n. n vermöge der Bewegung in a*, 5* über, so gilt;

dabei ist bt- ein Einheitsvektor in der AT,-Achse, der mit ihr gleich­
orientiert ist, dargestellt in jenem Koordinatensystem, das aus den; 
zugrundegelegten bei der betrachteten Bewegung entsteht uni 
n der Vektor vom Ursprünge des festen Koordinatensystems naci. 
jenem des beweglichen bezogen auf das feste. Wird durch de> 
Einheitsvektor t eine Richtung festgelegt, so folgt aus (26) für ein: 
Translation in ihr mittels des Parameters t

Bedeutet nun a =  a (u1, u2, w3), ä =  ä (u1, w2, u3) irgend einen be­
stimmten Komplex aus den beiden genannten Scharen und geht an- 
ihm durch die Translation ct0, t der Komplex a* =  a* (w1, u2, "" 
n* =  ä *  (w1, u2, u3) hervor, so gilt nach (27)

w o r a u s  mit i — 1 f ü r  die Stelle u'0 bei Bezugnahme auf die Fe.;'- 
S e t z u n g e n  ü b e r  a0 und (ß-, Oo

folgt; darin entsprechen die Vorzeichen den beiden Scharen. Schr 1̂ 
man also (ß f ,)0 beliebig vor, so legt man in jeder der beiden Schart 
.gerade einen Komplex fest; insbesondere kann (

\/(£ii)o bis + S/C&i)o

(a2„X  =  +  V f e j o ,  beziehungsweise —  \/(ä i)o

« J - V + K x « , , / )
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verlangt werden. Wir kommen somit zu folgendem Ergebnis: bei 
einem beweglichen Komplexe darf man immer für eine Stelle u'0 ver-

wodurch seine Lage zweideutig festgelegt ist. Man erkennt leicht, 
wie sich diese Ausführungen verallgemeinern ließen.

Um die gewünschte Reihenentwicklung zu erhalten, wird man 
also 9( q)? (^ i„ i) 0> (^ i ,i)o e tw a  w *e vorhin wählen und mit diesen
Werten in die für die Stelle u‘{) gebildeten unabhängigen Gleichungen 
vor* (I) eingehen. Die so entstehenden Gleichungen' sind nach den 
noch unbekannten Komponenten der 9t;f,: lösbar und ergeben vier 
Lösungssysteme, die man auch dann erhielte, wenn man an Stelle 
von 91 (uQ die entgegengesetzt orientierte Gerade — 91 (#*) gewählt 
hätte. Die vier Lösungssysteme entsprechen vier verschiedenen 
Lagen des durch (7) bestimmten Komplexes; das eine Paar ist der 
Geraden 9t (?/■,',), das andere der Geraden — 91 (u'Q) in der oben be­
sprochenen Art zugeordnet. Die zweiten und alle höheren Ableitungen 
von 91 findet man für die betrachtete Stelle u'Q mittels (13) oder (14) 
und den durch schrittweises Differenzieren daraus folgenden 
Gleichungen. W ir kommen also zur Reihenentwicklung

woraus man durch Zerlegen in den reellen und den dualen Teil 
die Reihenentwicklungen des Komplexes in normierten P lü ck er ’schen 
L:nienkoordinaten erhält.

W ir untersuchen noch, wie weit bei einem vorgelegten Komplex 
das Verschwinden der reellen Teile der Du in der Parameterwahl 
begründet ist und wie weit es eine geometrische Eigenschaft 
jes Komplexes ausdrücken kann; vom zugrunde gelegten Koordinaten­
system muß es ja unabhängig sein.

W ir transformieren die reellen Bestandteile der Du mittels

worin die u'% die neuen Parameter darstellen und eine gewisse 
Funktionaldeterminante nicht verschwinden möge; dadurch gehe a in 
^ über. Der reelle Bestandteil eines der Du, der in den ursprüng­
lichen Parametern die Gestalt

langen, daß
St « )  =  (P, 0, 1 ), (ahil)Q =  0, (a ini)o =r 0

§ 6 . Singularitäten.

— ul (ui, u%, u%), (29)

(cy .X cy )2

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. IIa, 134. Bd. 18
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hat, kann in den neuen Parametern folgendermaßen ausgedrü .̂ 
werden:

(0» \ x  a« ' /  =* *
8 (u1 ti2) . w N 3 (u2 u3) , y 3 («3 nl ) . 
w~r~h— t v  (a« ‘ ^  a"'0 +  ~*7~k— f v  (fl»s^  a«:l) ■+■ o"/ i. T T  vn» ! X n„i)
3 « < )  8 « < )  3 « < )

Hon

worin für die und zusammengehörige Werte zu nehmen siiui
Sind alle drei Du rein dual, so kann das geometrisch be­

gründet sein oder in den Parametern liegen. Dieses singuläre Ver- 
halten der Du findet in einem ganzen Gebiete des Komplexes siche; 
dann statt, wenn dieser dort eine unendlich ferne Leitkurve besitz;

Ist dagegen bloß eines der Du rein dual, so gibt es immer 
eine Transformation (29), mittels der man erreichen kann, daß kein 
Du rein dual ist. Ist z. B. Dn rein dual, aber nicht D i>2, D. 
eignet sich hierfür die folgende Transformation:

111 — u\ +  iii, u2 — u%, 113 =  7/3. (‘M

Sind schließlich zwei von den Du rein dual, z. B. D 1V D 22, währerv 
das dritte dies nicht ist, so wird unter unserer Annahme mittels de; 
Transformation

u1 =  11  ̂+  11%, i i2 =  u'i +  ui, iis — 11% 13‘J

wiederum bewirkt, daß kein Du rein dual ist. In den beiden letzten 
Fällen liegt also das singuläre Verhalten der Du lediglich in der 
Parametern.

W ie in der Einleitung erwähnt, sind in der Sann ia ’schen Arbeit 
die Parameter so gewählt, daß a nur von zwei etwa von w1, 
abhängt. Es werden dann Z)n und D 22 rein dual aber nicht D.u und 
durch eine Transformation (32) kann der in der vorliegenden Arbeit 
ausgeführte Fall erreicht werden. Zur Probe überzeugen wir un.- 
noch, daß man die Integrabilitätsbedingungen, die Sannia mit (I 
bezeichnet, aus den Koeffizienten von 91 in den Gleichungen (21. 
(22) findet, wenn diese Gleichungen im Anschlüsse an die e n t s p r e c h e n c  
spezialisierten Gleichungen (13a), (14a) gebildet werden, währem 
die Sannia ’sche Bedingung (II) aus den dualen Teilen in (23,) ent­
stehen muß.1

Für die Anregung zu dieser Untersuchung bin ich Hern 
Professor K. R e id em e is ter  in Königsberg zu aufrichtigem Dan! 
verpflichtet.

1 Vgl. W . B la s c h k e , a. a. 0., § 106 (80) und G. S a n n ia , Annal'
Matematica (3) 15 (1908), p. 143f.
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