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Schon vor ldnger als einem Jahrzehnt habe ich mich mit dem
wr Bildung der Sehnenmittenfliche zweier Kurven dualen Vorgang
und dessen Verallgemeinerungen beschiéiftigt. In metrisch spezialisierter
Form besteht er einfach darin, zu zwei Flichen mit den Gleichungen
=92, @) und 3=, (1) in rechtwinkligen Koordinaten die
Punktmittenflidche« 2 3 = =, (1, 1)+, (x, 1) aufzusuchen. Einige Son-
derergebnisse dieser Uberlegungen habe ich, in anderm Zusammen-
hang, bereits in der Arbeit »Relative Minimalflichen«, Monatsh. Math.
fhys., 31 (1921), p. 3 bis 19, mitgeteilt, auf dic in der Folge mit
R M.« Bezug genommen werden soll. Diesen Punktmittenflichen
~tder I Teil der vorliegenden Arbeit gewidmet. Es ergibt sich z. 1.
«¢hr einfach, daff die Punktmittenfliche zweier Torsen eine Fliche
mit einem Netz konjugierter Kurven ist, dessen Grundrifi (d. h. Normal-
B auf die horizontal gedachte [X Y]-Ebene) aus zwei Scharen von Ge-
aden besteht. Mit diesen zu den Schiebflichen dualen Flichen hat
ich inzwischen auch G. Scheffer’s! in andrer Weise eingehend
heschéftigt, insbesondre die Fille untersucht, in denen diese Flichen
nvel oder oo! solche Netze konjugierter Kurven tragen. Die Mlitten-
lichen von Torsenpaaren, deren Gratlinien demselben lotrechten
lylinder zweiter Ordnung angehiren, sind dual zu den Minimalflichen.

Die Bildung der Mittenflichen einer festen analytischen Fldche
%, von der Gleichung 3 = ® (1, 1), und beliebiger andrer Flichen ¢
liit sich als eine auf letztere atsgelibte Punkttransformation auffassen.
ML Teil der Arbeit wird gleich die etwas allgemeinere »d-Spie-
lung an P betrachtet, die sich durch die Gleichungen =,
W=y, (1—D) 3*=3—0®(r,y) definieren ldBt und eine einfache
— —

. L Flichen mit geradlinig projizierbaren konjugierten Kurvennetzen. Mathem.
“itsehrift 16 (1923), p. 43 bis 77
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geometrische Bedeutung hat. Jede solche Transformation 9, fit.
die Ebenen e des Raums in Flidchen ¢ Giber, die aus @ durch jeneg;;
perspektiven Affinitidten mit lotrechten Affinitétsstrahlen hervorgej,.
die & zur Affinititsebene und b =D (d—1) zum Streckung‘sverhﬁpm
haben. LdBt man nun noch D alle reellen Werte durchlaufen, sq
langt man zu einer Mannigfaltigkeit () von oot Flichen, die e
® durch eine Gruppe ¥, von Affinititen hervorgeht. Wie zy jede
Mannigfaltigkeit von co* Flichen gibt es auch zu (®) eine rela,
Flichentheorie. Die Grundgleichungen dieser ((D)—Flécllentheo,-;\
stimmen mit denen der in R. M. behandelten (p)-Flidchentheorie v,
tberein, was vorauszusehen war, da die Mannigfaltigkeit (@) ,,
Mannigfaltigkeit () zentrisch &dhnlicher Flichen dual ist. Von .
sonderm Interesse sind iwieder die (®)-Minimalflichen. Sie lassy,
sich durch die Eigenschaft kennzeichnen, dafi ihre Asymptotenlinje
und die von @ als Grundrisse Kurvennetze haben, die harmonisg,
liegen. Fiir @ als Fliche zweiter Ordnung sind die (P)-Minimalfidchey,
dual zu den gewdhnlichen Minimalflichen. Fur 4 als Paraboloid
lotrechter Achse wird die Mannigfaltigkeit (®) zugleich eine Mannix.
faltigkeit (p). Die darauf bezlglichen Minimalflichen sind zugleich
Schiebflidchen.

[. Teil.

1. Ebenenmittenflichen.

Aus S. Lies bekannter Erzeugungsweise der Schiebfldchen,
als Sehnenmittenfliche zweier Raumkurven A, K,, 148t sich un
mittelbar die folgende ableiten:!

Legt mman an ziwei Rammkurven K|, K, parallcle Taugential
cbenen und sucht zu jedem solchen Ebenenpaar <y,z, die Mitten-
cbene =, also die zur uneigentlichen Ebene @ beziiglich =, und
harmonische Ebene, so wunihiillen diese Ebenen eine Schiebfldche.

Diesc Deutung flihrt zur Betrachtung von [Fliachen, die aw
zwei Flachen =, ©,, statt Kurven, auf dieselbe Weise erzeugt werden,
die ndmlich von den Mittenebenen aller Paare paralleler Tangentia
ebenen an 7, und =, umhiillt werden. Eine solche Ebenenmittenflicic
von =z, und %, geht durch zentrische Streckung aus der Schiebhiil-
Sdcke der einen Fliche ldngs der andern hervor.? Die Sehnen-
mittenfldche zweier Kurven ist also zugleich deren Ebenenmittenflache
indem man die Kurven als Vereine von oo? Fldchenelementen auffafl

Die Definition der Ebenenmittenfliiche zweier Fliichen 148t sich
noch projektiv verallgemeinern, indem man einmal an Stelle der

1 L. Miiller, Kriimmungslinien beziiglich der Flichenmannigfaltigkeit, Cit
aus einer Fliche durch alle Schichungen und Dilatationen hervorgeht. Sitzungsbe:
'math.-naturw.) Ak, Wien, 127 (1918), Abt. 1la, p. 2139.

A. a. O, Satz 9. Der Name »Mittellliche« ist fiir den Ort der Mittelpunkt
der Strahlen einer Kongruenz gebriuchlich. Vgl. L. Bianchi, Vorl. iiber Differentic-
geometrie, deutsch von M. Lukat, Leipzig 1899, p. 265.
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Lloentllchen Ebene Q irgendeine Ebene o setzt, dann statt des
,)Ppel\elhdltmsses — 1 ein andres festes D wahlt. Wir nennen
¢ so erhaltene Fliche eine projektive Ebenenmittenficiche.
Fiir zwei Minimalkurven K, K,, also flir die Gratlinien von

el Torsen, die dem absoluten I{egelschnitt umschrieben sind,

jie Mittenfldche eine Minimalfldiche. Sie wird fiir konjugiert-imaginire
rosen reell. Zur projektiven Verallgemeinerung der \Imlmalﬂachen
cJangt man, wenn man K, K, als Gmthmen von Torsen wihlt, die
“pem Kegelschnitt in o umschrieben sind, und die projektiv ver-
Jlsemeinerte Mittenfliche von K, und X, bezlglich ® sucht. Man
ann auch sagen, A, und K, sollen Kurven sein, deren Tangenten o
.1 den Punkten desselben Ixeoelbchmties tleffen

2. Punktmittenflichen.

Bezeichnet o einen festen Punkt und b eine feste Zahl, so
viten wir aus zwei Flichen o, @, eine neue dadurch ab, daf wir
w je zweien auf einer Geraden durch o liegenden Punkten x, x,
.on '51 und ¢, jenen Punkt & suchen, fir den das Doppelverhéltnis

€1 0) = § ist. Der Ort {(v)= = soll die projektive Punktmittenfliche
on ’«'1 und 7, bezliglich o und d heifen. Sie ist das duale Ge-
hilde zur projektiven Ebenenmlttenﬂache

Fir ® = —1 und o als uneigentlichen Punkt # ist © die
Punktingtlienfldche von «©, und =,, ndmlich der Mittenort (x) der Punkte-
aware v, ¥, von «, und die auf den parallelen Geraden durch

liegen.

Zur rechnerischen Darstellung des Zusammenhanges zwischen
iy % und = wiéhlen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem
und 72 als den uneigentlichen Punkt der z-Achse. Sind die Fldchen

und durch dle Gleichungen
=% ) 5 = % (5 0) (1)
segeben, worin w,, =, analytische, im allgemeinen mehrdeutige
lunknonen bezeichnen, so ist

25 =5, (®HY+7 1Y) (2)

die Gleichung der Mittenfliiche =, wie wir jetzt kiirzer sagen wollen,
von 2, und o,

Bequeme1e1 Sprechweise halber denken wir uns die [XY]-Ebene
des Koordinatensystems horizontal und nennen sie die Grundrif-
chene TI, die Normalrisse von Gebilden auf sie Grumdrisse. Dann
kann man sagen: Ronustruktiv erhdlt man Punkte der Mittenfliche

von w, und w,, 1wenn man von je zwei Punkten auf ©, und o,
it demiselben Gmmdrgﬁ die Mitte v aunfsucht. Hieraus fol(relt man:

Die Mittenfliche © geht durch die Schnittlinie von ¢, und «
ind beriihrt jede lotrechte gemeinsame Tangente dieser Fldchen
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Zu je zwei Kurven A, A, des Raums mit demselben Grup,
rifi gehort eine Mittenkurve K, die durch die Schittpunkte vop K
und A, geht.

Die Mittenfliche zweier eigentlichen Xbenen 3y, 2 st eln
Ebenc. Diese Mittencbene st die zur lotrechten Ehene [z,
durch [z, ¢,| beziiglich z; und 2, harmonische Fbene. \mlm’w rrll
fir die Mittengerade zweier Geraden in einer lotrechten Elwem

Die Tangentialebene im Punkt v der Mittenfliche  von = 1 ung
©, ist die Mittenebene der Tangentialebenen in den 7Uf>ehon~m
Punkten Xy Und £, von <, und Nennt man solche Tangentiy).
ebenen von =, und =z, entsprechend, deren Berlihrungspunkte dep.
selben Grundrif habu] so kann man sagen: ¢ ist die Hiillflich,
der Mittenebenen  cntsprechender Tungentialebenen von Cound

Geht eine Fliche =, durch die lotrechte Schiebung um du
Strecke a in %!, Gber, so geht die Mittenfliche %' von =, und »
aus der Mittenfliche  von 7, und durch die lotrechte Schie.
bung a/2 hervor; denn aus

Nun sind parallele, nicht lotrechte FEbenen stets durch lotrechi
Schiebung ineinander Uberfithrbar, Daher besteht der

Satz 1: Die MMittenflichen ciner Fliche ¢ mit parallelen, nicht lot-
rechten Ebencn gehen durch lotrechte Schiebungen incinander iiber

Analog gilt der

Satz Ta: In einer lotrechten Ebene gehen die Mitteukurven einer
Nuvve K mit parallelen, nicht lotrechten Geraden durch  lotrechic
Schiebungen ineinander iiber.

3. Mittenflichen einer Fliche mit simtlichen Ebenen.

Die Mittenfliche «, von % und einer nicht lotrechten Eben

, ergibt sich dadurch, daf man die in lotrechter Richtung gemessenen
—\bstande der Punkte der Fliche % von der Ebene ¢, hélftet. Dieser
Ubergang von w ozZu v, ist eine perspektive Affinitdt mit g, ab
-\fﬁmtclt%ebene lotrechten Affinitdtsstrahlen und dem »Streckungs-
verhdltnis« 1/,. Jeder nicht lotrechten Ebene z; ist so eine Affinitit
A; zuoeo1dnet Die Transformation 9, ~19(, ist wieder eine perspektive
Afﬁmtdt mit # als Richtung der Affinitdtsstrahlen, ndmlich jene, di
den durch 9, transformierten Raum in den durch Y(; transformierten
tiberfiihrt. Da 9(; und ¥, die Punkte der (lotrechten) Ebene [z 2]
in gleicher Weise transformieren, so ldfit ¥;~1¥(, die Punkte dieser
Ebene ungeédndert, hat also diese Ebene durch # zur Affinitdtsebens.
Wir nennen nun in Anlehnung an H. Grafimann d. J.! ein
perspektive Kollineation, deren K.-Zentrum und K.-Ebene vereinigl

Ges. Werke von H. Grafimann, Bd. [, p. 454.
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Josen, eine kollincare Schichbuung mil dem K.-Zentrum als Schich-
fru oder Zielpunkt, und der K-Ebene als Scliebebene. Dann ist
‘(,101‘ eine affine Schiebung wmit 1 als Zielpunkt und [z5 2] als
shmbebene [0 dieser Schiebung entspricht der Ebene g; die ihr
9, zugeordnete bene.
In jeder zur Schiebebene parallelen Ebene erfahren alle Punkte
Jieselbe  Schiebung. Hieraus folgt, daff dic affiner  Schicbungen
wauntrene Transformationen sind.

Die %mvcndum der Affinititen Y(; auf die Fliche gibt den
susemmenfassenden
safz A Die oo® Mitlenfldchen einer festen Fldche © it den, nicht
Jeme Biindel durch w = 1 angehdrenden, Ebencn gelien  aus
Jurcl perspektive Affinititen mit lotrechten Affinitdtsstrahlen, dem
Streckungsveritd@ltinis Yy, wnd der jeweiligen Ebenc  als Affinitits-
cheite hervor  Die Flichen siind durch affine Schicbungen mil u
als Zielpunkl ineinander iiberfiihybar Die zwn Fldchenpaar o, =)
aehorige Schiebung hal [z 2z, u] als Schicbebene, und cs entspricht
i il der Ebene  jene Ibene. die zufolge der Affinitdt A, zu-
deordiet wird, die  in g verwandell.

Analoges gilt in jeder lotrechten Ebene fiir die oo? Mitten-
turven K einer festen Kurve A mit den nicht lotrechten Geraden
der Ebene.

Jur ch

4. Einige konstruktiv verwendbare Folgerungen.!

Fir 7, als Drehfliche mit lotrechter Achse A und o, als
Regelfldche, die 4 zur Leitgeraden und einen Drehkegel mit der
Achse 4 als Richtkegel hat, ist die Mittentliche beider durch Windung
ciner zur Meridiankurve von «, in der oben angegebenen Weise
affinen Kurve um .4 erzeugbar. Unter Windung nm 4 sei dabei
eine aus Drehungen um .4 und Schiebungen lings 4 zusammen-
vesetzte stetige Bewegung verstanden; jede durch Windung einer
Kurve erzeugte Fliche heifie Windungsfldche. Umgekehrt 146t sich
iede Windungsfldche, deren erzeugende Kurve einer Ebene durch
die Windungsachse angehort, als Mittenfliche zweier Fliachen der
dngegebenen Art auffassen, wobei ©, sogar immer als gerades Konoid
wihlbar ist.

Fir ¢, als Drehfliche mit lotrechter Achse A und ¢, als
tleichachsige Wendelfliche ist die Mittenfliche eine Schraubflache.
Daf} jede Schraubfliche mit lotrechter Achse sich so auffassen 148t,
st die geometrische Deutung ihrer bekannten Gleichung 3 _f(r)+f'|5
in den Zylmdelkomdmaten S, T3

1 Die Konstruktion der »Suwmmentliche« zweier Flichen findet sich auch bei
A Liljestrom, Sur la génération géométrique des courbes et des surfaces, Arkiv
Ymatematll\, astronomi och fysik, Bd. 13, Nr. 4, Stockholm 1918 —19; die Ver-
Vendung der Mittenfliche ist geometrisch vorteilhafter.
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Die Mittenfldche zweier Schraubflidchen (Drehfldchen inbegyig.
mit gemeinsamer lotrechter Achse ist eine gleichachsige Schrgy
fliche. Aus einer Wendelfliche und einem Drehkegel mit gem;,
samer Achse erhilt man so eine schiele geschlossene Regelschygy,
fliche, aus einer beliebigen Regelschraubfliche und einem gleic;.
uuhswcn Drehkegel eine Schraubfliche, die durch Schraubung ei,
in einer lot1echten Ebene befindlichen Hyperbel entsteht.

5. Mittenfliche zweier Zylinder.

Es seien r,7und v, zwei Zylinder, deren Erzeugenden npig
zu derselben 10t1echter1 Ebene parallel sind. Dann schneiden g,
lotrechten Ebenen durch die Erzeugenden von =, aus o, Kurve
aus, die durch Schiebungen in der Richtung der Erzeugenden dieg,.
Zylinders ineinander {ibergehn. Die Mittenkurven zwischen dieger
Schnittkurven und den Erzeugenden von ¢, sind dann nach N
und 3 zu den erstern affin und durch Schiebungen ineinande
Uberfihrbar. Da Gleiches fur die Mittenkurven in den lotrechte
Ebenen durch die Erzeugenden von v, gilt, so hat man den
Saty 1: Die Mittenfliche zweier Zylindev, deven Erzeugenden wichi
e derselben lotrechten Ebene parvallel sind, ist eine Schiebflich.
deven erzeugende Kurven den loirechten Ebenen durch die Zylindei-
erzeugenden angehiven.

In dem ausgeschlossenen Fall ist die Mittenflache ein Zylinder.

Vom Satz 1 gilt die folgende Umkehrung:

Satz 2: Jede Schiebfliche, deren erzeugende Kurven lotrechier
Ebenen angehdven, 1aft sich als Mittenfliche zweiev Zylinder mii
horizontalen Erzeugenden auffassen.

Gehoren ndmlich die Kurven K, K, in den lotrechten Ebener
3,, &, verschiedenen Elzeugendenschalen unsrer Fldche an, und sind
H,, H, die Schnittlinien von ¢, und & mit II, dann ist ]('1 Mitten-
kurve von oo! durch lotrechte Schiebungen auseinander hervorgehen-
den Kurven K} mit zugeordneten, zu H, parallelen Geraden.! Dies
gilt flr jede Zu g, parallele Ebene. Da die Kuiven K, durch
Schiebungen I's, ineinander Ubergehen, so gilt dasselbe "fir die
Schiebscharen K. Wahlt man nun in diesen Scharen solche Kurven
aus, die einem Zylinder w», mit Erzeugenden ZH, angehoren, so
exfullen die zugeordneten Geraden IlH, einen Zylmde1 v, und die
Mittenfldiche von =, und o, ist die cregebene Schiebfldche.

Da 3= f(ay+0by) die Gleichung eines zu II parallelen Zy-
linders ist, so hat jede Schiebfliche der obigen Art eine Gleichung
der Form

25 =11 (g r+0b,9)+f (0, 2+0, ). (1

1 Denn eine Fliche 3= v (1, 1)) ist Mittenfliche der Fliche 3=2 v (1, 1)1
und der Ebene 3= q fiir belicbige Werte von a. Analoges gilt fiir Mittenkurven in
einer lotrechten Ebene.
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e Grundrisse der erzeugenden Kurven dieser Schiebfldche sind die
Syallelstrahibiischel - a, y+0, ) = konst. und a, x40,y = konst. Die
]iilupttzmgentenkurven der Fldache bilden_ sich daher im Grundrif;
1< urvennetz ab, dessen beide durch einen Punkt gehen<e Linien-
semente die Richtungen der beiden Parallelstrahlblischel harmonisch

v.r‘ﬂl]en. . ) )

) Jedes elliptische oder hyperbolische Paraboloid mil lotrechter
\chse ict eine Schiebfliche dieser Art. Denn die Gleichung
—ayp®+0y? einer solchen Fliche 148t sich schreiben

23 = \ar+ \/ﬁrl)‘)z—l—(\/(?g— \/[71))'3.
Bezeichnen fund f konjugierte analytische Funktionen, so ist
23 =fQ+in)+f—iy) (2)

lie Gleichung der (reellen) Mittenfliche der konjugiert komplexen
novizontalen Zylinder 3 == f(x=+17Yy) und 3 = f(x—iy), die von den
peiden absoluten Punkten in Il ausstrahlen. Diese Fliche ist eine
schiebfldche, deren erzeugende Kurven den lotrechten Minimalebenen
angehoren.t
Fir f(x+iy) = P, 0)+4 Q(,y) erhilt Gleichung (2) die Form
)
3= L) (3
Mithin gilt der
Sutz 3: Ist P(y,v) der weelle (oder imagindre) Bestandteil einer
aialytischen Funktion von iy, so stellt 3 = P (1Y) eine Schieb-
fiche dar, deren erzeugende Kurven den zu I norvmalen Minimal-
cbenen angehoren. Ihve Haupttangentenkurven haben als Grundvif
¢ ovthogonales Kurvennet:.
Aus Satz 2 folgt ferner die Umkehrung:
Satz 4: Jede veelle Schiebfliiche, deven erzeugende Kurven den zuw 11
normalen Minimalebenen angehoren, hat eine Gleichung y = P (i, ),
wo P(x,v) den reellein Teil einer analytischen Funktion von p+il
hezeichnet,
Fir den Neigungswinkel = der zum Punkt (y, Y, 3) einer Fliche
=0 (1, y) gehorigen Tangentenebene gegen Il besteht bekanntlich die

Beziehung
, T 93\2
we=(51) +(55) @

_ Fur gegebene Werte von ¢ stellt (4) diec Grundrisse der Licht-
dleichen der Fldche bei lotrechter Beleuchtung dar.

———

N 1 Auf diese Flidchen habe ich bereits R. M. hingewiesen. Vgl. a. a. O., p. 12,
“ufinote 3, '
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Fir die durch Gleichung (2) gegebenen Flichen erhi .
die Form . - PR R
tgzs = /7 (x+iv) S G—in). 0

Wihlt man insbesondre f (r—+7y) = (x+71)", Wo # reell Seyr
soll, und setzl y—=iYy = 1 (cos g==7sinz), so haben wir es mit .
Sclnebf dche
a=—1lcosmny 0
zu tun, fir die dann
tg‘l o= 12 Q-‘_'_l_l)?)rl——! i;

ist. Daraus folgt: Dic Lichtgleichen fiir lotrechte Beleuchtung .,
durch Gleiclung (6) definierten Schiebfldchen stellen sicli im Grandyj,
als konzentrische Kreise wm den Ursprung dar Zu diesen Fliche
gehort das gleichseitige hyperbolische Paraboloid (17 = 2) und
Flache! mit der Gleichung 3 x*+9*)—y = 0 (n = —1).

6. Eine infinitesimalgeometrische Eigenschaft der Mittenfliche

Wir ordnen solche Punkte von 7, und =, cinander als em
sprechend zu, die denselben Grundrifl haben. Wie bei jeder Punk:.
abbildung zweier Fldchen aufeinander gibt es dann in den Umgebunger
zwveier entsprechenden regulidren Punkte ein Netz konjugierter Km\u
auf ¢, dem ein ebensolches Netz auf o, entspricht. Diese beider
Netze haben in unserm Fall denselben Grundriff. Unter Benitzun
der in Nr. 2 erwédhnten Eigenschaften der Mittenfliche folgert mar
daraus? den wichtigen
Sat: 1: Sucht man auwf zwei Flichen o, %, jene Netze konjugierter
Kurven, deren Grundrisse sich deckei, so ist dieses Kurvennet: i
I zugleich der Grundrifp cines Netzes honjugicrtcr Kurven auf do
Mittenfldiche ¢ vou o, und x,.

Er ergibt sich auch rechnerisch unmittelbar aus der Gleichuny

25=5@+2 @) (1
der Mittenfliche Bezeichnet man nidmlich die zweiten partieller

Ableitungen von 3 nach p und Y in {iblicher Weise mit 7,s,7 une
kennzeichnet die analogen Ableitungen von , und %, durch Beifiiger
von Zeigern, so folgt aus (1)

2r =11y, 25 =8+, 2t =1 +1, 2
Da nun die Grundrisse der Asymptotenlinien (Haupttangentenkurven:
der Flichen w,, w,,» beziehungsweise durch die Gleichungen

1 Ich habe sie in Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 25 (1916), p. 22+, »Kubisch
achsiale Kugel« genannt.

2 Analog wie in der in Nr. 1, Fulnote 1, erwihnten Arbeit der Satz 0 bC
wiesen wurde.
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rdy?4+2s, dydy+t dy* =0 1
rady*+2s5,dydy+1,dy =0 (3)
7 dy?42s dydy+f dy* =0 [

sstimmt sind und  zwischen deren linken Seiten wegen (2) eine
2;1hlbeZiehung besteht, so gehoren die einem Punkt y, 1 (in einer
~timmten Schicht) durch die drei Gleichungen zugeordneten Linien-
Jemente einer Involution an. Die Doppelelemente dieser Involution
wennen die drei Elementenpaare harmonisch, sind daher Grundrisse
ronjugierter Elemente aller drei Flichen. Damit ist Satz 1 rechnerisch
wwiesen.

Aus den ersten zwei Gleichungen (3) folgt aber zugleich fir
Jgie Doppelelemente der Involution die Gleichung

(1ry Sy=—5,75) dx*+(r ty—t ry)dydy4-(s f,—1, 8,) dy?* =0, (4)

s die Differentialgleichung des Grundrisses des in Satz 1 er-
wihuten Kurvenietzes.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die
ureh die ersten zweli Gleichungen (3) einem Punkt {y, 1) zugeordneten
linienelemente einander harmonisch trennen, lautet bekanntlich

7, 1,—28 S+t v, = 0. (d)

Dicse Gleichung gibt die Bedingung dafiir an, daf die Grud-
risse der Asymptotenlinien in entsprechenden Punlkten von ¢ und =,
cuander harmonisch trenien.

7. Mittenfliche zweier Torsen.

Fir eine Torse #, sind die doppelt iiberdeckten Grundrisse
ir Erzeugenden die Grundrisse der Asymptotenlinien. Die Mitten-
liche » von ®, und einer beliebigen andern Flidche o, besitzt daher
tich Nr. 6 ein Netz konjugierter Kurven, dessen Grundrifi aus dem
tmundrif der Erzeugendenschar von ¢, und der zu diesen Geraden
neziiglich des Grundrifinetzes der Asymptotenlinien von w©, kon-
ugierten Schar besteht. Wihlt man auch als Torse, so folgt
lieraus der
Sal: 1: Die Mittenfliche zweier Torsen besitzt zwei Scharen ebener
‘wjngierter Kurven, deren Grumdrisse sicl mit denen dev Torsen-
Trengenden decken.

Von dieser Fldche ¢ lassen sich sowohl die Tangentialebenen t
N auch deren Bertihrungspunkte / leicht konstruieren. Von zwei
l‘ungentialebenen T, T, der Torsen o, v, ist die Mittenebene < eine
lingentialebene von w. Zu den Bertihrungserzeugenden T, 7, von
%, mit t, beziehungsweise t, gibt es eine lotrechte sie sclineidende
verade; die Mitte der zugehdrigen Schnittpunkte ist nach Nr. 2 der
Uz gehorige Beriihrungspunkt .

Sizungsherichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. I[a, 134. Bd. 20
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Die Mittenfliiche ¢ einer Torse 1, und einer beliebigen Flag, .
ist die Hullfliche der Mittenflichen von 5, und der ool ’]anrrem
¢henen t, von ;. Nach Nr. 3 gehen letztere Flichen aus 7y dur,
hestimmte Athmtaten ; hervor. Da die Charakteristiken 1111e1 Hiy
fliche =» in den lotrechten Ebenen durch die Erzeugenden vqy
liegen, 'so bilden sie die eine Schar des oben erwéhnten Ngy,
konjugierter Kurven. Fiir zwei Torsen folgt hieraus der
Satz 2: Die Mittenfliche zweier Torsen mwird ldngs der Schyjy
kurven it den lotrechten Ebenen durch die Erzcugenden der g,
Torse von Torsen beriihrt, die aus der andern Torse durch I
spektive Affinitdten U; hervorgehen.

Auf der Mittenfliche © zweier Kegel! =, v, sind die in .
lotrechten Ebenen durch die Kegelerzeugenden llegenden konjugiest,
Kurven »Kegelkurven«, d. h. die langs ihrer umschriebenen Tors
<ind Kegel, und zwar zu w, beziehungsweise 7, affin. Die Spit;.
dieser l\egel gehdren daher den lotrechten Geraden durch die Spitz
von ¢, und 7, an.

Auf der Mittenfliche » zweier Zylinder ergeben sich konjugien
Zylinderkurven. Hieraus folgt neuerlich, da8 v eine Schiebfldche iv

Die Mittenfdchen von Torsen sind (samt ihren kollinear v
wandten) zu den Schiebflachen dual.! Diese Dualitdt kommt vielleici
am sichtbarsten zum Ausdruck, wenn man die Torsen in linear:
Ebenenkoordinaten darstellt, woflir sich die sogenannten Prismen
koordinaten? vorziiglich eignen. Drei lotrechte, nicht derselben Eber.
angehorige Gerade (die »Achsen«) mogen II in den Punkten o,, 0,
<chneiden. Haben die Achsenschnittpunkte einer Ebene von o,, 0,
bezliglich die Abstinde t,,t,,1,, so sind dies die Prismenkoordinat
der Ebene. Die Koordinaten der Mittenebene zweier Ebenen sin
dann die arithmetischen Mittel aus den entsprechenden Koordinat:
der letztern Ebenen. Sind also

tp—= ;) und t; = ;i (v), 6 =1,2,3)
die Gleichungen zweier Torsen  und & in den Parametern u,0.
stellen die Gleichungen

2= W+ (0, (=1,2,3)

die Mittenfliche von ¢ und J dar. Aus der formalen Ubereinstimmu’-
dieser Gleichungen mit denen der Schiebflichen in Kkartesisch
Koordinaten folgt, daf jedem Satz iiber Schiebflichen ein Satz i
die Mittenfliche zweier Torsen entspricht. Den Sitzen z. B. V'
K. Reidemeister {iber jene Kurven, deren Sehnenmittenflach:

1 Diese Bemerkung machte schon E. Goursat, Lecons sur I'intégratior
¢quations aux dérivées partielles du second ordre, t. I, p. 160.

Enzykl. math. Wissensch., 1II, AB ¢ (E. Miiller), Nr. 22.
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.ndschiefe Regelfliichen sind,' entsprechen Sitze iiber Torsen, deren
\ittenflichen (mit sich selbst) windschiefe Regelfldchen sind.

8. Duale Flichen zu den Minimaiflichen.

Nach der in Nr. 1 erwihnten projektiven Verallgemeinerung
er Minimalflachen sind die dazu dualen Flichen die projektiven
\ittenflichen bezlglich eines Punktes o von zwei Torsen, deren
qatlinien demselben Kegel zweiter Ordnung mit der Spitze in 0 an-
choren. Wiéhlt man o wieder als den uneigentlichen Punkt 7 — TI,
.« folgt der
wiz 1: Haben zwei Torsen o, o, Gratlinien mit demselben Kegel-
it Voals Grundrifs, so ist die Mittenfldche von o, i
e s einer Minimalfldche duale Fldche. Sie besitzt die kem-
vichuende Eigenschaft, dafi es auf ihyv ein Netz konjugierter Kurven
it deren Grundrisse in die Tangenten von 1 fallen.

Die Grundrisse der Asymptotenlinien ciner solchen Fldche
vlden also ein Kurvennetz, flir das die beiden zu einem Punkt
«chorigen Linienelemente (von Kurven derselben Schicht) beziiglich
i"konjugiert sind. Betrachtet man V als absoluten Kegelschnitt einer
\MlaBgeomelrie in I, so kann man auch sagen, dieses Kurvennetz
st V-normal.

Die Mittenfliche zweier Kegel (oder Zylinder) ist stets eine
Ilache obiger Art; die Kegelspitzengrundrisse bilden die zerfallende
surve 17

Das duale Gegenstiick zu Ribaucours Erzeugungsweise der
Mlinimalflichen als Hillfliche der Mittelebenen einer isofropen Kon-
auenz? ist folgendes. Zwei Kurven C,, C, sollen demselben lot-
celhien Zylinder zweiter Ordnung  angehoren. Sind T,, T, Tan-
witen von C; beziehungsweise C,, und sucht man auf der T, und
I, schueidenden lotrechten Geraden die Mitte t dev Schnitipunkie.
o ist der Ort (1) dieser Punkte eine zu einer Minimalfldche duale
Hiche. Denn (f) ist nach dieser Konstruktion jedenfalls die Mitten-
liche der Tangentenflichen von C, und C,. Bezeichnen nun ¢
ind £, die Berlihrungspunkte von 7, und 7, mit C; beziehungsweise
» 80 ist / auch der Schnitt der Mittenebene von [¢, 7,] und [¢, T,]
it der Polare von [t %, u] beziiglich t. Diese Konstruktion von ¢
st aber, wie man leicht erkennt, vollkommen dual zur Ribaucour-
‘then Konstruktion der Tangentialebenen einer Minimalfliche. Die
!angentialebene in ¢ ist nach Nr. 2 die Mittenebene =t der
hmiegebenen von C, und C, in den Punkten # und ¢4,

Eine Fldche 9 sei auf zwei Arten Mittenflache von Torsen-
‘aren, deren Gratlinienpaare ihren Grundrifi beziehungsweise in den

—

) 1 Vgl. W. Blaschke u. K. Reidemeister, Vorl. iiber Differentialgeometrie,
A1, Berlin 1923, p. 86.

2 Enzykl. math. Wissensch. I[ID 5 (v. Lilienthal), Nr. 30.
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Kurven zweiter Klasse 17 und 17 haben. Der Grundrifi der Agy,
ptotenlinien von 7z ist dann ein Kurvennetz, dessen beide durch eing
Punkt . gehenden Linienelemente sowohl beztiglich 1”als beziiglich ||
konjugiert sind. Diese Linienelemente gehoren daher jenen bejg,
Kurven der durch I"und W bestimmten Schar (V1) an, die dyy;
+ gehen. Anders ausgedriickt: Die Asymptotenlinicn ciner solg,,
Fliche = haben als Grundrifp dic  Kegelschuitte der  lineqy,,
Schar (17117

IT. Teil.
9. Eine raumliche Punkttransformation.

Die Bildung der Punktmittenflichen einer festen analytischer
Fliche ® mit beliebigen andern analytischen Fliachen ¢ [Lifit si
als eine auf letztere ausgeiibte Punkttransformation auffassen. Wi
betrachten gleich eine noch etwas allgemeinere Transformation
Schneidet die durch einen Punkt x mit den rechtwinkligen Koor.
dinaten 1,1, 3 gelegte Gerade [ru] die Fliche ® in den (rellen ode
komplexen) Punkten y; (i = 1,2. ), so sollen jenc Punkte 1} ay
[vu], flir welche die Teilverhiltnisse (v y;4F) einen vorgegebenen
Festivert D haben, dem Punkt x als entsprechend zugeordnet werden,
Stellt 3 = @ (x, ). worin ® (y,y) eine im allgemeinen mehrdeutig
analytische Funktion bezeichnet, die Fliche ® dar, so gelten fiir di
Koordinaten 1%, v% 3* der Punkte zf die Gleichungen

At R)
= S

Vo= yt=, =

Sie definieren die Transformation r—x%, die wir mit Wi, oda
ausfihrlicher mit M (P, un, d) bezeichnen und die d-Spiegelin
an ®, fir D = 2 insbesondre Spicgelung an P, nennen wollen
Die einer Kurve A" oder einer Fliche ¢ zufolge 9, entsprechende:
Gebilde sollen mit K* beziehungsweise ¢* bezeichnet werden. Di
Mittenfliche &* wvon ® wund & entspricht & zufolge der Trans
Sormation M_;.

Schreibt man statt © (, v), ¥ @, v), ¥, 9). ., kurz D, §, §*..
so folgt aus (1) die Gleichung
vll)———S(I) (u

1—o

X

h
oder, wenn man b1 — b setzt,
$*— = v (P—0). t
L Die Gleichung von g findet sich bei G. Scheffers, a. a. 0., als Gleichung (19

2 Genauer miifite man von Punkispicgelungen an P sprechen, da es analeg:
Ebenenspiegelungen gibt. Letztere treten jedoch im folgenden nicht auf.
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Sie sagt aus:

safz 1 Trdgt anan auf jeder lotrechten Geraden die v-fachen Ab-
ginde jedes ® angehdrigen Punktes von sdmtlichen Schuittpunktenr
Jor Geraden it % von diesen Punkten aus ab, so gelangt man :u
Jen Punkten der Flache v, die durch die Transformation M, ans &
oo orgeht.

Die Fldche &% geht stets durch die Schnittkurve von 4 und ®.

Fir die zweien Flichen %, 4, entsprechenden Flichen X, b <
flgt aus (2)

1 X X AN
X = (4)

Fir 9, —®% = konst. ist also auch $¥-—»%* konstant. Zweien durch

lntrechte Schiebung auseinander hervorgehenden Flidchen entsprechen
yithin zufolge M, wieder zwei solche Fldchen. Eine Schichbschar
von. Fldchen soll aus einer Fliche durch sdmtliche lotrechten
schiebungen entstanden sein. Dann kann man sagen: W, fiilirt jede
schicbschar von Fldchen ieder in eine solche iiber  Insbesondre
iihet WM&, jedes Bischel paralleler Ebenen in eine Schiebschar von
Flichen tber.

Nach Satz 1 geht die einer Ebene = zufolge Wi, entsprechende
Fliche =* aus @ durch jene perspektive Affinitdt mit lotrechten
Affinitédtsstrahlen hervor, fir die = die Affinitdtsebene und v das
Streckungsverhiltnis ist. Diese zu W, gehorigen Affinitdaten bewirken
e Ver-v-fachung des Volumens. Begrenzt die Fliche @ e¢in end-
iches Volumen, so begrenzen also alle Flidchen =X das v-fache
lieses Volumens. Ist 3 =ar~+by+c die Gleichung der Ebene  so
fautet nach (2) die Gleichung von =*

ar+0by+c ~
=" . 1_5 +0d. (DY

-

Wie in Nr. 3 schliefit man, dafl diese Fldchen =* durch affine

Schiebungen auseinander hervorgehen. Die zweien Ebenen ¢, =, ent-
rrechenden Flichen =i, ¢} schneiden sich nach eciner in der Ebene
53, 1] liegenden Kurve. Wir halten fest:
Satz 2: Die Transformation Wy fiihrt die Ebenen  in jene Flichen
“iiber, die aus © durch dic oo® perspektiven Affinititen mit lof-
fchten Affinititsstrahlen  hervorgehen, dercn  Streckungsverhdltnis
=0:(0-—1) ést. Die Flichen =% gehen auscinander durch lotrechte
WWine Schiebungen hervor

Ubt man auf die Ebenen des Raums die oc! den mdglichen
Werten von § entsprechenden [‘mnsfmmatlonen W, aus, so erhilt
"an eine Mannigfaltigkeit (P) von oo' Fldchen, die aus ® durch
‘imtliche perspektiven Affinititen mit lotrechten Affinititsstrahlen
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hervorgehen. Zu diesen Fldachen gehort, fiir 0 = oo, die Fldchg ¢
selbst (vgl. Gleichung |2]). Die erwidhnten Affinitdten bilden tin,
viergliedrige Gruppe ,. Bezeichnet nun ® eine von @ verschiege,
Flache aus (®), so wird die Transformation 3 (P, 2, d) eine Ebep,
in eine Fldche % {iberfithren, die aus & durch eine Affinitit aygy
hervorgeht. Da aber @ aus ¢ ebenfalls durch eine Affinitét del‘selbl;
Gruppe entstanden ist, so wird auch eine Affinitdt von A, die Fli,
® in g Uberfiihren, d. h. 2 gehort ebenfalls zu den Fldchen (¢
Die Traunsforination MM (P, u, D) wird also alle Ebcnen in oo? e,
der Mannigfaltigheit (®) iiberfiihren, diec auseinander durch lotrec),
affine Schiebungen hervovgehen.

Die Asymptotenlinien der Flichen (®) gehen aus denen v
® durch die Affinitdten 9, hervor, haben daher als Grundrisse da.
selbe Kurvennetz! H’, bestimmt durch die Differentialgleichung

Rd?+2Sdydy+Tdy* =0, (i

wenn b, =R, &= S, &, =T gesetzt wird. Durch die i
(6) linker Hand stehende Differentialform zweiten Grades wird do
Ebene II eine Mafibestimmung aufgepriagt. Das @-Lingen
quadrat des zum Punkt 2/ (x,1)) gehorigen Linienelements dr, Jy
ist der Wert der Differentialform. Gleichung (6) definiert die Kurver
von der ¢-Linge null. Zwei zu #’' gehdrige Linienelemente ds,, ds,
bilden mit den Elementen der Linge null ein Doppelverhiltnis
flognaté (f ein Festwert) soil der ®-Winkel der beiden Linien
elemente heiflen. Flir § = — 1 nennen wir die Elemente ®-normal
Zu einer Kurvenschar in I gibt es immer eine ®-normale.

Unter dem ®-Tinkel zweier von einem Punkt v des Raims
ausgehenden  Linienclementen verstehen wir den ®-TVigkel il
Grundrisse. Da je zwei in der Transformation Wi = W (D, n,bi
einander entsprechende Punkte denselben Grundrifl haben, so schliefien
zwei von . ausgehende Linienelemente denselben ®-Winkel ein, wic
ihre zufolge ¢, entsprechenden Elemente. Dies 148t sich in der
Form aussprechen:

Sat: 3: Die Transformationen Wy, sind ®-konforn:.

Auf jeder Fliche ¢ gibt es ein Netz ®-normaler Kurven. Be:
zeichnen nidmlich 7, s, ¢ die zweiten partiellen Ableitungen von & (g
so ist nach Gleichuang (4) in Nr. 6

(Rs—Sr)dy2+RIi—T#)dydy+(St—Ts)dy> =0 (v

. . . . . - . v fl
die Differentialgleichung dieses Kurvennetzes. Fiihrt W, die Fliche:
in &* dber, so folgt aus Gleichung (2), daB zwischen den zweiltr

L Wir sprechen von cinem Kurvennetz, obgleich durch jeden Punkt »' in U
mehrere Kurvenpaare gehen. entsprechend den verschiedenen Flichenpunkten, d"
in 2’ jhren Grundrif haben. Wir sagen dann, die Grundrisse der Asymptotenlink®
gehdren verschiedenen Schichten an, und setzten fest, dal wir bei infinitesimale:
Betrachtungen immer in derselben Schicht verbleiben.
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siicllen Ableitungen 1%, % % von &% (r, 1) und zwischen 7, s,/ dic
ziehungen

d—0) = r—d R, (1—0) & =s—DdS, (1—0) X =1—dT

wstehen. Die Gleichung (7) bleibt daher auch giiltig, wenn man
of durch 7% 8%, £ ersetzt. Dies gibt den

uls 4o Die ®-normal  konjugierten Kurven einer Fldche sind
wpariant gegeniiber den Transformationen I (P, w1, D).

Fir D = —1 erhdlt man den Satz in Nr. 6.

Wihlt man & als Torse, so geht jede Torse ¢ durch die
Transformationen 3¢ (P, #, d) in Fldchen $* iiber, die ein Netz kon-
jugierter ebener Kurven besitzen.

Beriihrt © die uneigentliche Ebene Q in w, so fihvt jede
Transformation M, die Ebenen  in Fldchen & iiber, die ® in u
ostulieren. Denn in jeder Ebene durch n erleidet die Schnittkurve
mit @ eine affine Schiebung (Nr. 3), wird also in eine sie in # os-
wlierende Kurve Ubergefiihrt.

10. Die Grundgleichungen der (®)-Flichentheorie.

Zu jeder Mannigfaltigkeit von oo Flichen gehort eine darauf
heziigliche Flichentheorie,! also auch zu der durch die Gleichung

3= ap+by+c+0d, (1)

worin @, b, ¢, b beliebige Konstanten bezeichnen, definierten Mannig-
futigkeit (®). Da diese Mannigfaltigkeit dual ist zur Mannigfaltigkeit
w) zentrisch dhnlicher Flidchen, so lielen sich die in R. M. aufge-
sellten Grundgleichungen der (u,) -Fldchentheorie leicht dual ber-
ragen. Ich will jedoch hier, von Gleichung (1) ausgehend, die
Grundgleichungen der (®)-Fldchentheorie unabhidngig von jenen
Betrachtungen ableiten. Denn dieser kiirzere Weg ist ganz analog
fir die (u)-Fldchentheorie gangbar.?

Vgl. R. M., insbesondre Nr.

Als Koordinaten einer orientierten Ebene sollen die Richtungskosinus 11y, 1o, 1tg
hrer Normalen und der Abstand w der Ebene vom Ursprung gewiihlt werden. Dann ist
W = 1y U~ Uy—-3 Uy = a (g, g, Ug)

Gleichung des Punktes ¢ mit den Koordinaten dy,a,,a; und
W= (U, 1y, 11y) mit uf+ud+uj=1

lie Gleichung einer Fliche. Die partiellen Ableitungen von 1 nach den u; sind die
echtw ml(llgen Koordinaten des Beriihrungspunktes der Tanoentlalebene, ndmlich
Y=uy, §) =, 3=y, Da p—a die \bstinde der Tangentialebenen der Fliche u.
‘om Punkt ¢ angibt, so stellt 1 = t (1. -a) die Gleichung der Fliche dar, die aus n.
dureh die Stlecl\unu t vom Punkt ¢ aus hervorgeht. Setzt man in dieser Glelchunn'
lir a alle Punkte des Raums und lifit t alle reellen Zahlwerte dutrchlaufen, so
”‘h'llt man die Mannigfaltigkeit () der co* zZu zentrisch #dhnlichen Flichen eben-
s in der Form

, 0 = a1ty—0 g gt p (U, 1) 1) {(mit uj—+ui—+uz =1)
“argestellt.
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Bezeichnet man die ersten und zweiten partiellen Ableitungen
von @ (r,1) in Ublicher Weise mit P, (), beziehungsweise R, § 7
so folgt aus (1) durch Differentiation

92 093
" —a+vF P =0+ 0 o,
oy ay -
023 923 9% 3
Y =y R 9 =pS — % =uT ‘
)2 D gy e G
Ist nun

die Gleichung der zu untersuchenden Fliche, und bezeichnet may
die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von ¢ (1,1) analog
mit p, g, 7,s,f, so lauten die Bedingungsgleichungen dafiir, daf die
Fliche ¢ im Punkt v (y,,3) von einer Fliche aus (®) berlihrt werde,

Y =ar+0y+c+v P, 4
p=a+vP, g=>0+00. (@)

Unter den oo! Fldchen aus (®), die ¢ in x berithren, gibt es
eine endliche Anzahl, die ¢ noch in einem Nachbarpunkt, also ¢
in v stationdr beriihren. Wir nennen sie die zum Punkt . von
gehorigen Haupt-®-Flichen. Fir sie miissen noch die durch totale
Differentiation der Gleichungen (5) hervorgehenden Gleichungen be-
stehen. Dabei ist {) als Funktion von y zu betrachten. Setzt man
dy/dy =Y, so lauten die neuen Gleichungen

r+sy—o(R+Sy) =0,
s+ty—v (S+Ty)=0.

(B

Aus ihnen und den Gleichungen (4), (5) lassen sich die finf
Grolen @, 0, ¢, v, 1)’ berechnen. 1’ bestimmt die Richtung der Linien-
elemente, ldngs denen die Haupt-®-Flichen die Fliche ¢ stationi
berlihren. Die aus diesen Linienelementen gebildeten Integralkurven
sollen die (®)-Kriimmmungslinien der Fliche 4 heiflen. Durch Elimr
nation von v aus den Gleichungen (6) erhdlt man

(R4+SV) (st ))—(S+Ty) (r4+sy) =0
oder

(St—T3s)y24-(RI—Tr)y +(Rs—Sr) =0 (i
)=+ ,

als Differentialgleichung der (®)-Kriimmungslinien der Fliche
Aus der Identitdt dieser Gleichung mit Gleichung (7) in Nr. 9 folgt der
Satz 1: Die (®)-Kriimmungslinien einer Fldache sind deren O-pormal
konjugierte Kurven.

Auf den Flichen (®) sind alle Kurven (®)-Kriimmungslinien
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Auf der Hiillfliche einer Schar von oo! Flichen aus () bilden
iie Charakteristiken die eine Schar von (®)-Kriimmungslinien.!
Durch Elimination von 1 aus den Gleichungen (6) erhilt man
Jie Gleichung
=R = T)—(s—0S5)2=0
oder
(RT—SH 0v>—(Rt—2 Ss+Tr)v4(rft—s?) =0 (8;

sur Berechnung von v. Wir setzen v — I, und nennen v den Radius
ler betreffenden Fliche aus (). Die aus (8) folgenden Radien 1,1,
ler beiden zur Stelle v von 4 gehérigen Hauptflichen sollen die
d)-Kriimmungsradien von 4 an dieser Stelle heiflen. Aus (8) folgen
iir sie die Gleichungen

1 1 Ri—2Ss+Tr

e fy > (O a)
R RT—S )
1 rf—s?

——— = R e (9 by

IRV RT—S? )
, . . . . ) 1 1 .
lir, v, nennen wir die #ofalc ((l>)-I\,rumnm/1g und . —+ N ) die

1 D

mittlere (®)-Kritmmung der Fliche & an der Stelle v. Fiir ® selbst
snd diese Kriimmungen — 1.

Die Gleichungen (7), (8), (9) stimmen mit den analogen der
u)-Flachentheorie vollig Uberein. (Vgl. R. M, p. 16 f)

Hat man aus (8) fiir einen bestimmten Punkt von 4 die beiden
Werte fiir v gefunden, so liefern die Gleichungen (2) die Werte fiir
iund b, schliefilich (4) die zugehorigen Werte von ¢. Damit sind
«ann die zu einem Punkt von » gehérigen Haupt-®-Flidchen gefunden.

Wird eine eigentliche Ebene 7 der Fliche ® als Zeutralcbene
mgeordnet, so fithren die Affinitdten, welche ® in die Haupt-®-
Michen einer Fliche 4 tberfithren, 7 in die Zentralebenen der Haupt-
lichen tiber. Die Hullfliiche ¢ dieser Zentralebenen — die (d-
lentrafliiche von & — bildet ein (duales) Seitenstiick zur Zentrafldche
‘et gewdhnlichen Flidchentheorie. Die oo! die Fliche ¢ in einem
‘unkt v beriihrenden Flidchen (derselben Schicht) aus (®) haben
lentralebenen, die ein Biischel bilden. Die Scheitelkanten aller solchen
Jischel erfilllen eine Strahlkongruenz, deren Brennfliche b ist.

Interesse bietet auch die Hiilifliche der Affinitdtsebenen jener
Alinjtdten aus I, die ® in die Hauptflichen von % uberfiihren.

Aus (90) folgt, dafi die Torsen auch die (®)-Krimmung nul
Aben, wofern nicht & selbst eine Torse ist.

_(9b) und (9a) geben ferner die Differentialgleichungen der
Jichen konstanter (®)-Kriimmung oder konstanter mittlerer (-
Vlimmung.
k

I Tiir eine Kongruenz von Ilichen aus (P) gelten analoge Sitze zu doner
% Rihaucour iiber Kugelkongruenzen. Vgl. z. B. G. Darboux, Surfaces, Nr. 474,
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11. (®)-Minimalflichen.

In Ubereinstimmung mit R. M., p. 15, nennen wir eine Fliep,
ocine (®)-Minimalfldche, wenn in jedem Punki x von 4 ggp,
Huupz‘z‘auouzten von den chupttazzge;zz‘ezz der zu x gehorigen Hayypy
Pr-Flichen harmonisch getrennt jverden. Da

rdy?+2sdydy+tdy> =0
die Haupttangentenrichtungen von % und zufolge Nr. 9, Gleichung
Rdpy?+2Sdydy+Tdy*=0

die Haupttangentenrichtungen aller Flachen (), also auch der Haup:.
iliichen bestimmt, so ist nach Nr. 6, Gleichung (d)

Rf——_/SS‘—I-/W_O |

die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf3 die Fliche
eine (®)-Minimalfliche ist. Aus der symmetrischen Gestalt diesy
Gleichung folgt: Ist ¢ eine (®)-Minimalfliche, so ist ® eine (4.
Minimalflache. 4 und & stehen dann in der Be71ehung, daB dic
lotrechte Projektion der Asymptotenlinien der einen Fldche auf di
andre Fldche hier ein konjugiertes Kurvennetz bilden. Man Kkar:
auch sagen: Auf einer (O)-Minimalfldche sind diec Asymptotenlinicn
“®-normal. Ein solches Flichenpaar bildet das duale Gegenstiick zu
L. Bianchis assoziierten Flichen (R. M., p. 3). Auf die Auffindun
solcher Flidchenpaare hat G. Darboux, Surfaces IV, Nr. 857, da
Problem der infinitesimalen Verbiegung einer Flidche zuriickgefiihn

Die Vergleichung von (1) mit Gleichung (9 @) in Nr. 10 gibt den
Sat 1 Ist O keine Torse, so sind die (®)-Ainimalfliichen identis
nit den Flichen der anittleven (®)-Kriimmung null,

Gleichung (1) ist die Differentialgleichung der (®)-Minimalfldchen:
in ihr sind die Koeffizienten R, S,7 durch die Fliche @ bestimmi

Funktionen von 3 und . Die Charakteristiken dieser Differentie!
gleichung sind bekanntlich gegeben durch die Gleichung

Tdy*+2Sdydy+Rdy3?=0,

sind also Kurven, deren Grundrisse sich mit denen der Asymptoten:
linien von ® decken.

Geniigen die Funktionen ¢, (r,vy) und 4, (y, ;) der Gleichung (]
so geniigt ihr auch 1/, (b, +4,). Daraus fol cft der zum Satz 4 I
R. M. duale

Satz 2: Die Mittenfliche zweier (P)-Minimalfldchen ist wieder e
{(©)- Minimalfliche.

Die Transformation 3 = (®, 7, d) fiihrt eine Fliche ¢ nac
Nr. 9, Gleichung (2) in die Fliche
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X —

) — (I)
x— 2

) 1
T — I_D :Ll’!J‘H’(D (bl

=55
e, Wegen 1 =D, 7r+0 R, s*=1D0,s+0S, =17, /+v T hat man

Jann
RFE—2SK4+ T =0, (Rt—2 Ss+TrH+20(RT—Sy. (2

Ist nun ¢ eine (®)-Minimalflédche, verschwindet also in (2) die
Klammer rechter Hand, so wird

RF*—2 Ss*+T1*

PG — 2.

Dies sagt aus:
salz 30 Die Trausformation My fiihrt jede (®)-Minimalfliche in eine
[Liche mit der konstanten mitteren (O)-Kriimmaing v=70:(0-—1) iiber

I'mgekehrt 1dft sich jede Fliche von Kkonstanter mittlerer (®)-
irimmung f durch die Transformation M in eine (®)-Minimalfliche
iiberfithren.

Aus Gleichung (2) folgt ferner, daf eine (®)-Minimalfliche ¢ durch
ane Transformation WM, (04=0) dann und nur dann wieder in eine
bj-Minimalfidche ¢* iibergeht, wenn X 7—S2 = 0, d. h. ¢ eine Torse
il Geméfl Definition sind dic Miniinalflichen beziiglich einer Torsen-
smannig faltigheit (@) Regelflichen, deren Erzeugende in den lotrechten
Sbenen durch die Erzeugendein von P liegen. Nur sic gehen also
ditreh die Transformationen W, 1wieder in (P)- Minimalflichen iiber

Die obigen Ausdriicke flir +%, s, #* geben ferner die Gleichung

PRt = 0 (RE—2 Ss+T1)+02 (r t—s3)+02 (R T—S?). (3)

iminiert man aus ihr und (2) das erste Glied rechter Hand und
dividiert durch R 7—S?, so folgt

IX H—sx2 v R&F-—-2Ss*+Tvr* 2 r f—s2
RT—S2 RT—§? T L RTS8

— 4

Fir eine Fliache ¢ konstanter positiver totaler (®)-Kriimmung
ann y stets so gewahlt werden, dafi die rechte Seite verschwindet,
Tithin

( 1 1 1 1
\ X X

—_ O -~ m— =1 + 1/'_) p— —-

S ) e 177 b

Yird. Daher: Eine Fliche koustanter positiver totaler (®)-Kriim-
ung 1Bt sich durch eine Transformation M, stets in eine Flicle
””é‘l'filhreu, fiir die die Swmme der beiden (®)-Krimmungsradien
“nstant gst.
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12. (®)-Flichentheorie fiir ® als Fliche zweiten Gradeg,

Wihlt man ® als Fliche zweiten Grades, so umbhiilley i
Grundrisse ihrer Erzeugenden eine Kurve zweiter Klasse A Da.
Kurvennetz in [l, das den Grundrifi der Asymptotenlinien der Flig,.
(D) bildet, besteht jetzt aus den Tangenten von H. Die im Sjy,
von Nr. O der Ebene [l aufgeprigte \Iaﬁbex*lmnmm7 wird im yq,.
liegenden Fall die durch H bestimmte Cayvley’sche ES bezeicip,
den lotrechten Zylinder durch H. Da sich einem Zylinder ZWeite
Klasse oct Flidchen zweiten Grades ecinschreiben lassen, die Unter.
einander perspektiv affin sind, so bilden die eingeschriebene,
Flichen zweiten Grades schon die Mannigfaltighkeit (P), die Jdap.,
durch Wahl von H bestimmt ist.

Die (®)-Kriimmungslinien einer Fliche $ sind jene konjugier(y
Kurven auf ihr, deren Grundrisse ein H-normales Netz bilden. |,
eine Fliche zweiten Grades b, die als scheinbaren Umrif} in II ejp,
Kurve zweiter Klasse () hat, werden demnach die (®)-Krlimmung.
linien Kurven vierter Ordnung sein, deren Grundrisse die Kegelschnit.
der durch H und @ bestimmten linearen Schar sind.

(®)-Minimalflichen sind solche, deren Asyvmptotenlinien iy
Grundrifl ein H-normales Netz bilden. (P)-Minimaltorsen sind al
nach Nr. 11 solche Torsen, deren Erzeugenden sich im Grundsi
als Tangenten von H darstellen, deren (ratlinien mithin dem Zy-
linder  aungelidren. Die Tangentialebenen von  insbesondre sind
(®)-Minimalebenen.

Nach Nr. 11, Satz 2, ist die Mittenfliche zweier (P)-Minimal-
torsen eine (®P)-Minimalfliche ». Umgekehrt 1dBt sich jede solch
Flache als Mittenfliche zweier (P)-Minimaltorsen darstellen. Denr
da ihre Asymptotenlinien sich im Grundrif als H-normales Nel
darstellen, so gibt es auf ihr ein Netz konjugierter Kurven, die di
Tangenten von H zu Grundrissen haben. Jede solche Fliche i
aber Mittenfliche zweier (P)-Minimaltorsen.! Unter Bezugnaam
auf Nr. 8 hat man daher den
Satz 1 Fiir ® als Fliche zweiter Orduuag sind die (P)-Minimal
Sfdchen identisch mit den zu den gewdhnlichen  Minimalflache
dualen Flichen.

Eine kollineare Transformation, die das Strahlbiindel
invariant 1dft, fiihrt die Mannigfaltigkeit (®) in cine analoge Mannig
ialtigkeit (®) und die (P)-Minimalflichen in die (P’)-Minimalflicher
{iber. Bei einer rechnerischen Untersuchung geniigt es daher, jer

Félle zu betrachten, die hinsichtlich dieser kollinearen Transformatione
verschieden sind. Wir withlen z. B. @ als die durch die Gleichun

M4y 32—g =0 (

1 Dual zur bekannten Tatsache, daB jede Fliche mit einem Netz konjugier<
gewohnlicher Minimalkurven Sehnenmittenfliiche zweier Minimalkurven ist.
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slinierte Mittelpunktsfliche zweiten Grades. Durch partielles Diffe-
-ptiieren erhilt man, wenn wieder P, QO die ersten und K, S, 7T die
“uten partiellen :\blutungen von 3 nach y und y bezeichnen,

p=_"t o= @)
P3 b3
2 ) 1r>—
R=m ! n‘;——e, 1 S = __ kY , T=1u "]L&.)"qu (3)
P P23 pes

worin fur 3 der aus Gleichung (1) sich ergebende Ausdruck in y
md 1y zu setzen ist. Die Differentialgleichung der zugehorigen
inimalflichen z. B. lautet nach Nr. 11, Gleichung (1)

ny*—qr+2muyys+m @y >—q ¢ =0. (h

Die Charakteristiken dieser Differentialgleichung miissen nach obigem
m Grundrif§ die Tangenten des Kegelschnittes H mit der Gleichung
np?+ny>—q =0 sein. In der Tat lautet die Charakteristikengleichung

w2 —q) 02 —2muryy +m @y —q =0
wer
uen @y —y)>—q (my2+m) = 0,

lie mit den beiden Clairaut’schen Gleichungen

Ay g

Xy —u=£, |
mn

ilentisch ist, deren Integralkurven die Tangenten von H sind.

Wihlt man @ als Ellipsoid, so hat jede der Fldchen (®), die
ws den KEbenen des Raums durch die Transformation M, hervor-
sehen, das v-fache Volumen von @. In den Gleichungen (9a) und
) von Nr. 10 bedeuten also 1/v, und 1/r, die durch das Volumen
o & gemessenen Volumen der betle‘fenden Hauptflichen. Daraus
folgt z. B. der

Satz 2: Bezeichnet () die Mannigfaltigkeit der einem lotrechten
clliptischen Zylinder eingeschriebenen Ellipsoide, daun ist eine
Miche §, fiir welche die beiden sie in einem Punkt stationdr be-
rihrenden Fléchen aus (V) stets entgegengesetzt gleiche Volumen
laben, eine (®)-Minimalfliche.

Aus den Gleichungen (3) folgt

RT—S: =0T (5)

p3 5—[
Diese GrisBe ist also proportional der (-4)-ten Potenz der zu (y,v)
‘hdrigen Applikate von ®. Wegen p23* = (q—m y2—ny2)? lautet die
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12. (®)-Flichentheorie fiir ® als Fliche zweiten Gradeg,

Wihlt man ¢ als Fliche zweiten Grades, so umbhiilley
Grundrisse ihrer Erzeugenden eine Kurve zweiter Klasse H, Da.
Kurvennetz in [1, das den Grundriff der Asymptotenlinien der Fliic,
(®) bildet, besteht jetzt aus den Tangenten von H. Die im Sy,
von Nr. O der Ebene [l aufgeprigte Mafibestimmung wird im Vor.
liegenden Fall die durch H bestimmte Cayley’sche Es bezeichp,
den lotreciten Zylinder durch H. Da sich einem Zylinder zwej,
Klasse oc! Flidchen zweiten Grades einschreiben lassen, die ung.
cinander perspektiv affin sind, so bilden die  eingeschriebep,,
Flichen zweiten Grades schon die Mannigfaltigkeit (P), dic dap,
durch Wahl von H bestinumnt ist.

Die (®)-Kriimmungslinien einer Fliche ¢ sind jene konjugier:
Kurven auf ihr, deren Grundrisse cin H-normales Netz bilden. Fy
eine Fliche zweiten Grades ), die als scheinbaren Umrif3 in Il ejy,
Kurve zweiter Klasse () hat, werden demnach die (9)-Kriimmung.
linien Kurven vierter Ordnung sein, deren Grundrisse die Kegelschniy,
der durch H und @ bestimmten linearen Schar sind.

(®)-Minimalflichen sind solche, deren Asymptotenlinien i
Grundrif ein H-normales Netz bilden. (®)-Minimaltorsen sind als
nach Nr. 11 solche Torsen, deren Erzeugenden sich im Grundsih
als Tangenten von H darstellen, deren Gratlinien mithin dem 7y
linder  angehoren. Die Tangentialebenen von  insbesondre sind
(P)-Minimalebenen.

Nach Nr. 11, Satz 2, ist die Mittenfliche zweier (P)-Minimal
torsen eine (®)-Minimalfliche &. Umgekehrt 148t sich jede solche
Flache als Mittenfliche zweier (®)-Minimaltorsen darstellen. Dem
da ihre Asymptotenlinien sich im Grundriff als H-normales Neu
darstellen, so gibt es auf ihr ein Netz konjugierter Kurven, die d
Tangenten von H zu Grundrissen haben. Jede solche Fldche is
aber Mittenfliche zweier (®)-Minimaltorsen.! Unter Bezugnahme
auf Nr. 8 hat man daher den
Satz 1 Fiir ® als Fliche zweiter Ordnung sind die (P)-Minimal-
Séchen identisch it den =z den  gewdhulichen  Minimalfldche
duwalen Fldchen.

Eine kollineare Transformation, die das Strahlblindel
invariant 1d8t, fiihrt die Mannigfaltigkeit (®) in eine analoge Mannig
taltigkeit (®) und die (P)-Minimalflichen in die (®’)-Minimalfldchen
{iber. Bei einer rechnerischen Untersuchung geniigt es daher, jen
IFdlle zu betrachten, die hinsichtlich dieser kollinearen Transformatione?
verschieden sind. Wir wihlen z. B. ® als die durch die Gleichun-

mFuy’+p2—g =0 t

1 Dual zur bekannten Tatsache, daB jede Fliche mit einem Netz konjugier®
cewdhnlicher Minimalkurven Sehnenmittenfliche zweier Minimalkurven ist.
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L inierte Mittelpunktsflache zweiten Grades. Durch partielles Diffe-
\‘.;niiel‘@ﬂ erhdlt man, wenn wieder P, O die ersten und R, S, 7T die
citen partiellen Ableitungen von 3 nach p und y bezeichnen,

-\\'ci
P = — my 0= — in (2)
p3 P3 ’
ny*— . muyy my? .
R—=—m —];»,, q’ S = ——~Tl‘3~]— T=n *2?—;,~—n—q (3)
p=3° pey p-3°

vorin fir 3 der aus Gleichung (1) sich ergebende Ausdruck in y
ad V) zu setzen ist. Die Differentialgleichung der zugehorigen
slinimalflachen z. B. lautet nach Nr. 11, Gleichung (1)

n(ugi—q)r+2murys+mny>—q ¢ =0. (4

pie Charakteristiken dieser Differentialgleichung miissen nach obigem
m Grundrif§ die Tangenten des Kegelschnittes H mit der Gleichung
ny+ny*—q =0 sein. In der Tat lautet die Charakteristikengleichung

nmri—g) 2 —2muryy' +m my—q) =0
ader
o @y —y)*—q (Y2 +ny) = 0.

die mit den beiden Clairaut’schen Gleichungen

py'—y=£, /Y (ny?+m)
g mn

dentisch ist, deren Integralkurven die Tangenten von H sind.
Wihlt man ¢ als Ellipsoid, so hat jede der Flichen (®), die
as den Ebenen des Raums durch die Transformation 9, hervor-
sehen, das v-fache Volumen von ®. In den Gleichungen (94a) und
We) von Nr. 10 bedeuten also 1/, und 1/r, die durch das Volumen
on ® gemessenen Volumen der betreffenden Hauptflichen. Daraus
iolgt z. B. der
Satz 2: Bezeichuet (®) die Mawuigfaltigkeit der einem lotrechten
dliptischen  Zylinder —eingeschriebenen Ellipsoide, dann ist eine
Miche §, fiir welche die beiden sie in einem Punkt stationdr be-
lihvenden Fléchen aus () stets entgegengesetzt gleiche Volumen
haben, eine (®)-Minimalfliche.

Aus den Gleichungen (3) folgt
mnq
’p3 6-1 '

Dieﬁe Grofie ist also proportional der (-4)-ten Potenz der zu (1, 1)
s¢hérigen Applikate von ®. Wegen p23* = (q—m x2—n y2)? lautet die

RT—S?= (5)
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Differentialgleichung der Fldchen von konstanter (P)- I\mmmun
wenn man muqf:p =¥ setzt,

7 i-—s?—F (g—m r>—1uy? = 0.

Fir ¢ =0 stellt (1) einen Kegel zweiter Ordnung dar, des,
Achsen in den Koordinatenachsen liegen. Der Kegelschnitt A
jetzt zum Geradenpaar my*~+ny? = 0. Die Mannigfaltigkeit () peg.
aus den Kegeln zweiter Ordnung, die die lotrechten Ebenen dure,
dieses Ge1adenpaa1 zu Tangentialebenen haben. Die Kegelspit,,
cehoren der Z-Achse an. Die Gleichung der auf diese I&eoe]manmu
taltigkeit beziiglichen Minimalflichen lautet nach (4)

rys+prs =0

Aus der Bemerkung in Nr. 11 tber die Minimalflichen bezligliy;,
einer Torsenmannigfaltigkeit (®) schlieft man sogleich, dafi g;
Integralflichen dieser Gleichung Regelflichen mit der ZAchse als
Leitlinie sein miissen. In der Tat ergibt sich als allgemeines Inter,
dieser Gleichung!? '
Y
1 (T,})"‘ 4

wo =z, und =, willkiirliche Funktionen bedeuten.

Die Klummunosl]men einer Fldche ¢ beziiglich dieser Kegel
mannigfaltigkeit sind die Schnittkurven mit den Ebenen durch di
Achse Z sowie deren konjugierte Kurven, also die Beriihrungskurver
von ¢ mit den aus den Punkten von Z umschriebenen Kegeln. Die
Grundrisse letzterer Kurven geniigen nach (7) in Nr. 10 der Differen-
tialgleichung

=

-G

w
o=
|

~ ~

-G

s
J

xs+y)y'+rr+ys =0.
Die Gleichung (8) von Nr: 10 lautet hier, wegen R7T—S?*=u
—umu ) t+2rys+r2r) v+p2 3R (rt—s?) =0,

worin p5 = ~(1mj3+1t %) zu setzen ist. Sie liefert also flir v nw
einen Wer

13. (®)-Flichentheorie fiir ® als Paraboloid.

Das Interesse an diesem Sonderfall entspringt hauptséachlich au
dem Umstand, daB die Mannigfaltigkeit () zugleich eine Mannig-
faltigkeit (1) im Sinne von R. M. ist. Rechnerisch sieht man die
auf folgende Art rasch ein. Stellt

3= myi+ny? (!

1 Vgl. etwa: E. Czuber, Vorl. iiber Differential- und Integralrechnung,
(6. Aufl,, 1924), Nr. 424, Beispiel 5 d.
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paraboloid @ dar, so ist
a ’1’+b —+c+0o (lll ?;-2+11 1)2)-—3 — 0

Gleichung der Fliachen (®). Schreibt man sie in der Form

0 (34¢) = m {uix+ao))2+n v+ 0913 (2
W l'in 9 2
W ; a / b ¢ a- + e
a = _ . , ¢ = —
2my 2mv 4dmvyv  4nv

, o stellt sic eine Fliche dar, die aus @ durch die 1/v-fache
wreckung vom Zentrum (—a, b/, —¢/) aus hervorgeht. Man hat
Jiher den
silz 1: Die Maunigfaltigkeit (®) von Paraboloiden entstehil aus
jnemn Paraboloid ® sowohl durch die Affinititen A, als durch
dle zentrischen  Ahnlichkeiten. Die Streckungen der perspektiven
ihulichkeit und der perspektiven Affinitit, die den Ubei'gng voi d
o einer Fldche der Mannigfaltigkeit bewivken, sind reziprok.

Diese Paraboloidmannigfaltigkeit besteht aus den Flidchen
aveiter Ordnung, die ein uneigentliches durch den Punkt z gehen-
les Geradenpaar U = (I, (,) enthalten. Wir wollen sie U-Kugeln
nennen. Die polare Fliche einer U-Kugel beziiglich einer andern.
st wieder eine U-Kugel. Die Mannigfaltigkeit () der U-Kugeln ist
mithin invariant gegentiber den Polarisationen an diesen Fldchen.
die Affinititen ¥, werden durch jede solche Polaritdt in die sdmt-
ichen zentrischen Streckungen (Ahnlichkeiten) transformiert, die
alfinen Schiebungen insbesondre in gewdhnliche Schiebungen und
ie Schiebungen gegen # hin in ebensolche. Auch hieraus folgt, daf
Jde U-Kugeln paarweise zentrisch éhnlich sind, wie es Satz 1 be-
nauptet.

Die Transformation ¢, fur eine U-Kugel ist eindeutig. Fir
Y= 2 ist sie involutorisch und bildet jenen kaum beachteten Sonder-
fallder »Inversion an einer Flidche zweiter Ordnung«, wo das Inversions-
renttum  (hier #) auf der Fliche liegt. Aber auch fiir beliebiges d
wesitzt 9, ganz analoge Eigenschaften wie die Inversion. Es seien
lie folgenden aus dem Vorhergehenden leicht abzuleitenden erwihnt:

Wy, fiihrt jede U-Kugel iis eine U-Kugel diber. Sie trausformicrt
die. Ebenen in oo® U-Kugeln, die sich in w oskulieren. Solche U-
Kugelin gehen durch Schiebungen ineinander iiber, sind also kongruent,
md zwar haben sie die 1 'v-fache Grifie von ®. Awus parallelen
Ebenen entstehen U-Kugeln, die durch lotrechte Schiebungen ineinander
ibergehen, solche Paraboloide hyperoskulicren sich in u (d. h. be-
tihven sich lings U, und U,).
. Nennen wir die U (also entweder U, oder U, oder U, und
l) schneidenden Geraden U-Minimalstrahlen, so gilt auch hier:
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Die Transformationen W, fithven U-Minimalstrahlen wieder iy sol
iiber Ist ndmlich 3 eine, etwa 7 in einem von L7 verschiedy,
Punkt schneidende Gerade und % eine durch M gelegte U-Kyg,
so flihrt M, diese Fliche in eine U-Kugel 2% dber, die M* emh?i\
Da ™ auch der Ebene |n M| angehort, die durch U, geht, so y,
A% wieder eine U/, schneidende Gerade sein. Die Strahlen durgy ;
entsprechen nach der Definition von YR, sich selbst. ‘
Aus dieser Bemerkung folgt der
Satz 2: Die U-Minimalkurven sind die Kurven i den Ebenen dury
Uy oder U, Sie sind kovariant gegeniiber den Transformationen y),
Durch Polarisation an einer U-IKugel entsteht aus e, die dyy,
quadratische  Ebenentransformation MY = (¥, @, b) beziiglich eip,
U-Kugel &' Sic fiihrt jeden Punki m., als Ebencnort in eine |-
Kugel idiber, die aus O durch die Streckung v = 0:(0—1) von m qp
hervorgeht. W, transformiert also die Punkte des Rawms in ey,
Schiebkomplex von U-Kugeln, d. . in oo® durch Schiebung aus
cinander hervorgehende U-RKugeln. Die Transformationen W lasser
also ebenfalls die Mannigfaltigkeit (®) invariant. Da allgemein di
(P)-Kriimmungslinien einer Fliche konvariant sind gegeniiber all
Bertihrungstransformationen, die (P) invariant lassen, so folgt der
Satz Dic Kritmnmngslinien ciner Fldche beziiglich der Manniy-
Jfaltigkeit (®) von Paraboloiden sind konvariant gegeniiber den:
a) Affinititen N, b) zentrischen Ahnlichkeiten, ¢) Polarititen be-
ddiglich der Paraboloide (®), d) quadratischen Punki- und Ebene-
transformationen Wy und IS, ¢) aus den vovhergelhienden zusammnien-
gesetzten Transformationen.
Durch Zusammensetzung der Polaritdt beztiglich, ® mit du
Transformation M, erhélt man z. B. das Seitenstiick zur Fufipunkten
Line solche Ebenentransformation S wird durch jede beliebige Fliche 4
der Weise bestimmt. daff man jeder Ebene  jene Parallelebenen :7‘ zuordne,
flir die, wenn w; die zu  parallelen Tangentialebenen von ®' bezeichnen, das Tei-
verhiltnis (€ g/ .’g}; =1 iét. Wegen (-E?< i §)=0:(d—1)==" ist &Ef &ni = v. Die einen
Punkt 1, als Ebenenort aufgefafit, zufolge M{ cntsprechende Fliche mX geht daho

aus @' durch die Streckung v von sz aus hervor. Jeder Punkt der uneigentliche:
Ebene & entspricht sich selbst. Jedem Flichenelement (e, & werden jene Flichen
elemente (mj, £X) zugeordnet, dic die dem Punkt s entsprechende Fliche mX i
den Ebenen :f gemeinsam haben, Da jede Ebenentransformation im Infinitesimalen
projektiv ist, so ist die Beziehung m — m; der beiden Punktfelder &, S,» im allgemeiner

: . . 0
kollinear. In unserm Fall ist sie wegen des Selbstentsprechens der Punkte von -
zentrisch dhulich. Abnlichkeitszentrum ist der Beriihrungspunkt x; von = mit ¢
Wegen (m vjmj)=> ist (ueim xi)==1:(1—b) das Streckungsverhiltnis dieser AV
lichkeit. Fir die Spicgelungen an @', d. h. fir b= 2, sind daher die Felder g, C:( be-
ziiglich x; zentrisch  svinmetrisch. Der Verbindungsvektor zweier Punkte in -3.
entgegengesetzt gleich dem Verbindungsvektor der entsprechenden Punkte in tf Jéine
solche Ebenentransformation hat W. Blaschke, Arch. Math. Phys., 16 (1910} p. 185,
saquilonge Spicgelung« genannt.
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. peformation: Jeder Ebene wird ihr Schnittpunkt mit dem beziiglich
II" ronjugierten Durchmesser zugeordnet.

Die zur Mannigfaltigkeit (®) der -Kugeln gehorige Kurve
weiter Klasse H in [T (Nr. 12) artet in das Paar der uneigentlichen
qnkte des Geradenpaars my*+ny® = 0 aus. Die auf die U-Kugeln
ziiglichen Minimalfldchen sind die Losungen der Differentialgleichung

nr+mié=0. (3)

nicse Fldchen sind Schiebflichen, die dadurch entstehen, dafi
.ine Kurve in einer Ebene durch U, sich ldngs einer Kurve in einer
pnene durch U, verschiebt.t

Fiir ® als Drehparaboloid gelangt man zu der in R. M. niiher
wesprochenen  $3-Geometrie. Die zugehorigen Transformationen i,
iihren die Geraden des Raums in untereinander kongruente Parabeln
ait lotrechten Achsen {iber, ermoglichen daher manche interessanten
{Ihertragungen von Strahlgebilden.

14. Schiufibemerkungen.

Analoge Uberlegungen zu den vorstehenden gelten in linearen
Riumen von weniger oder mehr als drei Dimensionen.

Schliellich sei noch erwihnt, daf man zur obigen (®)-Flichen-
theorie auch durch eine Abbildung des R, auf einen seiner R, als
Bildraum gelangt, die dual ist zu jener Verallgemeinerung der Zyklo-
graphie, Uber die ich 1922 auf der Naturforscherversammlung in
leipzig berichtet habe.? Sie besteht kurz in folgendem: Wir wéhlen
m R, einen Kegelramm B mit der Spitze v, einen nicht durch v
gehenden eigentlichen Raum $§ (unter »Raum« einen R, verstanden)
ils Bildraum und einen Punkt sv, der weder ¥ noch 8 angehort.
Die Schnittfliche von B mit P heiffle P. Wird nun die Schnittflache
vwn B mit einem beliebigen Raum §; des R, aus w auf B projiziert,
o erhdlt man in P die Bildfliche ®; von §;, die zu P perspektiv
kollinear ist fiir den festen Punkt o/ = [vw ] als Kollineationszentrum
wd die Schnittebene [75; B] als Kollineationsebene. Wihlt man ins-
hesondre 7o so, daB ¢ ins Unendliche fillt, so liefert diese Abbildung
©! Flachen (@), die zu ® perspektiv affin sind, mit einer festen
Richtung (v/) der Affinitdtsstrahlen.
~ Zu einem Strahl P von ¥ gibt es in B ool benachbarte Strahlen;
‘¢ liegen in dem B lings P beriihrenden Raum. Dieser Tangential-
um schneidet aus B eine Kegelfliche aus, die P zur Doppel-
‘zeugenden hat. Die beiden Tangentialebenen an diesen Kegel
13!ngs P sind jene, die B auch noch in einem Nachbarstrahl berGhren.
dhreitet man in B lings solcher Ebenen fort, so erhilt man die
——

1 Schon in R. M., p. 12, Anm. 3, angedeutet.

. 2 Zusammenhang zwischen relativer Flachentheorie und einer Verallgemeinerung
=T Zyklographie, Jahresber. Deutsch. Math.-Ver. 32 (1923), p. 155 bis 160.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. ITa, 134. Bd 21
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den Haupttangentenkurven einer Fliche analogen Hauptkegel j,
Sie schneiden auf jeder rdumlichen Sr'hmttﬂache von B die Hyy,
tangentenkurven aus. Die Projektion dieser Hauptkegel aus mw 4.
liefert die oo' Zylinder, auf denen alle Haupttangentenkurvey
Flichen (®) liegen.

Jede Fliche ¢/ in P ist die Projektion einer in 3 enthaltep,.
Fliche ¢, die nur dann einem Raum angehdrt, wenn ¢/ eine i,
aus (®P) ist. Zwei benachbarte Fldchenelemente von ¢, die in ejp,
Raum liegen, haben als Bilder benachbarte Fldchenelemente vop
die auf einer Fliche aus (®) liegen, d. h. zwei Fldchenelemey,
einer (P)-Kriimmungslinie von 4. Da es auf ¢ zu jedem Punkg'
zwei benachbarte gibt, deren Flichenelemente mit dem von p eipy
Raum angehoren, so O'Ibt es auf ¢/ ein Netz von (®)-Kriimmungslinje,

Diese Bemerkungen sollen nur die dualen Betrachtungen 4
denen des angeflihrten Vortrages andeuten. Die dort ausgesprochen;
Sédtze lassen sich nun unschwer Ubertragen.

.
\R
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