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1. Abschnitt.
Die Erde als Ganzes.

§ 1. Einleitung.

Den Ausgangspunkt vorliegender Untersuchung bilden gewisse
digemeine Uberlegungen iiber das Zusammenwirken der Faktoren,
lie das elektrische Feld der Erde bedingen, wie sie Schweidler?
bereits in voller Klarheit ausgesprochen hat, was mir leider erst
seim Abschluff meiner Arbeit bekannt geworden ist. Die hier aus-
sesprochenen Anschauungen haben auch mancherlei Beriihrungs-
aunkte mit Uberlegungen Swanns, die dieser an verschiedenen
“tellen seiner luftelektrischen Arbeiten, insbesondere Terr. Magn.
M, 105, 1915 angestellt hat. Im librigen sei auf mein auf der
Mturforscherversammiung in Innsbruck (Phys. Zs. 1925) erstattetes
veferat iber das Grundproblem luftelektrischer Forschung und

dort angegebene Literatur verwiesen.

In diesem ersten Teil soll die Untersuchung auf den Fall
teschriinkt bleiben, daf die ortlichen und zeitlichen Verdnderungen
s Feldes nur bedingt sind durch die beiden Faktoren, Zustrom
ind elektrische Leitfihigkeit der Luft. Es werden daher von vorn-
‘erein - ausgeschlossen alle sogenannten Stérungen des normalen
Feldes, hervorgerufen durch Gewitterbildung und Niederschlige,
Maubwolken etc, ebenso alle Elektrizitdtstransporte durch Kon-
‘tktion und schwere geladene Elektrizititstriger, wobei Konvektion
™ engeren Sinn als Elektrizititstransport durch bewegte Luft zu
‘astehen ist.

k
I Jahrb. Rad. und EL /8, 1, 1921.
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Es wird sich zeigen, dafi auch bei Auﬁerachtlassung diese.
Quellen des elektrischen Feldes der Erde sich eine Reihe Vo
GesetzmiBigkeiten ergibt, deren Priifung an der Hand deg \'ur]
liegenden und in der Zukunft zu erwartenden Beobachtyp,.
materiales wird vorgenommen werden kdnnen. a

Der zweite Teil soll sich dann mit den durch diese Rauyp,
ladungen hervorgerufenen St0rungen beschiiftigen.

Ich erhoffe mir von dieser Theorie, so mangelhaft sie auch
noch sein mag, Richtlinien, in welcher Weise die luftelel\’tris(;hﬂ;
Beobachtungen angestellt werden sollen; denn dariiber darf may
sich keiner Tduschung hingeben, dafl das vorliegende Beobachtungs.
material wenig brauchbar, jedenfalls aber sehr unzureichend iy
und zum Teil nur deswegen, weil kein allgemeiner Plan, naey
dem diese Beobachtungen angestellt werden sollen, vorlieg;
gerade bei den luftelektrischen Messungen, die so ungeme
schwierig und miihsam sind, sollte man auf mdoglichste Okonomj
bedacht sein.

Die Methode der Untersuchung, die im folgenden verwendy
wird, ist die, daB ein sehr einfaches Modell der Atmosphdre, das
sich theoretisch genau iiberblicken 148t, erst eingehend studiert wir
und dann untersucht wird, inwieweit sich die gewonnenen Gesetz.
magigkeiten auf das in Wirklichkeit so {iberaus kompliziert
elektrische Feld der Erde anwenden lassen. Indem man nun vor
einfacheren zu komplizierteren Modellen fortschreitet, wird eine
immer bessere Anndherung an die Wirklichkeit erstrebt und tei.
weise wohl auch erreicht. Ich hoffe auf diese Weise einen Ein
blick in den Mechanismus des Getriebes zu vermitteln, das dic
Verdnderungen des elektrischen Feldes der Erde bewirkt und
damit ein tiefergehendes Verstdndnis fiir die Entstehungsbedingunger
des Feldes.

Das elektrische Feld der Erde ist hervorgerufen durch dic
Ladung der Erde und die Raumladung der Luft; da die Luft immer
eine gewisse elektrische Leitfdhigkeit besitzt, miiften diese Ladungen
sich in verhdltnisméBig kurzer Zeit ausgleichen, wenn sich nich
fortdauernd Vorgdnge abspielen wiirden, die diesen Ausgleich ver-
hindern.

Die Frage nach der Ursache der Aufrechterhaltung der Erd-
ladung wird ja bekanntlich seit langem ebenso eifrig wie ergebnislos
diskutiert. Den gegenwdrtigen Stand der Frage habe ich in einen
Bericht! auf der Naturforscherversammlung in Innsbruck ausfiihrlich
dargelegt und mufBl hier beziiglich der Begriindung der einzelnen
Behauptungen auf ihn verweisen.

Sicher ist, daBl zur Aufrechterhaltung der Erdladung dauer
ein Strom negativer Elektrizitdit zur Erde (oder in umgekehtte’
Richtung ein Strom positiver Elektrizitdt) von etwa 1000 A. fliefen
muB. Uber die Natur dieses Stromes wissen wir eigentlich nW

1 Phys. Z. S.



Theorie 'des ¢lektrischen Feldes der Erde- 1. 283

eaatl\ es. Es kann als vollig sicherstehend angenommen werden,
B dieser Strom, fiir den ich den Namen »Zustrom« \o1geschlagen
sabe, weder ein Leitungsstrom in Luft noch ein Konvektionsstrom
m Sinne der Ebert'schen Hyvpothese noch ein Strom von durch
schwere und sonstige Krifte bewegten, elektrisierten Massenteilchen
«in kann. Von den uns bekannten Arten elektrischer Strome
peibt nur  mehr ein  Elektronenstrom als einzige Erklirungs-
m()'-‘fllchkelt librig. Doch auch gegen sie bestehen so schwerwiegende
Bedenken, daB sich mir immer mehr die Uberzeugung dufdlangt
Jaf wir in der oben als Zustrom bezeichneten ]:,lektnzltatsquelle
einen seiner Natur nach uns noch vollig unbekannten Naturvorgang
;u suchen haben.

In der vorliegenden Theorie wird Uiber die Natur des Zu-
Jromes im allgemeinen keine weitere Voraussetzung gemacht,
as dafl er kein Leitungsstrom und kein IKonvektionsstrom ist, was
wohl sicher steht, und dafi er dem unteren Teil der Atmosphdre,
n Jdem ein eclektrisches Feld vorhanden ist, in merklichem Betrag
weder Elektrizitdt zufiihrt noch entzieht, sondem direkt der hlde
wine Ladung abgibt. Nur im Interesse der Anschaulichkeit halten
wir daran fest, dal er in einem Transport negativer Ladungen zur
trde besteht; die Giiltigkeit unserer Uberlegungen bleibt be-
sehen, auch wenn ein Abtransport positiver Ladungen von der
lirde weg stattfinden sollte, was allerdings sehr unwahrscheinlich
st Sollte aber die Erde nicht nur Elektronen empfangen, sondern
ach aussenden, so ist unter Zustrom immer die Differenz zu-
cefiiirte weniger abgegebene Elektronen, zu verstehen.

Was wir {iber die Leitfdhigkeit der Erde und der Atmo-
sphire  wissen, ist foigendes: Das elektrische Leitvermogen der
Materialien, aus denen sich dic Erdrinde aufbaut, schwankt, im
dlektrostatischen Mafi gemessen, zwischen 10! sec=! und etwa
102 sec=! wobei die erste Zahl fiir Seewasser, das zwei Drittel
ler Erdoberfliche bedeckt, gilt. Die Leitfdhigkeit der Luft ist von
ler GréBenordnung 10—* sec™?, also 10! bis 10°mal kleiner als die
‘er Erdmaterialien. Infolgedessen darf bei Untersuchungen des
dektrischen Feldes der Erde, wo es sich nur um verhiltnismafig
angsame Felddnderungen handelt, die Erde als unendlich guter
Leiter betrachtet werden.

Die Leitfihigkeit der Luft nimmt mit der Hoéhe rasch zu und er-
wichtin etwa 10 k172 Hohe mindestens das Zehnfache des Bodenwertes;
dne  Anzahl von Griinden spricht dafiir, daB der Anstieg der
Leitfihigkeit in noch groferen Hohen in verstidrktem MaBe zu-
Mmmt und in einer Hohn von etwa 70 km (rund 0-01 Erdradius)
“hon einen sehr hohen Wert erreicht, verglichen mit dem Wert
" der Ndhe des Bodens.

Die Leitung in diesen Hohen dlirfte aller Wahrscheinlichkeit
ach hauptsidchlich durch freie Elektronen bestritten werden und
ith daher dem Charakter der metallischen Leitung nédhern. Wir
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miissen deshalb schlieffen, dafl das elektrische Feld der Atmospl;,
das in 10 km Hohe schon nur mehr wenige Volt /m betrigt ;
70 km voOllig zu vernachldssigen ist; berlicksichtigt man, daf naci
in 700 km Hohe aus Nordlichtbeobachtungen das Vorhandeng,,
der Erdatmosphédre sichergestellt ist, so sieht man, dafl das e,
trische Feld der Erde sich nur auf den untersten Teil der Atme..
sphédre beschrénit.

Nach diesen Darlegungen ist es als nahezu sicher ang,
nehmen, dafl die gutleitende duBere Atmosphidre das Erdfeld .
dufleren elektrostatischen Einwirkungen schiitzt und die §fte.

S

o
» H
S S
g 10

Figur 1.

gemachte Annahme, daff die Verdnderungen des Erdfeldes in
direkter \Weise durch ein elektrisches Feld mitbedingt werder.
das von der Sonne oder anderen Himmelskdrpern stammt, i
vollig haltlos. Wir kiénnen vielmehr den Teil der Atmosphire, der
ein merkliches elektrisches Feld aufweist, als den Zwischenraum
eines Kugelkondensators betrachten, bei dem der Abstand de
beiden Belegungen etwa den hundertsten Teil des Kugelradiu
betrigt, ein Umstand, den man im folgenden sich stets vor Augen
halten moge.

Unseren Betrachtungen legen wir nun folgendes Mode
zugrunde: Wir betrachten eine sehr gut leitende Kugel von def
GroBle der Erde, umgeben von einer Atmosphédre mit zeitlich un
rdumlich verdnderlichem Leitfdhigkeitszustand, iiber den wir fall
weise verschiedene Annahmen machen werden.

In obenstehender Figur ist ein Teil der Kugel und d¢
Atmosphire nahe in der Verkleinerung 2X 107 1 #hnlich abgebilde
Die Kriimmung der Kugelfliche ist mit freiem Auge kaum merk
lich. Knapp tiber der Erde in 70 km Hohe denken wir uns e
konzentrische IKugel H etwa aus einem Drahtnetz bestehen
angebracht; diese Annahme entspricht zwar nicht ganz
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virklichkeit, ~wo wir einen mehr oder weniggr raschen Ubergang
1 grofer Leitfahigkeit anzunehmen haben,. ist aber ndtig, um
oxakt definierte Verhéltnisse zu haben. Die genaue Lage dieser
ciche ist im iibrigen flir unsere Theorie gleichgliltig; wesentlich
o nur, daf in irgendeiner Hohe die Leitfdhigkeit der Atmosphére

grof ist, dafl sich horizontale Potentialdifferenzen praktisch
qomentan ausgleichen. Aufler der Kugelfliche H sind in der Figur
jic Kugelflichen s, die Grenze zwischen Tropo- und Stratosphare
o etwa 10 ke Hohe und S eingezeichnet. S ist in 700 km Ent-
nung von der Erdoberfliche angenommen und soll die Grenze
ir Atmosphére andeuten; ihre wahre lLage, wenn man iberhaupt
w«n einer Grenze sprechen darf, ist fir das folgende belanglos.

In unserem Modell bildet also der FErdkérper die innere
Belegung  des IKugelkondensators, wihrend die duflere durch die
|uftschicht zwischen H und S gebildet wird. Wir wollen diese
schichte als »obere Stratosphédre« oder als die »leitende Hiille«
yezeichnen; sie dirfte in Wirklichkeit aus verdiinntem und sehr
weitgehend ionisiertem VWasserstoff gebildet sein. Die negativen
lonen« sind wohl freie Elektronen, wiahrend die positiven Ionen,
Atom- oder Molionen, infolge ihrer Masse verschwindend wenig
an der Elektrizitdtsleitung teilnehmen.

Das Dielektrikum ist der Raum zwischen H und O, das wir
m folgenden immer meinen, wenn wir von Atmosphére sprechen.
Wichtig ist, im Auge zu behalten, dafl ein merkliches elektrisches
Feld sowie Raumladungen der Luft im wesentlichen nur in dem
untersten Teil der Atmosphére, Jas ist der Raum zwischen sund O,
besteht. Es ist dies gleichzeitic der Bereich, aus dem wir direkte
Bsobachtungsdaten luftelektrischer Grofien besitzen; der elektrische
Zustand der dariiberliegenden Schichten ist nur indirekt er-
schlossen.

Die innere Belegung des Kondensators besitze eine elektrische
ladung, das Dielektrikum eine Raumladung und der &ufieren
Belegung sei ebenfalls eine beliebige Ladung erteilt. Das Dielek-
rkum habe ferner eine Leitfihigkeit von der Grofienordnung
der wirklichen Leitfiihigkeit der Luft. Die Aufrechterhaltung der
Ladungen wird durch den Zustrom bewirkt, den wir uns im Modell
am einfachsten durch einen Draht fliefend denken konnen, der die
Atmosphire isoliert durchsetzt. Durch Verbindung mit einer dufleren
@lektrizité’ttsquelle moge er so geregelt werden, dafl er zu jeder
Zeit einen vorgegebenen \Wert besitzt.

§ 2. Bezeichnungen, Einheiten und Zahlenwerte.

Da eine streng systematische Bezeichnungsweise trotz ihrer
was umstidndlicheren Schreibweise fiir das Lesen der Formeln
Wesentliche Vorziige besitzt, wird im folgenden eine solche an-
fewendet und soll zur leichteren Orientierung hier die Bedeutung
ler einzelnen Zeichen tibersichtlich zusammengestellt werden.
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Z, 4, ep, eq, E nur von {,
50, SH, 65 nUr von A, ¢ und von ¢,
nur von » und ¢ ab.

GroBen, die sich auf den Anfangswert der Zeit # = O p,.
ziehen, erhalten rechts oben den Index o.

IV. Mittelwerte der elektrischen Grofen.

Es kommen folgende exakt definierte Mittelwerte zur Ve,.
wendung:
1. Das Oberflichenmittel, bezeichnet durch — {ber der bg
treffenden Grofle.
2. Das Hohenmittel ~
betreffenden Grofle.
3. Das laufende Zeitmittel —
betreffenden Grofle.
4. Das Zeitintervallmittel —
betreffenden Grofle, eventuell, wenn noétig, mit dem Beisaty
I, d, m, a (Stunden-, Tages-, Monats-, Jahresmittel).
Bezeichnet G irgendeine Grofle, so gelten folgende Defini-
tionen:

+
—~ ) 1 "
G = Gdf = -+ [JA Gricoswdrs, 1
f f f T s (

‘0 —

wobei die Integration Uber die ganze Kugelfliche zu erstrecken
ist; ist G ein Vektor, so ist zur Mittelbildung die Vertikal-
komponente zu nehmen.

' H
S (Car="1 (6a @
=57 = 5 ah 2
70 0
t
_. 1. §
G = + Gdt, (3)
0
wobei £ die laufende Zeit bedeutet
1 " é
1___ L 4'
G = 7 Gdt, (
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wobei 7 ein Dbestimmtes Zeitintervall, z. B. Stunde, Tag, Monat,
jahr bedeutet.

In leicht verstiandlicher Weise bezeichnet z. B.
t

T 1 o~
G:TIG(H etc.

o]

Die Beziehungen, die zwischen vielfachen Mitteln bestehen, sind
im § 8 angegeben.

V. Einheiten und Zahlenwerte.

Die elektrischen Einheiten in den IFormeln sind durchaus im
elektrostatischen MaBlsystem gemessen zu denken; bei numerischen
Rechnungen 1ird daneben auch das praktische Mafisystem ver-
wendet.

Bezeichnet! wird die Einheit der Elektrizitdtsmenge mit Ces,
des Potentials mit Ves, der Stromstdrke mit Aes, des Wider-
standes mit Oes, wenn sie im elektrostatischen MaBsystem, mit
G, 7V, 4, Q wenn sie im praktischen MaBsystem gemessen
werden.

Spezifisches Leitvermoégen wird in sec™! oder Q—1 cm—1,

spezifischer Widerstand in sec oder in @ cm angegeben.

bezeichnet das Elementarquantum.

Bei numerischen Rechnungen iverden folgende Zahlenwerte
ugrunde gelegt:

70 =637 X108 cm = 6-37X10% ks,
fo=>5"10X 10" cm? = 5- 10X 108 kw2,

H =70 km,

17y — 179 = 7100 ki,

I

1e=4"77 X107 Ces = 1-39X 10712 C,

1 Ces

I

2-10% 1092 —3-33X 1010 C,

1 Aes = 2-10X 109 ———— = 3-33X 10—10 4,
Sec

1 Ves = 3:00%X 102 T/,
1 Oes = 9-003X 1011 Q,

——
1 Siehe Benndorf, Phys. Z. S. 60, 1924,
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1. Flichen, Raume und Koordinaten.

Es bezeichnet:

O die Oberflache .der Erde.
s die Trennungsfliche von Tropo- und Stratosphére.

H die »Heavisideschichte«, innere Begrenzungsfliche der leitengg,
Hiille. '

S die duflere Grenze der Atmosphiire.
F eine beliebige Kugelfldche.

Alle Grofien, die sich auf diese Fldchen beziehen, trage,
rechts unten den Index o, s, H, S, die sich auf F beziehen, keing
Index.

Eine Ausnahme von dieser Regel wird nur bei der Be
zeichnung der Raumladung der Atmosphédre gemacht (siehe unten

Der Raum zwischen den Kugelflichen O und H heifle da.
»Innenfeld« oder »Atmosphére« schlechthin.

Der Raum zwischen H und S die »leitende Hiille« oder
»Stratosphére« schlechthin. Der Raum aufierhalb S das » Auflenfeld
oder der »AuBenraumsc.

Grofen im Auflenraum erhalten den Index a.

Die Lage eines Punktes im Raum wird festgelegt durch
seinen Abstand » vom Erdmittelpunkt, durch die geographische
Linge A und die geographische Breite ¢, die Oberfliche einer
Kugel vom Radius » wird mit f bezeichnet.

Es bedeutet somit:
70, fo Radius und Oberfliche von O.

7’3) f; S.
VA, fH H.
s, _fg S.
r, [ einer beliebigen Kugelfldche F

zwischen O und H.
Fiir den Innenraum speziell zur Abkirzung
h = v —rg
h, = rs — ro,; Hohen Uber dem Erdboden.
H = YH— 10

II. Elektrische Groélen.

Es bezeichnet:
A, Ag, Ay das elektrische Leitvermoégen im Abstand #, 7o, 74
P, Py, Py (griechisches R) den spezifischen Widerstand der Luft
L den Leitwert der Atmosphdre zwischen O und H.
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" widerstand der Atmosphire zwischen Ound F.

W Gesamtwiderstand der Atmosphédre zwischen O und H.

7 Gesamtstromstérke des »Zustromes« zur Erde, und zwar soll
das Vorzeichen so gewdhlt werden, dal Z) O Zustrémen
negativer Elektrizitdt zur Erde bedeutet was dquivalent mit einem
Abstromen positiver Elektrizitidt ist.

| Gesamstromstirke des Abstromes von der leitenden Hille in
den Weltraum. .4 ) O bedeutet ein Abstromen negativer Elektrizitit
oder ein Zustromen positiver Elektrizitét.

:7Z~ Stromdichte des Zustromes.
0

I Jo, Ja Gesamtstromstirke des in der Atmosphire flieBendern
Leitungsstromes durch eine beliebige Kugelfliche F,
nach O, aus H;

Iy 0 bedeutet, dafi der Leitungsstrom, im gewohnlichen Sinn ge-
rechnet, von O nach H fliefit.

J
7
. Jo . .
_/:;:7— Stromdichte des Leitungsstromes durch F, O, H.
)
Ju= /4
- Ju
Vo, Vg = Vs, V, Potential auf F, O, H, S und im AuBen-
raum.
G, €g, Cx, Cs G, Feldstirke auf F, O, H, S und im Aufien-
raum.

€) O bedeutet, dal die Feldrichtung von O nach H gerichtet ist.
i, 6g, 65 Flichendichte der Ladung auf O, H, S.

Dichte der Raumladung der Atmosphéare im Punkte 7.

¢ Eigenladung der Erde.

Gesamtraumladung der Atmosphdre zwischen O und F.
7 Gesamtraumladung der Atmosphédre zwischen O und H.

E Eigenladung der leitenden Hiille.

I, Abhingigkeit der Groflen von Koordinaten und der Zeit.

Die elektrischen Grofien sind im allgemeinen als Funktion
J?I' Zeit ¢ und der Koordinaten 7, A, » zu betrachten. Im speziellen
hﬂﬂgen ihrer Definition nach
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Als beildufige Mittelwerte der luftelektrischen Groflen sing
angenommen:

Ap= 2X 10—tsec—t == 2-22X 10716 Q—1cypp—1)
Po = 33X 103 sec — 430X 10% Q ¢,
A%
o= 120 — — 400X 10-3 >
m cm
Ces .- .2 . C
50 = 318X 10—* — =681 X10% —5- = 106X 10—t =
cm’® cm® o
eo — 1:62X1015Ces —= 3-32X10%z = 540X 105 C,
. Aes . |
jo = 800X 107 —1-68X103— = 2:66X10-16 " —
cm’® sec cm?
= 266X 10~ i
knr?

=

Jo = 4-08X 1012 Aes = 8-56X10% oo & 1-36X108% 4.

§ 3. Die Erde als elektrisches System im Weltraum.

1. Elektrostatik eines Kugelkondensators mit einem
Dielektrikum K =1, A = O.

Es sei ein Kugelkondensator mit den Radien 7, 7, g zundchst
ganz ungeladen. Wir erteilen O eine Ladung ep, dann wird auf
H —eo und auf S + eg influenziert. Nun werde das Dielektrikum mil
Raumladung im Gesamtbetrag ey erfiillt; dann sitzt auf O die
Ladung eq, auf H, — (ep+epg) und auf S, eg+eg. SchlieBlich werde S
noch mit der Ladung E versehen, wodurch die Gesamtladung von §
auf den Betrag ep-+eyg—+E gebracht wird. Da wir die Raumladung
auf konzentrischen Kugelfldchen als gleich annehmen wollen, et
gibt sich das Feld im Aufienraum in der Entfernung » vom Kugel
mittelpunkt zu:

eo+ey+ E .
@a — _O_:—, (n
2
und das Potential
e e+ E ‘
vV, = _corem+ L @

I'd
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jqraus die Feldstirke auf S

eo+ ey + E ]
2 (3

Es=

und das Potential der leitenden Hiille

eo +eg+ E

T/S = VH _ s ( _1_)

Im Innenraum des Kondensators wird die Feldstirke

eo + €

C=-—3 o
und auf O und H
- €0

$o—

Co=—5% (®)
eo + ey

Cp= -0 ;
7'}_1_ ({)

Das Potential in einem Punkte des Innenraumes setzt sich
aus zwei Teilen zusammen, dem Potential der innerhalb befind-

lichen Ladungen 0% ¢ nd dem Potential der auferhalb be-
befindlichen
75
p1’2d1’ eo + ey eo+eg+ E
47 f ; — - + . ’
3 H s
Y
WVoraus sich ergibt:
1’H
V—VH:%—H""LWIPVdV_M (8)
s g
Y
ind fiir die Potentialdifferenz zwischen O und H
1’H
Vo —Vi = eo [— ! °H 4 4xfprdr 9
o—Vu=eo|— - po— pos p . 9

70
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Setzen wir

rg .
e
H
4m | prdr = ’
YH
LN
0

so ergibt sich folgende anschauliche Deutung filir ey: Wir denken
uns einen Hohlzylinder von der Hohe 27y und den Radien ;,
und 7z so mit einer Raumladung p erfiillt, daBl p- auf konzentrische,
Zylinderflichen konstant ist und auf einer Zylinderfliche mit dey,
Radius » denselben Wert hat, wie in unserem Kugelkondensaty
im Abstand » vom Mittelpunkt, daf also p im Zylinder diesefy,
Funktion von # ist, wie im Kondensator. Die Gesamtladung diese,
Hohlzylinders berechnet sich nun zu '

1’H
21/Hf27rp1/d1’: 6;1.
I'O
Da die &duBere Mantelfliche dieses Hohlzylinders 4}z,
also gleich der Kugelfliche H, die innere Mantelfliche aber grifer
als die Kugelfliche O ist, so sieht man unmittelbar, dafl ey ster

grofler als ey sein mufB. Wir setzen daher ey = (14 8) em, wo
eine positive Zahl ist, und erhalten:

Vo—Vu=c¢eo (—1— — -1——) + 5 (10,
70 YH (@24 '
Die Grofie von & hdngt von der Art der Verteilung Jer
Raumladung ab und kann hochstens den Betrag von
5 — Yg—71o __ H
- o 7o
erreichen.

Man sieht aus den vorangehenden Betrachtungen, dafi das
Auflenfeld von E und ep + ¢y abhidngig ist, wihrend das Innen-
feld nur von eg 4+ e bestimmt ist; insbesondere ist die Potential-
differenz zwischen den beiden Kondensatorbelegungen im wesent-
lichen nur abhidngig von ep und ey, wihrend die Art der Verteilung
der Raumladung, die sich in dem Wert fir 3 ausdriickt, nur von
sekunddrem Einfluf ist. Ist der Abstand der Kondensatorplatte
gegen ihren Kriimmungsradius zu vernachlissigen, so ist die An
der Raumladungsverteilung iiberhaupt ohne Einflu auf Vo — Ve

II. Elektrische Vorginge in einem Kugelkondensator, desst?
Dielektrikum eine gewisse Leitfdhigkeit besitzt.

Wir denken uns einen Kugelkondensator beliebig gelader
und mit einer vorgeschriebenen Raumladung versehen; zu ein®



Theorie 'des elektrischen Feldes der ‘Erde . 293

pestimmten Zeit werde das Dielektrikum etwa durch einen Ioni-
ator leitend gemacht, und zwar so, daff A nur Funktion von #,
Jso auf konzentrischen Kugelflichen konstant ist. Dann wird ein
girom zwischen O und H fliefen, der einen Ausgleich der Ladungen
pewirkt und zu einem stationdren Endzustand fiihrt. In welcher
weise dieser Endzustand erreicht wird, soll nun berechnet werden.
petrachten wir eine beliebige Kugelfliche, so wird durch sie der
srom J = — f A €E nach innen flielen und eine Verdnderung der
adung gemifl der Gleichung

N7 Y = ——fA & (11

pedingen, nach (3) ist aber

§(£O_+ €) — 2 8¢
Y - ot
und daher wird
9 .
ég— = —4x A G, (12)
woraus sich ergibt
= G0 e—trAt (13)

| h. das Feld verschwindet nach einem Exponentialgesetz, und zwar
an Orten mit groflerer Leitfihigkeit rascher.

Nach demselben Gesetz nimmt ¢e¢p + e¢ ab, und &hnlich,
wenngleich etwas komplizierter, Vo — Vg Der Endzustand ist
charakterisiert dadurch, daf €, Vo — Vg, ¢o, ¢, p Null werden und

. E .
ler ganze Kondensator das Potential Vg — o erreicht.
'S

III. Den Kondensatorbelegungen wird Elektrizitat zugefiihrt.

1. Wir betrachten zunidchst wieder den Fall, daf das Dielek-
ikum keine Leitfihigkeit besitzt. Wird nur der Innenbelegung
Blektrizitit zugefiihrt, etwa in gleichen Zeiten gleiche Mengen,
dann wichst ep linear mit der Zeit und, da sich die Raumladung
nicht dndert, auch € und Vo —Vy etwa bis zu jener Grenze, wo
dne disruptive Entladung zwischen den Kondensatorplatten einsetzt;
deichzeitig wichst das Auflenfeld entsprechend der Verdnderung
‘on ep linear mit der Zeit an.

2. Wird dagegen nur der &ufieren Belegung Elektrizitdt zu-
tefihrt, dann bleibt das innere Feld ungedndert und nur das duflere
Vichst Jlinear mit der Zeit, damit auch Vg und Vp, wihrend
lfo--VH konstant bleibt. Wird gleichzeitig beiden Belegungen
Flektrizitat zugefiihrt, dann édndert sich das Innenfeld entsprechend
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der Verdnderung von ep und das Auflenfeld infolge der Anderunzr
von ep und E. K

3. Nun wollen wir dieselben Fille betrachten unter der 4.
nahme, dafi das Dielektrikum eine Leitfdhigkeit A besitzt, und 2w
Zeit t = O ein beliebiger Anfangszustand herrscht. Es fliefe ¢,
konstanter Strom nur zur Innenbelegung, er sei mit — Z pe.
zeichnet; dann wird eine Zunahme von ep + e eintreten durch de,
Zustrom und durch den Leitungsstrom J = — fA € durch g
Kugelfliche mit dem Radius »

Wir erhalten daher

(@

8o +6) . a0
37 = —Z—fAC = (14

Diese Gleichung, in bekannter Weise integriert, liefert
/
O zZ B 7
S =& A RPEs LN .
¢ k(’ TR AR ) In A2 (15

d. h. € nidhert sich einem Grenzwert, der gegeben ist durch

- Z

oo — " \

¢ 47 A2 (16;
Diesem Feld entspricht eine ganz bestimmte Raumladungsverteilung,
die sich aus der Gleichung

9 (2 &
div € = 10- RIGC =4zp
72 o7
VA
zu dwp = — it 57 ergibt, (17

und eine Potentialdifferenz
YH
Z
Vo — Vg = — [P dr. (18

4z
Yo

‘Wihrend so das Innenfeld einem konstanten Endzustand entgegen
strebt, wichst das Aufienfeld dauernd an. Die Gesamtladung E der
leitenden Hiille wird durch den Leitungsstrom verdndert, ent
.sprechend der Gleichung

0E

75}— - ——JH :le\H@H- (l?”
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pifferenziert man nun Gleichung (1), so wird

98, 0 (co + "H) oL )
L2 —_— 3 s 20
D T ot Y (20)

setzt man hier die Werte aus Gleichung (14) und (19) e¢in, so
ereibt sich
a @ﬂ

2 5y T Z— i AuCu+fa Ay = — Z (21)

und daraus

- " Z
¢, = Q/E: - 7,.3 t, (‘)'))

d. h. das AufBlenfeld wichst linear mit der Zeit an, und zwar
gleich vom Anbeginn an, auch schon, wwenn der stationdre Zustand
des Innenfeldes noch nicht erreicht ist.

+. Nun Dbehandeln wir den Fall, daf nur von auBien her der
iufleren Belegung gleichméafig Elektrizitit zugeflihrt wird. Hier
gelten fiir das Innenfeld die Gleichungen (11), (12), (13), gemés
Jenen das Innenfeld exponential verschwinden mufl, genau wie in
dem Fall, dafl der duBeren Belegung keine ladung zugefiihrt wird.
Fir das AuBenfeld ergibt sich, wenn A die pro Zeiteinheit konstant
zugeflihrte Elektrizitdtsmenge bezeichnet

O E -
— =4 + fuAu €y (23)

setzt man flir €y den Wert aus Gleichung (13) und integriert, so
erhilt man
= E° + QY (1—e =g+ A1, €2))

mit Riicksicht auf (1), (7), (13) wird die Feldstirke im Auflenraum

" E° i G A A
€. = 2 + 72 + 72 t=GCa+ 7».34]( (25)

Es ergibt sich somit, daffi ein Zustrom auf die Aufenbelegung,
duich wenn das Dielektrikum Leitfihigkeit besitzt, zu keiner Zeit
tinen EinfluB auf die zeitliche Anderung des Innenfeldes hat; das
Auflenfeld wichst unter dem EinfluB des Zustromes gleich vom
Anbeginn linear mit der Zeit an.

5. Ein gleichzeitiger Zustrom auf die Innen- und Aufien-
belegung ergibt fiir das Innenfeld, da fiir dieses der Zustrom auf
lie AuBenbelegung ohne Einfluf ist, die zeitliche Anderung, die
durch Gleichung (13) festgelegt ist. Das Innenfeld strebt asym-
Plotisch einem Grenzwert zu, der durch Gleichung (16) bestimmt ist.

Sitzungsberichte d. mathem,-naturw. K1., Abt. Il a, 134, Bd.
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Das Auflenfeld &dndert sich sowohl infolge des Zustromes ayy |,
als auch auf S. Es ergibt sich in analoger Weise wie friiher
- A—2Z
€ =€)+t

2 124,

IV. Anwendung auf die Erde.

Fir die Erde ergibt sich, soweit die gemachten Voray..
setzungen zutreffen, wenn wir das eben Gefundene anwende
folgendes: Das Innenfetd der Erde verdankt sein Entstehen dep,
Zustrom Z zur Erde, es ist aber unabhédngig von einer Elektrizitss.
zufuhr A, die die leitende Hiille etwa vom Weltraum erfih
seine zeitliche Anderung hidngt nur ab von der zeitliche,
Anderung des Zustromes Z und der der Leitfdhigkeit. Das Aufer.
feld der Erde dagegen hingt sowohl von Z als von A ab. Dy
AuBlenfeld kann nur dann stationdr werden, wenn .4 = Z wird, d. |,
wenn entweder der leitenden Hillle von auflen soviel positye
Elektrizitat zugefiihrt wird, wie der Erde negative, oder aber
wenn sie selbst negative Elektrizitdt in gleichem Betrage in den
Weltraum abgibt. Ob in Wirklichkeit der Zustrom .4 in einer Zufuh
positiver Elektrizitit oder einer Abfuhr negativer oder aus beider
besteht, wissen wir nicht. Wir kénnen daher auch nicht sagen, ob
die Auflenseite der leitenden Hiille positiv oder negativ geladen ist.

Wie dem auch sein mag, jedenfalls kann das Auflenfeld der
Erde nur so stark werden, daff die durch dieses auf die Ionen
der leitenden Hiille ausgeilibte Kraft nicht hinreicht, sie in den Wel:-
raum hinauszutreiben, Hier haben Betrachtungen Anwendung zu
finden, wie sie Schiweidler in seiner Theorie der Selbstaul
ladung ionisierter Gaskugeln angestellt hat.!

Flir das Weitere ist nur die Feststellung von Wichtigkeit, daf§ wi
bei der Behandlung des Innenfeldes vom Zustrom .4 vollig abseher
konnen.

[1. Abschnitt.
Das Innenfeld mit kugelsymmetrischer Anordnung.

§ 4. Leitfihigkeit nur abhingig von 2, der Zustrom zeitlich
konstant. Stationdrer Zustand.

In diesem Abschnitte soll das Innenfeld einer eingehenden Unter

suchung unterzogen werden fiir den kugelsymmetrischen Fil-

d.h. unter der Annahme, dafi alle Grofien nur Funktionen VOf
# und ¢ sind.

1 E. Schweidler, Terr. Magn. 27, 105 bis 118, 1922,
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Wir betrachten also im folgenden nur den Innenraum des
wondensators zwischen den Flichen O und H, und zwar zunichst

Jen stationdren Zustand bei zeitlicher Konstanz von Z.

Einige diesbeziigliche Formeln sind bereits § 3 III angegeben,
Jer Vollstidndigkeit halber seien sie hier noch einmal mitangefiihrt.

Der stationédre Zustand bedingt, daf}
—Z=J=4an \C=Jop=4z7H Ao Cp;

daraus ergibt sich

Z
Cop=— R = .—zP
0 +mrH \o o
und
Z %0
§=——-++= — —— P.
4wz A 72

Die Potentialdifferenz ¥V — 17y berechnet sich aus

-V—V(): — [‘@ dr
70

7 17

9 P Z P
V—Vo== be —dr = f—-f — d » und
7? 4z 72

)'O 7’0
"H
VA P
VH — V() = —IT—:— 7_)‘ L‘Z 1”
')'O

woraus sich der Widerstand aus

W= ;VILJT Vv _ V=V

ergibt als

(27)

(30)

(31)

(32)

(33)
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Die Anwendung des Gaufi’'schen Satzes auf eine Kugelfliche ergiby

dmep=4xm1,Cy = foCy (34
dn(c+eg) =4w12C=fC (53,

und aus (34) und (33)
dre=fE —fu & (36

Die Oberflichendichte und Raumladung ist bestimmt durch

4% 50 — (‘S() = —= POJ (37;
e 1 9 < o vy 8P
dmp=divE = T h (€Cr) = —= s 5 (68

Dieses Formelsystem vereinfacht sich, wenn berticksichtig
wird, daBB & = » — 7o klein gegen #¢ ist, wenn wir uns auf dj.
untersten Schichten der Atmosphire beschrdnken, die allein bei
luftelektrischen Untersuchungen in Frage kommen. Selbst fiir

) /
It = 64 km wird erst /i = 0-01 7o; wenn wir also ;;L gegen 1 vernach-
0
ldissigen, ergeben sich folgende Gleichungen:

— Z=J=4x1rp A€ =4 w1y Ao Cop. 27

daher
—2=7=AC=A0GCp

@O:——TPO_ 1(0 <28"
@:—zP—_——i (29"
h
V~Vo:Z—4—;%7Tdeh:ZW (301
T 70
(0]
VH—V(): Z”’H (3]’}
I
1 /
W=—|Pdh (32"
fo

o]
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H
. P
Wiy — / Pan="71 (33))
fo, Jo '

)
dameo=foCp=—ZPy (34"
47 (6 —+ L’O) :f() @ =—2Z.P (3:),)
dme=fo (6 — o) = Z ([P — Py (367
daso=—zPy (371
e 3P "
T = — 8];" (Sb)

Aus diesen Gleichungen gewinnen wir einen guten Kinblick
in die wechselseitige Bedingtheit der einzelnen Gréflen. Als gegeben
vorausgesetzt ist der konstante Zustrom Z, ferner die Leitfdhigkeit
Jder Luft als Funktion der H8he und damit auch der Widerstand
einer Luftsdule von der Hohe /. Aus Gleichung (27) folgt: J,
heziehungsweise j hdngt nur ab von Z und ist unabhéngig von
der Leitfdhigkeit der Luft. Nach Gleichung (28) und (29/) ist die
Ieldstidrke nur abhédngig von Z und der Grofle der Leitfdhigkeit im
betrachteten Punkte, unabhidngig davon wie sich die Leitfdhigkeit
mit der Hoéhe édndert. Nach (30" ist 77— 17y Dbedingt durch Z und
den Widerstand der darunter liegenden Luftschichte. Die Ladung
der Erde, beziehungsweise die Fldchendichte 50 ist nach (34/) und
37" bestimmt durch  und Py (Ap), die rdumliche Ladungsdichte

P

-

0l
nach (38’) nur durch und Ve der Stirke der Abnahme von P

nit der Hohe in dem betrachteten Punkt.

Einen noch besseren Einblick gewinnen wir, wenn wir die
Art untersuchen, in der sich der stationire Zustand einstellt, wenn
der Anfangszustand des Feldes ein anderer ist, als es dem statio-
niren Zustand entspricht.

§5. Die Leitfihigkeit der Luft ist nur abhingig von #,, der Zustrom
ist konstant, Anfangszustand beliebig. Wie stellt sich der statio-
nire Zustand ein?

Hier sollen die Ausfiihrungen des § 3 IiI etwas ausfihrlicher
tehandelt werden. Den Anfangszustand konnen wir uns etwa
segeben denken durch Angabe der Gesamtladung der Erde 38
ind der rdumlichen Ladungsdichte p© als Funktion von # zur
Zeit t = O. Der Anfangszustand der ({ibrigen Grofien ergibt sich,



300 H. ‘Benndorf,

wenn man in den folgenden Gleichungen, die den Zusammenhgy,,
mit ep und  darstellen, die Anfangswerte ¢ und o9 einsetzt,

- . __ %0
o =400 =" (39,
-
c=4=x |pridr (401
70
o+ ¢
g= fote o
Te c
V—T0=— —97—;_,!——~—- dr (42
0
J=4z11AG (43

Zur Gewinnung ciner Differentialgleichung fiir € gehen wir von
Gleichung (41) aus, differenzieren nach ¢ und erhalten so

, 836G _ B(eo+e)
3t T (44

Die rechte Seite dieser Gleichung bedeutet die Zunahme der ge-
samten Elektrizitdtsmenge innerhalb einer Kugelfliche vom Radius r
in der Zeiteinheit; diese kann nur herbeigefithrt werden durch
den Zustrom und den lLeitungsstrom durch jene Kugelfldche.

Es ist also
¢ %(eo+ 0 . )
= = —Z—J= —Z—4n?AG, (&

woraus sich die Differentialgleichung

9E - VA
. IeAE — — — )
5 + 4 ¢ pe (46

ergibt. Das Integral dieser Differentialgleichung ist
Z

§ — (§0 p—d= AT __
¢ GO 4z A

[1—6’_‘1“"\’] (_“',

und gibt an, wie sich ¢ in jedem Punkte 7 mit der Zeit édnden
(€% Wert von € fir #= 0). Bezeichnen wir den stationdrer
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grenzwvert, dem  sich € mit wachsender Zeit  nithert, mit £
folgt aus Gleichung (47)

00 Z ’
Q« —_ — 4 :& (\-1'8)
und
G — (Foo — ((5:(! _ (Soo) e—l= A (49)

Aus (40 ersieht man, dafi die anfidnglich vorhandene Abweichung
vom stationdren Zustand ' — §°° nach einem Exponentialgesetz
Jer O zustrebt: charakteristisch flir die Geschwindigkeit der

. : . . 1
ybnahme ist die Relaxationszeit t — P e , fiir praktische
Zwecke bequemer, die mit ihr durch die Gleichung

—<tn10 =2-30X=

Tll

verbundene »Dezimierungszeit« 7, d. h. die Zeit, in der die Ab-
weichung auf ein Zehntel ihres urspriinglichen Wertes gesunken
ist. Nehmen wir als Mittelwert der Leitfihigkeit der Luft an der
Erdoberfliche Ap = 2X10~% sec™ in 10 km Hohe A,

= 2X107% sec™ an, so ergibt sich 7; = 900 sec = 15 min,
beziehungsweise in 10 kw2 Hohe T4 = 90sec = 1-5 min, d. h. in
30 Minuten an der Erdoberfliche und in 3 Minuten an der Grenze
der Troposphére, ist eine vorhandene Abweichung vom stationéren
Zustand bereits auf 19, ihres Anfangswertes abgesunken, also
praktisch verschwunden.

Diese Tatsache 148t zwei bedeutsame Schiufifolgerungen zu.
indert sich A oder Z oder beide Groflen mit der Zeit aber so
langsam, daBl die Anderungen von A und Z in der Zeit T4 zu
vernachlédssigen sind, dann befindet sich das elektrische Feld und
die brigen Groflen dauernd in dem stationdren Zustand, der der
jeweiligen Grofie von A und Z entspricht, so daB die oben auf-
gesteliten Gleichungen (27) bis (43) dauernd giiltig bleiben. Nur
Xndelun%n von A und Z, die sehr rasch erfolgen, erfordern eine
hesondere Betrachtung, die weiter unten gegeben wird. Die zweite
Folgerung, die wir ziehen kdnnen, ist die: Werden dauernde Ab-
weichungen vom stationdren Zustande beobachtet, so kdnnen diese
r durch Stérungsfaktoren bedingt sein, die nichts mit der Leit-
lihigkeit und dem Zustrom zu tun haben; auch miissen sie
dndauernd wirken, solange die Stérung anhilt. Dies ist wichtig
mit Riicksicht auf die Vorginge bei Gewittern.

Was Gleichung (49) fiir die Abweichung von € besagt, gilt
natlirlich auch ftir die anderen elektrischen Grofien. Bezeichnet A
lie Abweichung irgendeiner dieser Groflen vom stationiiren End-
Zustand, A diese :\b\velchunv zur Zeit { = O, dann gilt
d]lgemem A= AO e t7 41
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§ 6. Die Leitfdhigkeit der Luft ist eine Funktion von 2 unq ;.
der Zustrom ist konstant.

Um diesen Fall zu Dbehandeln, gehen wir wieder von
Gleichung (46) aus und suchen das vollstindige Integral diese,
Differentialgleichung gleich fiir den allgemeinsten Fall, dafi sowgp,
A wie Z Funktionen von f sind. Die bekannte Ldsung ist:

i !
—f4mra ¢ P famnar
. 0 ~, @] - _
C=e (},0 — —1’—2* 4 dt (50)
L3
L o0 i

Allgemein 148t sich auch flir konstantes Z das Integral in de

Klammer nicht ausflbren; wir konnen aber dariiber folgende.

sagen: FKine erste Anndherung ergibt sich, wenn wir A durch
!/

. - . < 1 .
seinen zeitlichen Mittelwert A:—t— fA dt ersetzen und diesen

[3

0
wihrend der betrachteten Zeit als konstant voraussetzen. Wi
erhalten dann

( 1 z
¢ = k@O + ¥Zg> PSR S (50a)

47 A2 tr A
also denselben Ausdruck wie Gleichung (47), nur ist darin A durch A
ersetzt.

Begniigt man sich nicht mit dieser Anndherung, so kann man
zur Darstellung von € Reihenentwicklungen vérwenden, auf die
an anderer Stelle noch néher eingegangen werden soll, und man
kann zeigen, da§ die durch das variable A hervorgerufene Anderung
von € bei konstantem Zustrom, identisch ist mit der Anderung
von € bei konstantem A und entsprechend variablem Z.

§ 7. Die Leitfdhigkeit der Luft ist konstant und der Zustrom
zeitlich variabel.

Zur Behandlung dieses Falles miissen wir an das Integral
Gleichung (50) anknilipfen. Den Fall, daBf das Z langsam ver-
dnderlich ist, haben wir bereits in § 3 betrachtet; es ergibt sich

é—-«—- Es bleibt daher nur zu

dr 2 A

untersuchen, was eintritt, wenn Z in der Zeit T, eine starke
Anderung erleidet. Hier wollen wir drei einfache Félle heraus-
greifen.

hier merklich genau € = —
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a) Z wichst linear mit der Zeit.

Wir setzen

dZ \°
Z =2+ «——\ ¢
at |
4 (30) ein und erhalten, wenn wir zur Abkiirzung 4n A= !
wtzen:
t
A 1 dzZ\0 -7
= . | (50 S 72 T
o= o+ i (a7
T 0 [ d Z N
2 [Z +\ (t — 9 (31
Vied £ grofl  gegen so verschwinden die Anfangsglieder und

+ir erhalten:

70+ (%) (t—%
= — - :
4w Ay ’

(52)

ler Zéhler dieses Ausdruckes bedeutet den Wert von Z zur
leit #—7%, so daB wir sagen koénnen: bei linearer Anderung
o Zist —4x A2 gleich dem Wert von Z zur Zeit ¢t —=3,
I h. die Feldstdrke entspricht jeweils einem Werte des Zustromes,
ler um T Sekunden zurlickliegt, hinkt also dem Zustrom (an der
trdoberfliche) um etwa ~ Minuten nach.

b) Z springt pldtzlich vom Werte Z9 auf Z’

Wir nehmen an, der Zustrom habe einen dauernd konstanten
Wert Z° gehabt, so daff sich das Feld bereits in den stationiren
lustand einstellen konnte. Im Zeitintervall O bis AZ wachse der
lustrom plotzlich auf den Betrag Z/,

iz _ 7Z/—2z° _ AZ
At — At T At

‘m Zeitpunkt A ¢ ab sei Z wieder konstant gleich Z’. Wir rechnen
“mdchst fiir das Zeitintervall O — At nach den Formeln des
“ngen Abschnittes. Es ist

20 (dZNN _ AZ
’ dt/’_ 3

zen wir diese Werte in (51) ein und berechnen den Wert von €
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At
zur Zeit A¢, so ergibt sich, wenn e * nach Potenzen vop A
entwickelt wird:

G= —izm4az L) . Clz—azli— 2! (3
\ 27 / 172 1= \ 2% !
und
& — @ AZ  A¢
& Tz o7 (M
2 -

d. h, der relative Sprung von & ist mal Kkleiner als der i,

At
verursachende relative Sprung von Z. Sollte sich einmal heray.
stellen, dafi gleichzeitige Spriinge von € an den verschiedenen Ortep

oo . _ 27
der Erde auftreten, so konnte mit Sicherheit auf einen ~— gy

At
grofleren Sprung von Z geschlossen werden. (Eventueller Zusamme,
hang magnetischer Gewitter mit luftelektrischen Stdrungen.)

¢) Z schwankt periodisch um einen mittleren Wert.
Setzen wir

= = . z*
Z=742"sinvt=Z(1 + {sinvi), L =

Z

in Gleichung (30) ein, so ergibt sich nach Ausflihrung des Integrals

7 = % . _
¢C= '[5“’ + -._-_)—L—— — Z_) . e —
[ = o dw A2+
iZ - A / .
— ,Z 1 +¢ L_ sin(v t — 6)} (0
” \/ (47 A)? + 02

wobet
2 —

1%

—~
« 3 3
~

ist, wenn T die Periode von Z bedeutet. Der stationdre Zustand

der in Zeiten, die grofi gegen T sind, erreicht wird, ergibt sich al

VA 4x A
=l +  ———————sin (v{ —3)| =
+z A \/(-L'EA)2 + v?
zZ

=—-—Z—— [l +esin (vt —23)], (O
1w A 72
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wﬂbei —
M _L = ! 5 = = ..B == ist. (37)
Vi) + Vi+ (——;)—
\2%
vir kénnen _
_— —VAZ;— ~:_f:, s G =@
tr A

.zen und erhalten dann
& =C[l+zsin (v/—3)=C+ C* sin vt —2). (38

yiese Gleichung 146t unmittelbar erkennen, daf eine periodische
ipderung  von Z einen periodisch verdnderlichen Zustand von &
Js stationdren erzwingt, der die gleiche Periode ‘¥ und die Phasen-
-rechiebung & besitzt,

Messen wir die Amplituden in Bruchteilen des Mittelwertes, so

.7 GO .
wedeutet = 5 die Amplitude von Z und ¢ = G die von G:

je GroBe W in (37) kann als Amplitudenverkleinerung aufgetafit
verden. Die erzwungene Schiwingung des Feldes kann daher durch
lie beiden Grofien W und & charakterisiert werden; wir brauchen
tso blofl die Abhiingigkeit von 3 und ¥ von I zu diskutieren. Da

fg3=vim —o
&S

and

Vil

2

when wir, daf die Phasenverschiebung sowohl wie die Amplituden-

el . P .. .. .
rkleinerung nur vom Verhiiltais - abhingt. Fiir Perioden von Z,

I D . - ~ ~ . .
e groff gegen P sind, wird #g¢ und daher ¢ klein und ¥ néhert

ich der Einheit. Ist dagegen T klein gegen P, -dann nihert sich &
297

I B = . y . o ¥ .
<m Wert , und die Verkleinerung dem Wert B = B Fiir

“zwischenliegende Werte ergibt die folgende Tabelle einige Zahlen,
e zur alleemeinen Orientierung ausreichen
I)

0 02 05 10 20 30 40 50 1000 100 00

1 0°98 0-89 071 045 032 0°24 020 010 001 0

000 003 0408 013 0-18 0-20 0-21 0-22 0-235 0247 025



306 H.°'Benndorf,

Die Zahlen der letzten Reihe geben die Phasenverschlebl” ¢
der beiden Wellen ausgedriickt in Bruchteilen von T.

Zusammenfassend 1dft sich sagen: eine periodische Schyy,
kung des Zustromes ruft eine Schwankung von € mit gleiche.
Periode, aber verkleinerter Amplitude hervor. ‘

Wie stark die Verkleinerung der Amplituden wird, héngt
vom Wert des spezifischen Widerstandes der Luft in der gerggq,
betrachteten Schichte verglichen mit T ab, was am besten
folgenden Zahlen entnommen werden kann.

| ~ . P - - . -
! ‘T in min 0 025 25 10 30 100 oo

i1’~83min 00 0:0060-0660°12 023 031 077 003 1-0n
|

2

I

o

\
P = 8:3min

| |

00 0°0600-31 077 0°93 0-9900-997 0" ()0()1 (U1

[0}

Es ergibt sich in Ubereinstimmung mit den Ausfiihrungen
der friiheren Abschnitte, daff fiir grofere Perioden T die Schwan
kung des Feldes ein getreues Abbild der Schwankungen des
Zustromes darstellt.

§ 8. Anwendung der bisherigen Untersuchungen auf die
wirklichen Verhiltnisse in der Atmosphire.

I. Einige Festsetzungen iiber Mittelbildungen.

Wenn wir den Versuch machen wollen, die in den vorigen
Abschnitten an einem so einfach gebauten Modell gewonnenen
Resuitate auf die hochst verwickelten Verhiltnisse in unsere
Atmosphidre anzuwenden, so kann dies offenbar nur durch Ver
wendung von Mittelwerten geschehen.

Es sollen daher zunidchst eine Anzahl verschiedener Arten
von Mittelwerten unterschieden und genau definiert werden
Irgendeine Grofle 1 sei eine Funktion der drei Raumkoordinaten
r,, = und der Zeit £ Dann wollen wir zundchst bei konstantem’

und ¢ bilden | Adf, erstreckt iiber die ganze Kugelfliche mil

dem Radius r; diesen Wert des Integrales setzen wir gleich
1 -

ﬁ} A d f das »Flichenmittel« von-

L2

oder kurz das »Mittel« und bezeichen es durch —~ iiber der Grifie

Analog bilden wir bei konstantem 7, A, » das »laufende Zeitmittel
zur Zeit ¢

P N
47724 und nennen 4 =
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1
A= 1—[‘/1071‘
0

.d bezeichnen es durch einen Querstrich tiber der Gréfe. Ferner
wenbtigen  wir eine zweite Art der Zeitmittelbildung, die wir
zeitintervallmittel« (Stundenmittel, Tagesmittel, Monatsmittel und
iahresmittel) nennen und durch — bezeichnen wollen, wobei, wenn
atig, durch Beisetznng der Buchstaben /i, d, m, a das Zeit-
atervall (Stunde, Tag, Monat, Jahr) gekennzeichnet wird. Das Zeit-
ptervallmittel ist definiert durch

t+—;‘
T— L (aa
4= T/A

t T

i —

schliefflich konnen wir noch bei konstantem 3, ¢t {iber 7 inte-
mieren und wollen
ret+ H
A~ 1 "4 J
d=-=1Adr
H
70

das »Hohenmittel« von 4 nenen.

Flachen-, Zeitintervall- und Hohenmittelbildungen kdnnen
nacheinander auf dieselbe Grofe angewendet werden, und da die
integrationsfolge vertauscht werden kann, ergibt sich

N
A

)]

)
Il

(S
3]
Il

ES)
)

U s, w.

Einige Bemerkungen beziiglich der Mittelwerte von Differential-
(uotienten sind noch von Wichtigkeit. Definitionsgemaf ist

B4 i 94

8f 4m»2fat af
und

94 1

of  4m1? ot Adf;

"Jﬂ nun bei der Integration iber die Fldche ¢ als konstanter
Mrameter zu betrachten ist, so ist

34 1 3 1 24
ot T 4w Ft_f‘{df_ 47:1’2th a7,
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woraus folgt, daf}

RS —
84 _ 34
9t T ot

ist. Genau das Gleiche gilt bezliglich des Hohenmittels: es ist

VAN N~
od _ ad
9t ot

Auch beziiglich des Zeitintervallmittels {iber einen Differen;.
quotienten nach der Zeit gilt die analoge Beziehung

94 o

ot "ot

denn einerseits ist

14— -
1

I ‘-
%--fdA:-»,l[ {A 4

lOl ~

— L
T

L<:|N.°; 031\: ~
h_

andrerseits ergibt sich

04 1 8 [
—— = = -1 Addt
31 T aszM

und nach den Regeln fiir die Diftferenzierung von Integralen wir.

— T T I
dAd 1]t t- ] _ 84
a—t‘_f“[“l — 4 }—a—t‘l'f"d-

Dagegen gilt eine analoge Beziehung nicht mehr fiir

N\ ~

9.4 d 9.4 fe
8—1/ un 31’ y U nn
70+H

¥

r H
77777 = -—dl’—]l{—[:’l’o—i_ P

37' H o7
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m‘ihrend

~ ro+ H

94 1 " .

5 = I Br't}A[h_O“”d'
)‘O

n o

Ebenso ist ——— nicht gleich

II. Allgemein giiltige Beziehungen iiber gewisse Mittelwerte
in der Atmosphire.

Wenden wir den Gaufi'schen Satz auf eine Kugelfliche vom
Radius 7~ an, so erhalten wir

JQ“df: dm(e+eo) = 422G

oder

”?E = e+ ep. (79
Diese Beziehung gilt streng fiir ein beliebig kompliziertes Erdfeld,
wenn wir unter & die Vertikalkomponente der Feldstdrke verstehen.
Die gesamte innerhalb der Kugelfliche mit dem Radius r vor-
handene Ladung, bestehend aus der Erdladung ey und der Raum-
ladung der Atmosphédre ¢, kann nur durch den Zustrom und den
Leitungsstrom eine Anderung erfahren. Um Mifiverstandnissen vor-
zubeugen, sei hier nochmals daran erinnert, dafi wir in diesem
Teil der vorliegenden Arbeit Elektrizitdtstransport durch konvektive
Vorgiinge aufier Betracht lassen; unsere Betrachtungen auf die
Atmosphére angewendet, setzen also voraus, dafi der Gesamt-
konvektionsstrom durch eine Kugelfliche zu vernachldssigen ist.
Es ergibt sich daher (streng glitig, wenn ;j die Vertikalkomponente
les Leitungsstromes bedeutet)

d e+ ep)

= — Z— |jdf= —Z—4=v2j (60"
dt

Gleichung (59) nach { differenziert ergibt mit (60)

o= —Z—dn r2j. (61

B‘ilden wir nun das Zeitintervallmittel auf beiden Seiten der Gleichung
1), so erhalten wir
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, 3G =T
== —Z — 4w (i

und durch Anwendung der Mittelwertsitze des vorigen Abschpjy,.
zunéchst

und nach Vertauschung der Reihenfolge der Mittelwertsbildungen

0E Z L= )
P P w] (5

Bezeichnen wir nun noch den Quotienten
- = A (64
so erhalten wir eine Differentialgleichung fiir & in folgender Form:

—— +4zAE = -5 (63

-die vollkommen analog der Gleichung (46) gebaut ist.

Wir wollen nun dazu iibergehen, die Bedeutung diese
‘Gleichung zu besprechen. Da bei der Zeitintervalimittelbildung, di
vorgenommen wurde, um auf beobachtete Grofien zu kommen
keine bestimmte Zeitperiode vorausgesetzt wurde, so gilt di
Gleichung fiur alle Zeitmittel. Wir ywollen im Interesse de
Anschaulichkeit ein bestimmtes Zeitmittel ins Auge fassen und unte

€ und Z die Tagesmittel der betreffenden Grofien verstehen. (S, be-
deutet dann den Mittelwert des Tagesmittels der Feldstdrke iibe

die ganze Kugelfliche genommen. § und Z'sind als Funktionen de
Zeit zu betrachten und die Gleichung (63) gibt ihren Zusammen

hang wieder. A ist eine Art Mittelwert von A, der vollig exakt nach
‘Gleichung (64) durch beobachtbare Werte definiert ist. FEr unfer

scheidet sich von A zwar theoretisch, praktisch wird aber jedenfdll‘
in der Grofienordnung kein Unterschied bestehen, da A nur inne
halb verhiltnisméflig enger Grenzen schwankt und s erfahrungs
méBig noch konstanter ist.

Wenden wir Gleichung (65) zunichst auf die Erdoberfliche
an, so erhalten wir
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NI

0

&)

O+ ko Bo=— 7, (66)

QO
o~

jso genau dieselbe Differentialgleichung, wie wir sie fiir die
},(.mogene Atmosphére bereits ausfithrlich diskutiert haben. Das
pat zur Folge, daff fiir das wirkliche Erdfeld bezuglich des Mittel-
vertes des Tages(Stunden-, Jahres)mittels dieselben Beziehungen
2 KJ und Z bestehen, die auch fiir die homogene Atmosphére fiir die
rinzelwerte gel ten.

Zundchst wird es zweckmdiflig sein, die Grofienordnung der
«nzelnen Glieder der Differentialgleichung festzustellen. Dividieren
ur Gleichung (66) durch 4, so ergibt sich

Tw ey Tl T (©7)

;'0 ist der Mittelwert des Zeitintervallmittels des vertikalen Leitungs-

. . Aes .
{fromes, er ist von der Grofienordnung 10—° R Die Werte
o’
1 9 ¢&p .

on 57 sind aus folgender Tabelle zu entnehmen.

+x

Wenn €, 1V der Zeit von

1 Sek. 1 Stunde 1 Tag 1 Jahr wiichst,

I 36, Aes

@ st ——— in - 2:6X1076  7-4X10710 3-1X 10711 8-3%1071L
4% 8¢ cm
L1 36,
d —  ——— —— fiirj, = 1076 2-6 7-4X107t 3-1X105 8-5%1078
Jo 4x  0¢

Nun wollen wir aus den beobachteten Werten von €p sicher

7t hoch angenommene Werte von herausgreifen; ist € eine

8o
ot
harmonische Funktion der Zeit mit der Amplitude §H, so ist der

2x - .
‘I,‘ €5, wo I die betreffende

: 20 E&o
Marimalwert von 7 gegeben durch

Periode bezeichnet. Betrachten wir zunichst die Tagesperiode

o (e e Vo . . . .

ton $g; EH = 100 . ist schon fur eine Einzelstation ein extrem
1

h_Oher Wert fiir die Tagesschwankung und wird im Mittel {ber
lie ganze Erde bestimmt weit unterschritten. Diesem Werte der Tages-
mplitude entspricht als Maximum des Anstieges des Stundenmittels

Sitzungsherichle d. mathem.-naturw KI., Abt. 1Ta, 134, Bd. 23
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mit der Zeit der Wert von

=
Z'EXIOO - Vv . 3@(}
S =50 ——- flir —— ==
4r 0 md H 47  0f
das wire nach obiger Tabelle
50X 3110~ 25 y5gscqp- A€
cm®

o

i
und fir
=
. &
Lo .._%'_‘? — 0-0015.
AT Y

Wir sehen somit, daff selbst unter der Annahme gy,
extremer Werte fiir die zeitlichen Schwankungen des Stunden.

mittels der Feldstidrke sich _70 und = nur um etwa 1 pro  mil
unterscheiden. Gehen wir von Stundenmitteln zu Tagesmitteln iibe
und betrachten die zeitlichen Anderungen des Tagesmittels iy
Laufe eines Jahres, so wird der Unterschied zwischen 7o und
noch 1000mal kleiner.

Ist daher das Zeitintervall, in dem wir den Verlauf vor

€y verfolgen wollen, von der Gréflenordnung eines Tage

oder noch gréfler, so kann in Gleichung (66) und (67)

3G,
91
tiber den anderen Gliedern vernachldssigt werden, d. h. es gl
merklich genau

gegen-

=3 —_

: N "
Jo = — —_ J\O &) (65

Diese Gleichung sagt aus, dafi der Mittelwert des Zeitmittel
des vertikalen Leitungsstromes jederzeit gleich ist dem Zeitmitl
des Zustromes. Nur durch wesentlich kiirzere Zeitintervalle hindur
kann zwischen den beiden Groflen ein merkbarer Unterschie
bestehen.

Besdfien wir ein gentigend dichtes Netz luftelektrische
Beobachtungsstationen, so wiirden wir imstande sein, aus der
Messungen von jo den zeitlichen Verlauf des Zustromes unmittelba
entnehmen zu kéonnen. Nach dem spérlich vorliegenden Beobachtung

material kénnen wir nur vermuten, dal  und j. vielleicht eint
schwache tégliche und eine etwas stédrkere jdhrliche, moglicherweit
auch eine ausgeprdgte 11jahrige Periode besitzt.

= o )
o hingt aufier vom Zustrom noch von Ay als zweitem Faktt
ab. Bezeichnen wir den reziproken Wert
~ @(}
p— P() = =

A 7()
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JIs mittleren spezifischen Widerstand der ILuft, so konnen wir
«chreiben

6o = — .Po. (69)

Diese Gleichung sagt aus, dafi der Mittelwert von €y nur
wn zwel Faktoren abhédngt, dem Zeitmittel der Zustromdichte und
Jlem Mittelwert des spezifischen Widerstandes der Luft, infolge-
dessen unabhingig ist von der Art, wie die Raumladung in der
Atmosphére verteilt ist, wie sich die Leitfahigkeit in den héheren
Schichten verhiilt, ob sich Gevwitter oder sonstige Stérungen voll-
siehen, falls nur wiéhrend der betrachteten Zeitperiode der Erde im
Mittel keine merklichen Mengen von Elekirizitdt durch konvektive
Prozesse entzogen oder zugefiihrt werden.

Leider ist das Beobachtungsmaterial nicht anndhernd aus-
wichend, um die Gleichung (69) priifen zu kénnen; wir kinnen
blof auf ganz allgemeinen Uberlegungen fufiende Vermutungen

aufstellen. Betrachten wir zundchst den Verlauf von €, wihrend
eines Tages. Da wird es zweckmidfig sein, unter €p Stunden-

mittel zu verstehen. Die tégliche Schwankung von €, setzt sich

dann zusammen aus der tdglichen Schwankung von 2z, die ver-
mutlich gering ist, jedenfalls aber geringer als die von &, selbst

oo (3]
und aus der von Py. DaB Pp im Lauf eines Tages schwanki, ist
durchaus verstdandlich, wenn wir an die Faktoren denken, von

denen f’lo abhidngt; insbesondere ist zu vermuten, dafl die Verteilung
von Land und Wasser auf der Erde den mafigebenden Einfluf aus-
iiben; die mittlere Leitfihigkeit wird andere Werte besitzen, wenn die
Wasserhalbkugel Tag hat, als wenn die Landseite von der Sonnc
beschienen wird; auflerdem werden meteorologische Einfliisse un-

o~
regelméBige Schwankungen von Py bedingen konnen.

Bei Betrachtung der jahrlichen Anderungen von §p werden wir
Tagesmittel zugrunde legen; da werden die jahreszeitlichen
Anderungen der Leitfdhigkeit in erster Linie bedingt sein durch den
Enterschied in der Beschaffenheit der Nord- und Siidhalbkugel;

Py wird andere Werte haben, wenn die Nordhalbkugel Sommer
und die Stidhalbkugel Winter hat und umgekehrt. Die unregel-
mifligen Einflisse der Witterung werden sich weniger bemerkbar
Mmachen als bei der Tagesschwankung.

Gehen wir zu noch grofleren Zeitperioden tUber, etwa zur
ljahrigen Sonnenfleckenperiode und legen Jahresmittel der einzelnen
Gréfen zugrunde, so ist wohl zu vermuten, dafi jetzt Po der konstantere
Faktor sein wird und die Anderung von €p, die nach den Unter-
Suichungen von 1.. A, Bauer hdchstwahrscheinlich vorhanden ist,
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also hauptsiichlich durch die Anderung von bedmot wird, weg
bei ciner Anderung der Sonnenﬂeckenzahlen nicht un\vahlxcm,
lich ist,

In Anbetracht des Umstandes, dafi das Beobachtunosmatem

nicht einmal ausreicht, den Verlauf von Co und Au zu bestimme,
verzichten wir darauf, die iibrigen Gloﬁen die etwa noch v,

Interesse sind, als € in der Hohe &, p, V etc. eingehender zy p,.
sprechen. Es geniigt darauf hinzuweisen, dafi die Gleichungnn (2;,
bis (38) sinngemdfl Anwendung finden Kkonnen. Hervorzuhebe,

wire nur, daf € aufler vom Zustrom nur abhéingt von dem Mitte|.
wert des cpeziﬁschen Widerstandes in der Hohe, in der wir ¢
betrachten, Llnend der Widerstand der Luft und damit e

e — A

Potentialunterschied VH— Vo von P dem mittleren spezifischey
Widerstand der ganzen Atmosphére abhédngig ist.

Schliefllich sei noch einmal betont, dal Gleichung (66) unler
den gemachten Voraussetzungen streng gliltig ist und auf eine
beliebig unregelmifige Feldverteilung Anwendung findet.

§ 9. Zusammenfassung.

Im zweiten Abschnitt wurde zundchst versucht, an einem
sehr vereinfachten Modell der Atmosphire einen Einblick in das
Getriebe der luftelektrischen Vorgédnge zu gewinnen. Es wurde
vorausgesetzt, dafi die Leitfahigkeit der Atmosphdre nahe dem
Erdboden {ber allen Teilen der Erde gleich grof3 ist, und dali
kein Transport von Elektrizitdt durch konvektive Prozesse eintrill,
sondern nur durch Luftleitung und durch den Zustrom, von dem
vorausgesetzt wird, daf er nicht durch Leitung und Konvektion
bewegter Luftmassen bedingt ist.

Zundcht wurde der einfachste IFall behandelt, dafi Zustrom
und Leitfihigkeit der Luft zeitlich konstant seien; fiir diesen Fall
ergibt sich, daf} ein stationirer Zustand eintritt, der in folgender
Weise charakterisiert ist. Der Zustrom bestimmt die Grofe der
Leitungsstromdichte an der Krdoberfliche und in den hoheren
Schichten. € ist bestimmt durch Z und Ao, € in der Hohe h
durch Zund \ in der Héhe , unabhingig davon, wie A zwischen
der Erdoberfliche und der Hohe % sich dndert. p ist gegeben
durch die Art der Abnahme von A mit der Hohe und V,I",,
durch einen Mittelwert von P zwischen O und 7. Versetzen Wi
diese Atmosphire kiinstlich in einen Zustand, der vom stationire?
Zustand abweicht, dann stellt sich der stationdre Zustand bei
ciner Leitfdhigkeit, die der Grofienordnung der wirklichen Leit
fiihigkeit der Luft entspricht, in Bruchteilen einer Stunde wieder her
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Dann wurde der [Fall besprochen, dafi A zeitlich variabel,
7 aber konstant ist. Hier gewinnt man eine Anndherung, wenn
man A durch seinen zeitlichen Mittelwert A ersetzt. Kine zeitliche
inderung von A ldfit sich in ihrer Wirkung ersetzen durch ein
entsprechend variables Z.

Drittens wird dJder IFall behandelt, dafl Z zeitlich variabel ist,
Bei langsamer Anderung von Z folgen alle Gréfien den Schwan-
rungen von Z; bei rascheren Schwankungen bleiben sie in einem
angebbaren Mafle hinter Z zuriick.

Schliefilich wird eine Nutzanwendung der gefundenen Sitze
auf die wirkliche Atmosphire gemacht. ks wird gezeigt, dal, wenn
man exakt definierte rdumliche und zeitliche Mittelwerte der elek-
rischen Groflen einfibrt, ganz streng fiir beliebig komplizierte
Verhdltnisse fiir diese Mittelwerte der elektrischen Grofien dieselben
Beziehungen gelten, wie bei der homogenen Atmosphére, dafi also

~ — (g 8]

—

insbesondere 7 nur von  und & nur von z und A in derselben
Hoéhe abhéngt.

Wir haben damit einen Einblick in den Elektrizitdtshaushalt
der Erde im ganzen gewonnen, freilich noch keine Theorie der
rtlichen Verschiedenheiten auf der Erde. Diese anzubahnen, soll
in den nédchsten Abschnitten versucht werden.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. Tla, 134 Bd. 24
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