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Neue Probleme der Projektivitit

Von

Wilhelm Olbrich in Wien
(Mit 1 Textfigur)

(Vorgelegt in der Sitzung am 12. Juni 1925)

Unter dem ebenen Problem der Projektivitdt (Homo-
graphie) versteht man das Problem,! »zu zwei Gruppen von einer
gleichen Anzahl Punkte einer Ebene zwei zueinander gehorige
(korrespondierende) Punkte zu finden, welche resp. mit den
Punkten der einen und der andern Gruppe verbunden ent-
sprechende  Strahlen von zwei projektivischen Strahlblischeln
liefern .

Sind in einer Ebene = sechs beliebige Punkte gegeben, so
7ehdrt zu jedem Punkt p von = ein »sechselementiger Projek-
lionswurfe, der aus den Strahlen besteht, durch die p die ge-
sebenen Punkte projiziert. Uber die sechselementigen Projektions-
wiirfe soll diese Arbeit dadurch einen besseren Einblick gewdihren,
daff gezeigt wird, da8 sich durch eine rdumliche Abbildung alle
sechselementigen Projektionswiirfe einer solchen Punkt-
gruppe auf die Punkte einer Regelfliche zweiter Ordnung
abbilden lassen.

Dadurch wird es sofort mdglich, Fragen zu beantworten
iber die Anzahl der Paare beziehungsweise Tripel entsprechender
Punkte, aus denen zwei oder drei sechselementige Punkt-
gruppen durch gleiche Wiirfe projiziert werden.

Eine ohne die Abbildung wohl schwer losbare Aufgabe wird
wm Schiuf behandelt: Uber die Anzahl der Wiirfe, die an-
genommen werden miissen, um eine Gruppe von sechs Punkten
in der Ebene zu bestimmen, die die gegebenen Wiirfe als
rojektionswiirfe besitzt.

Yr. 1. Der fiinfelementige Projektionswurf und seine Abbildung
im Raum.

In einer Ebene = (siehe Fig.) seien 5 Punkte 1/, 2/, 3/, 4/ &/
segeben, durch die sich ein nicht zerfallender Kegelschnitt legen

isen soll. Zu jedem von diesen »Grundpunkten in w« ver-
——

1 Nach R. Sturm, Das Problem der Projektivitit und seine Anwendung
W dic Flichen zweiten Grades. Math. Ann. 1 (1869), p. 533.
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schiedenen Punkt p; geh6rt der aus den Verbindungsstrahlcr
von p; mit den Grundpunkten Dbestehende fﬁnfelementint
Projektionswurf %; (im Sinne von G. Kohn).! Jeden in §; eil_
haltenen vierelementigen Wurf nennen wir einen Teilwurf vop )y

Unter den den Punkten von = auf diese Art Zugeordnete;“
fiinfelementigen Projektionswiirfen *P; sind jene einander gleicl,
die zu den Punkten des »Grundkegelschnittes K*« durch g,
Grundpunkte gehdren. Der einem Grundpunkt zugeordnete Projej.
tionswurf besteht jetzt aus den Verbindungsstrahlen mit (g,
librigen Grundpunkten und aus der Tangente an K? in (e
'Grundpunkt.

Zu einer rdumlichen Abbildung der flinfelementige,
Projektionswiirfe gelangt man nun auf folgende Weise: Wir ordne;
den Grundpunkten 1/, , o finf Punkte 1, o D des
Raumes zu, von denen keine vier einer Ebene angehdren, un(
nennen sie die »Grundpunkte im Raume«.

Durch diese rdumlichen Grundpunkte lassen sich bekanntlich
oo? kubische Raumkurven legen, ndmlich durch jeden Punkt des
Raumes eine. Auf jeder dieser Kurven bestimmen die Grund-
punkte einen bindren Wurf. Es soll gezeigt werden, dafi die
kubische Raumkurve durch die Forderung eindeiitig bestimmt ist,
dafl dieser Wurf einem vorgegebenen bindren Wurf, etwa ¥
gleich sei.

Wir beniitzen dazu die bekannten Eigenschaften einer
kubischen Raumkurve, dafi ihre Punkte aus jeder ihrer Bisekanten
durch projektive Ebenenbiischel projiziert werden und dafi es einc
einzige solche Kurve gibt, die durch fiinf Punkte geht und einc
vorgegebene Gerade zur Bisekante hat. Projizieren wir nun die
rdumlichen Grundpunkte aus einem von ihnen verschiedenen
Punkt o, der auf keiner vonihren Verbindungsgeraden oder -ebenen
liegt, auf eine nicht durch o gehende Ebene w® nach 1, 2, 3, 4, &
so gibt es, wie leicht erkenntlich? in @ nur einen Punkt p, aus
dem diese Punkte durch einen Wurf projiziert werden, der einem
gegebenen, etwa 9;, gleich ist. Die kubische Raumkurve C% durch
die Grundpunkte, welche die Gerade [op] als Bisekante hat, be-
sitzt offenbar die Eigenschaft, dafi die Grundpunkte auf ihr den
Wurf ; bilden. Jedem Punkt p; in = oder jedem filinfelementiger
Projektionswurf §; ist auf diese Weise eine einzige C} durch dic
rdumlichen Grundpunkte zugeordnet. Da umgekehrt auf jeder (i
durch die rdumlichen Grundpunkte diese einen bindren Wuf be-
stimmen und es in w« im allgemeinen nur einen Punkt p; gibt
dessen Projektionswurf jenem gleich ist, so ist die Beziehung

Vgl. G. Kohn, Uber eine Erweiterung eines Grundbegriffs der Geometri¢
der Lage. Math. Ann. 46 (1893), p. 286 ff.

2 Vgl. etwa H. Miiller, Zur Geometrie auf den Flichen zweiter Ordriun:
Math. Ann. 1 (18G9), p. 4141,
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wischen den fiinfelementigen Projektionswiirfen in =
;infl den kubischen Raumkurven durch die Grundpunkte
m allgemeinen eineindeutig, mit Ausnahme der Punkte
con K? (siehe Nr. 2).

Jene Punkte p in =, fiir die ein flinfelementiger Projektions-
gurf nicht mehr zustande kommt, liegen auf den zehn Ver-
pindungslinien der Grundpunkte in = Fiir diese Punkte zerfillt
aer auch die zugehOrige kubische Raumkurve durch die fiinf
piumlichen Grundpunkte in eine Gerade durch zwei der rdum-
lichen Grundpunkte und einen Kegelschnitt durch die drei ubrigen
Grundpunkte im Raum, der die Gerade schneidet.

Féllt im besondern der Punkt p in den Schnittpunkt zweier
nicht durch einen Grundpunkt in = gehender Verbindungslinien
Jer Grundpunkte, so zerfallt auch die kubische Raumkurve weiter
n die beiden Verbindungsgeraden der entsprechenden Grundpunkte
im Raum und eine dritte durch den fiinften Punkt gehende Gerade,
welche die beiden ersteren schneidet.

Nr. 2. Der sechselementige Projektionswurf und seine Abbildung
im Raum.

Nehmen wir in % 2zu den Punkten 1/, 2/, 3 4/, 3 noch
ginen Punkt 6/ hinzu, so gehodrt zu jedem Punkt p; in = der
sechselementige Projektionswurf« B, = p; (1, 6"
Ein solcher besitzt fiinfelementige Teilwirfe.

Wir wollen nun ecine Abbildung der oo? sechselementigen
Projektionswiirfe $P: auf den Raum dadurch herstellen, daf wir dem
finfelementigen Teilwurf p; (1, 2/ 3/, 4/, 3’) die nach Nr. 1 be-
simmte C? zuordnen und auf dieser jenen Punkt 6 aufsuchen,
der mit 1, 2, 3, 4, 5 einen mit %X; gleichen Wurf bildet. Den
Teilwifen p; (17, 2/, 3/, 4/, 5) entsprechen im allgemeinen oo
voneinander verschiedene 4: nur den Punkten pi des Grund-
tegelschnittes K? entspricht dieselbe kubische Raumkurve K,
die die »Grundkurve im Raum« heifilen soll. Mithin entsprechen
den oo? sechselementigen Projektionswiirfen in = die Punkte einer
Flédche durch K%, die wir die Bildfliche ® der Projektionsw iirfe
lennen.

Nr. 3. Art der Bildfliche ®.

4) Legt man durch einen Punkt o der rdumlichen Grund-
kwve K3 eine beliebige Unisekante, so bildet diese zusammen mit
den  fiinf Strahlen nach den Grundpunkten 1, 2, 3, 4, 5 einen
sechselementigen Wurf im Bindel (o). Alles, was iiber Wiirfe
‘on Punkten oder Strahlen in der Ebene gesagt wurde, .gilt dual
iUr die Wiirfe von Strahlen oder Ebenen im Biindel.
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Nun soll zuerst folgender Hilfsatz bewiesen! werden:

wAlle Unisekanten der K3, die mit den Verbindungsstrap),,
ihves Treffpunktes auf K3 mit den fiinf Grundpunkten denselp,,
sechselementigen Wurf (im Biindel) bestimmen, liegen auf eiy,,
Regelfiiche zweiter Ordnung”

K? wird aus je zweien ihrer Punkte o, o durch kollineare
Biindel projiziert; jeder Unisekante U, durch o entspricht in diege
Kollineation eine Unisekante U,  durch o’. Solche zwei Unisekante
bilden mit den aus o beziehungsweise o’ nach den Grundpunktey
auf K® gehenden Strahlgruppen gleiche sechselementige Wi,
Die die Punkte von K3 aus U, und U, projizierenden Ebenep
bilden zwei in den obigen kollinearen Biindeln einander ent.
sprechende Biischel und erzeugen ein aus Bisekanten der J:
bestehendes Hyperboloid 2. Es enthdlt alle U, schneidenden
Bisekanten von K3, die jedoch zugleich auch U, schneiden. Da ¢
als jeder von o verschiedene Punkt auf K® gewdhlt werden darf
enthdlt ®2 alle Unisekanten von K® die U, in den sdmtlichen
kollinearen Biindeln obiger Art entsprechen. Weil ferner diese
Unisekanten identisch sind mit den im Hilfsatz erwihnten, so ist
dieser bewiesen.

Umgekehrt ist auf jeder durch die Grundkurve K? gehender
Regelfliche zweiter Ordnung ®2 der Wurf, den die ®2 angehdrigc
Unisekante eines Punktes o; von K? mit den von o; nach den
finf Grundpunkten gehenden Strahlen bildet, konstant fiir alle
Punkte o;.

Den oo? Unisekanten durch einen Punkt o von K*® sind
also oo? Hyperboloide ®2 durch K?® zugeordnet. Jedes &2 enthiil
sdmtliche Unisekanten von K3, die mit den nach den Grundpunkter
gehenden Strahlen den gleichen sechselementigen Wurf bilden.
Dieser Wurf bestimmt aber in # zu den fiinf Grundpunkten eiren
sechsten Punkt. Umgekehrt gehort zu jedem den finf Grund-
punkten in w hinzugefiigten sechsten Punkt ein Hyperboloid durch
K3, das »Bildhyperboloid des sechsten Punktes«.

Waéhlen wir nun eine der co? von K?® verschiedenen durch
die Grundpunkte gehenden kubischen Raumkurven (3, die also
nach Nr. 1 das Bild eines fiinfelementigen Projektionswurfes ist.
so wird sie ein beliebig angenommenes Bildhyperboloid ®? eines
sechsten Punktes, das also einer sechselementigen Punktgruppe
der Ebene zugeordnet ist, in einem von den rdumlichen Grund-
punkten 1, 2, 3, 4, 5 verschiedenen Punkt 6 treffen; 6 bestimmt
zusammen mit den finf Grundpunkten einen sechselementigen
Wurf auf dieser Raumkurve C3, der natlirlich aus jeder Bisekant
von C* durch sechs Ebenen gleichen Wurfes projiziert wird. Nach

1 Die Anregung zum nachfolgenden Beweis erhielt der Verfasser durch
Prof. Dr. G. Kohn in Wien kurz vor dessen Tode.
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\r. 2 stellt also 6 das Bild eines sechselementigen Projektions-
;\-u[fes der Ebene dar. Durch diesen Punkt 6 geht eine einzige
(nisekante von K3, die dem angenommenen Bildhyperboloide
«ines sechsten Punktes angehodrt. Durch den Treffpunkt o dieser
nisekante mit K® 148t sich sodann eine einzige Bisekante an
4ie gewdhlte Raumkurve C? legen, aus der mithin die sechs Punkie
wf C?* durch sechs Ebenen gleichen Wurfes projiziert werden. Diese
«echs Ebenen projizieren aber auch die sechs Strahlen [o 1], [0 2],
03], [04], [05] und die Unisekante [06], die der vorliegenden
«echselementigen Punktgruppe zugeordnet sind. Denn der Projek-
jonswurf der sechs Punkte auf C? ist gleich einem Projektions-
wurf von sechs Biindelstrahlen aus einem Punkt von K3; wenn
jiese Strahlen aus einer Unisekante ([06]) von ®° und den
strahlen nach den fiinf Grundpunkten bestehen, ist aber nach dem
Hilfsatz der Wurf stets der gleiche und damit ist er auch dem
Wurf der sechs Punkte in der Ebene, die den sechs Biindelstrahlen
oder dem Bildhyperboloid) entsprechen, gleich.

Zusammenfassend kdnnen wir also sagen:

Ist eine Gruppe von sechs Punkten in =w gegeben, so ist ihr
i Bildhyperboloid durch fiinf Grundpunkte im Rawm zugeoydnet.
I jedem (sechselementigen) Projektionswurfe B; der Punkte in =
whort ein ausgezeichneter fiinfelementiger Teilwurf, dessen Bild cine
tubische Rawmbkurve C? durch die fiinf raumlichen Grundpunkte ist,
atf der die fiinf Punkte einen dem Projektionswurf gleichen Wurf
tilden; dev auf dieser C? zugeordnete sechste Punkt  gleichen
Wurfes  liegt  auwf dem Bildhyperboloid des gegebemen sechs-
dementigen  Punktwurfes. Alle Projektionswiivfe einer sechs-
dementigen Punkigruppe in = haben mithin ihre Bildpunkte auf
dnem duvch die fiinf rauwmlichen Grundpunkte gehenden Hyper-
boloide.

~ B) Ein zweiter Beweis fiir die gefundene Fldche der
Sildpunkte der sechselementigen Projektionswiirfe fiihrt gleich-
#itig zu einer verwertbaren Konstruktion der Bildpunkte. Wir
ojizieren (siehe Fig.) die Grundpunkte 1/, 2/, 3, 4, 5 in = und
den  Grundkegelschnitt K? aus einem auBerhalb der Ebenc
kgenden Punkt o und wihlen auf dem projizierenden Kegel eine
lich o0 gehende Raumkurve K3 derart, daf ihre Tangente 7 in o
len I\ecrelschmtt K? in einem der Beluhlunospunkte ¢ der aus 6/
0 K? legbaren Tangenten trifft. Die Schnittpunkte der P101ekt1ons-
‘rahlen [0 1], [02'], [08'], [04], [05'] mit K* wihlen wir als die
Idumhchen Glundpunkte« 1, 2, 3, 4, a und K® als die
Stundkurve« in der Bedeutung wie in Nr 2. Wir suchen nun
“werst die Linie der Bildpunkte einer durch 6’ gehenden Geraden GG,
Y Ebene #. Bezeichnet p; einen beliebigen Punkt auf Gy SO ist
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die kubische Raumkurve C3, auf der die funf Grundpunkte den
Projektionswurf p; (17, 2/, 8/, 4/, 5’) besitzen, eindeutig dadum:
bestimmt, dai sie durch die Punkte 1, 2, 3, 4, 5 gehen und [01.'
zur Bisekante haben mufl. Die Ebenen, die aus [op,] die ﬁ'm'.'
Grundpunkte projizieren, gehen auch durch die Punkte 1/, o/ .y
4, 5/, daher geht die Ebene, die den gesuchten Punkt 6 ayf (

Figur.

projiziert, auch durch den Punkt 6’; oder 6 ergibt sich als Schnitt
von C} mit der Ebene [0 G;] = [op; 6/]. Um seine Lage fest:
zustellen, machen wir von dem Satze Gebrauch, daf sich durch
zwel kubische Raumkurven, die durch dieselben finf Punkte gehen
nur ein einziges Hyperboloid legen 148t und daf jede seinet
Erzeugenden Unisekante fir die eine und Bisekante fiir di
andere Raumkurve ist. Dem Hilfshyperboloid durch K* und
C} = [K® C}) gehért nun die Gerade [op;] an, weil sie Bisekani
fir C} und Unisekante fiir K3 ist. Die Ebene [op; 6/ schneid¢
daher aus dem Hyperboloide eine zweite Erzeugende B aus, di
Bisekante fiir K3, jedoch Unisekante fiir C} ist. Thr Schnitt mit (
ist der gesuchte sechste Punkt. Da nun die Ebene [op; 6] = [0 (s
fiir alle Punkte p, auf G4 dieselbe ist und in ihr eine einZig*
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sjeht durch o gehende Bisekante B von K* liegt, so ist sie
ugleich Unisekante fir alle zugehdrigen Kurven C? und man hat
qs Teilergebnis: Alle den verschiedenen Punkten p; von
4, entsprechendenBildpunkte der Projektionswiirfe p; (1/,2/,
y. 4, 5, 6) liegen auf der die Gerade [06/] schneidenden,
scht durch o gehenden Bisekante B von K3

Wenden wir diese Uberlegungen auf simtliche Geraden des
piischels 6’ an, so erfassen wir damit die Bildpunkte aller den oc?
punkten p; der Ebene zugehdrigen sechselementigen Projektions-
wiirfe p; (17, ., 6. Diese Bildpunkte liegen auf allen Bise-
wanten von K® die die Gerade [06'] auflerhalb o schneiden,
sehoren also dem Hyperboloide an, das durch K® undihre
nisekante [06] legbar ist.

Auf diesem Hyperboloid liegt die Kurve K derart, dafl ihre
Tangente 7 in o die eine Erzeugende ist, [06/] = U, als Unisekante
von /%, die zweite Erzeugende, so daf§ also die Beriihrebene [T U] in o
agleich Schmiegebene von K3 in o ist. Die Spur dieser Schmieg-
tbene ist demnach wirklich Tangente in # an K2 was am
Beginn dieser Nummer als notwendig angeflihrt wurde. Jedem
punkt 6’ einer sechselementigen Punktgruppe ist mithin eine
Gerade [06'] und damit ein Bisekantenhyperboloid von K?* zu-
veordnet. Den oo? Punkten 6’ entsprechen die oo? durch K3
sehenden derartigen Bisekantenhyperboloide als Bild-
hyperboloide der zugehodrigen sechselementigen Projek-
nonswiirfe.

Nr. 4. Punkte in der Ebene, aus denen zwei oder drei sechs-
dementige Punktgruppen durch gleiche Wiirfe projiziert werden.

Die in Nr. 3 gezeigte Abbildung erlaubt eine Reihe von
tragen iiber sechselementige Projektionswiirfe zu beantworten.

a) Es seien zwei Dbeliebige, in derselben Ebene oder in
‘erschiedenen  Ebenen gelegene sechselementige Punktgruppen ()
ind & gegeben; gefragt wird nach der Zahl der Punktepaare s,, s,,
ws denen @, beziehungsweise ; durch gleiche Wiirfe proji-
flert werden.

Wihlen wir nach Nr. 3, 4) dieselben rdumlichen Grund-
fnkte fiir je einen der fiinfelementigen Teilwiirfe von &; und &,
 erfilllen die Bildpunkte der Projektionswiirfe nach &; ein Bild-
i¥perboloid $,, alle Bildpunkte von Projektionswiirfen nach der
‘weiten Gruppe (& ein zweites von §; verschiedenes, aber eben-
ils durch die raumlichen Grundpunkte gehendes Hyperboloid £,.
Je gemeinsamen Punkte von §, und §,, die im allgemeinen aur
‘er durch die Grundpunkte gehenden Raumkurve vierter Ord-
Ing Ct liegen, sind Punkte, die mit den Grundpunkten ver-
‘Inden ool C3 ergeben, auf denen die jeweiligen (auf C* liegenden)
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sechsten Punkte gleiche Projektionswiirfe darstellen, deren gp
sprechende Scheitel also ®&; und auch & durch cr1e1che Wiirf,
projizieren. Wir haben also den Satz:

WSind zwei beliebige sechselementige Punktgruppen gegeben, ,
&ibt es oot Paare vou Punkten, fiiv welche die beiden sechselementigc“
Wiirfe gleich sind.

b) Es seien drei sechselementige Punktcrruppen &z, CHNG o
in derselben oder in verschiedenen Ebenen gegeben; wie v1el gleich
Projektionswiirfe gibt es, welche die gegebenen drei PLlnktUrUppe“
projizieren?

Jeder Gruppe entspricht nach Nr.3 ein durch die Grundpunit,
gehendes Bildhyperboloid. Die drei so entstehenden Bildhyperboloid.
Hi oy H; haben nun acht gemeinsame Punkte, von denen abe
finf die allen gemeinsamen Grundpunkte sind, so dafi im allgemeiney
nur drei Punkte als gemeinsame Bildpunkte der drei Bildhyper-
koloide erscheinen.

Wir haben also den Satz:

woind in derselben oder in verschiedenen Ebenen drei sechs-
elementige Punkigruppen gegeben, so gibt es zu jeder der drei
Punktgruppen wur je dvei Punkte, aus denen die Punkigruppen
durch gleiche Wiirfe projiziert werden.”

Die eben erhaltenen Resultate kdnnen mit Bentitzung von Nr.3, By
in einer fiir konstruktive Zwecke durchsichtigeren VVe1se dalcesLellt
werden. Nehmen wir zuerst zwei sechselementige Gruppen & und 6
in zwei verschiedenen Ebenen @, und =, an, so konnen wir fiir
die Auffindung des Bildhyperboloides §, in der in Nr. 3, B) gezeigten
Weise (mit Beniitzung des Punktes o) vornehmen; stellen wir fiir
®; in =, durch Wahl von finf neuen rdumlichen Grundpunkten
das Bildhyperboloid ), her, so kénnen wir nun durch eine rdumliche
Kollineation die zu =, gehorigen finf rdumlichen Grundpunkte in
die zu =; gehodrigen Grundpunkte transformieren, wodurch gleich-
zeitig das Bildhyperboloid §, in ein neues $; libergeht, dessen
Punkte denen von §), kollinear entsprechen. Die Hyperboloide §,
und §, haben nun eine durch die finf Grundpunkte, die zu 7
gehoren, gehende Raumkurve vierter Ordnung C* gemeinsam. Dic
aus o an die C?, die zu den Punkten von C* gehoren, legbaren
Bisekanten 11efern dann in =, die Linie der Scheitel der PFOJel{thI]“
wiirfe. Ubertridgt man GUICh diese beniitzte rdumliche Kollineation
die C* von $; wieder auf £, so kénnen in w, die Scheitel der
Projektionswiirfe — wie vorher angegeben — gefunden werden
wenn man es nicht vorzieht, von der Kurve der Scheitel in 7
direkt {iberzugehen auf die Kurve der Scheitel in =,

Sind drei Ebenen ,, 7, ®; und in jeder eine sechselemcntlJL
Punktgruppe ©}, &2 und &} gegeben, so konnen zuerst durch
dreimalige Wahl von je fiinf rdumlichen Grundpunkten auf den
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suahlen aus oy, 0,, 05 (Nr. 3, B) die Bildhyperboloide §,, $, und £,
refunden werden, F{ihrt man nun die zu =, und =« gehougen rdum-
lichen Grundpunkte durch je eine rdumliche Kollmeatlon in die zu =,
-ehorigen iiber, so entsprechen in diesen Kollineationen den Hyper-
soloiden £, und $, die Hyperboloide $, und ;, die mit §, aufier
jen allen gemeinsamen Grundpunkten noch drei Punkte gemeinsam
naben. Zu jedem dieser drei Punkte gehort eine durch die rdum-
ichen Grundpunkte gehende C} und die an diese aus o, (Nr.3, B)
legbare Bisekante liefert den Scheitel jenes P103ekt10nswuxfes der
Jen entsprechenden in =, und =, gleich ist. Die direkte Ubertragung
jieser drei Scheitel in die Ebenen =, und Ty (durch Beniitzung
Jer in m,; enthaltenen Wiirfe) liefert dann d1e in =, und ®, dem
asteren gleichen Projektionswiirfe der gegebenen sechselementigen
punktgruppen.

Nr. 5. Anzahl der Projektionswiirfe, die eine sechselementige
Punktgruppe bestimmen.

Ist in w eine sechselementige Punktgruppe gegeben, so gehort
w jedem Punkt von = ein bestimmter sechselementiger Projektions-
wrf. Wir wollen umgekehrt fragen, wie viele sechselementige Wiirfe
ingenommen werden milssen, um eine sechselementige Punktgruppe
in = zu bestimmen, die die gegebenen Wiirfe als Projektionswiirfe
besitzt.

Die besprochene rdumliche Abbildung gibt folgende Ldsung:
Nach Annahme der fiinf rdumlichen Grundpunkte hat jeder Projek-
ionswurf bei vorgeschriebener Zuordnung seinen Bildpunkt im
taume; wenn die gegebenen Wiirfe Projektionswiirfe von ein und
erselben  sechselementigen Punktgruppe sein sollen, so miissen
hre Bildpunkte auf ein und demselben Hyperboloid durch die fiinf
Grundpunkte im Raume liegen. Durch vier Punkte neben den fiinf
Grundpunkten im Raum ist aber im allgemeinen eindeutig ein
Hyperboloid bestimmt; da man jede der beiden durch die an-
genommenen finf Grundpunkte auf dem Hyperboloid verlaufenden
kubischen Raumkurven als »Grundkurve im Raum« wihlen darf,
0 bestimmt das Hyperboloid als »Bildhyperboloid« (nach Nr. 3)
lie sechselementige Punktgruppe zweideutig.

Wir haben also den Satz:

»Durch Annahme von vier sechselementigen Wiivfen wervden
e sechselementige Punkigruppen in der Ebeme bestimmit, die
vese Wiirfe als Projektionswiirfe besitzen.”

i Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. KL, Abt. Ila, 134. Bd. 26
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