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Uber das Newton’sche Niherungsverfahren
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Anton Huber in Wien

(Vorgelegt in der Sitzung am 19. November 1925)

In dieser Arbeit wird jene grofite Umgebung einer Wurzel «
ger Gleichung f(w) — O aufgesucht, deren sidmtliche Punkte gegen
1 konvergierende Folgen von Newton’schen Niherungspunkten
liefern. Der Newton’sche Ndherungspunkt z, den der Ausgangs-
punkt s bestimmt, ist dabei durch die Gleichung

w.f (w) — f(w)
S (w)

erkldrt, wo f(wv) und daher auch ¢ (w) eindeutige Funktionen sein
sollen, die spdter noch genauer erklirt werden. Die Gleichung
s = o (w) heiBen wir die Iterationsformel. Besteht zwischen den
zwei Werten z, und s, die Beziehung z, = v (w,), so nennen wir
n, ein Rickbild von z,

Ferner werden jene Stellen und Bereiche untersucht, von
denen aus das Newton’'sche Verfahren tiberhaupt gegen keine
Wurzel von f(w) =0 konvergiert, also die Divergenzstellen,
beziehungsweise -bereiche. Zu den ersteren gehéren oftenbar die
Nullstellen von f’(w), sofern sie nicht auch solche von f(w)
selber sind, und die Periodenpunkte sowie deren Riickbilder.
Unter einem Periodenpunkt /-ter Ordnung verstehen wir eine solche
Stelle p, so dafi p = o;(p) gilt, wenn 1, () die /-te Iterierte von
:= 1 (w) bezeichnet.

Fir reelle Gleichungen wurde die Untersuchung im Reellen
gesondert durchgefiihrt, da man dort einerseits die Funktion f ()
als analytisch voraussetzen kann und andrerseits die Ergebnisse
sich anschaulich geometrisch deuten lassen.! Die Erweiterung einer
sicher vorhandenen Konvergenzumgebung zur maximalen ld8t sich
dort Schritt fiir Schritt verfolgen, indem man in gewisser Weise
Tangenten an die Kurve z=f(w) legt. Auf diese geometrische
Deutung soll jedoch nicht eingegangen werden, zumal da sie sich
aus den unten folgenden analytischen Uberlegungen leicht ge-
winnen 148t

s=p(w) =

1 Uber die Interpretation des Newton'schen Verfahrens im Komplexen vgl.
G. Faber, J. f. Math, Bd. 138 (1910), p. 1 bis 21. Die bekannte mechanische
Interpretation -diirfte wohl schon GauB gekannt haben. Vgl. dessen gesammelte
Werke, Bd. 3, p. 112.
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I. Bestimmung der maximalen Konvergenzumgebung,
a) Im Reellen.

Wir legen die zu untersuchende Wurzel in den Ulspum
und geben unserer Gleichung die Form:

Fw) = whe; w4+ .. =0 (=rk=1).

Ferner bezeichnen wir mit ¢ und g die kleinste positive, beziehungx.
weise absolut kleinste negative Wurzel von f/ (w)—O sollte J.
beziehungsweise § nicht vorhanden sein, so setzen wir ¢ — + oo,

beziehungsweise § — — oo, Das endliche oder unendliche offene
Intervall (g g) bezeichnen wir mit J. Wegen
S ()
sgn-—— =Ssgnw
S (w)

wird fiir die Iterationsformel

— S ()
o (W) —=mw— ) )

wenn g und g endlich sind und w in J bleibt:

lim @ (w) = — o0 und lim o () = + oo.
W —q w— g

Wir stellen nun noch einige fiir das Folgende zweckméiBige
Hilfssdtze zusammen, deren einfache Beweise wir unterdriicken.

I. Hilfssatz. »Ist § endlich und 0 << @ << ¢, so hat die Gleichung
©(w)=a stets eine negative Wurzel & im Intervallz
O0=>0b=>q.«

II. Hilfssatz. »Es sei 0 <<a << ¢ und die absolut kleinste negative
Wurzel von ¢ (w) = a sei b, beziechungsweise sei b = — ,
wenn o (w) = a keine negative Wurzel hat. Dann ist fir
0> w=>b stets v (w) << a.

IIIl. Hilfssatz. »Es sei 0 <<a << ¢ und im Intervalle (0,a) kor-
vergiere das Newton'sche Verfahren gegen w — 0. Ist dann?
die absolut kleinste negative Wurzel von © (w) = a, beziehungs-
weise b = — oo, wenn ¢ (w) = a keine negative Wurzel hat,
so konvergiert das Newton’sche Verfahren auch im Intervalle
(b, 0) gegen w = 0.«

In allen drei Hilfssdtzen gilt Entsprechendes auch bei Ver-
tauschung der positiven mit der negatien Halbachse der w.
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Aus der in der Umgebung des Ursprunges giiltigen Ent-
wicklung:

o (i) = — w 4.

wenn &> 1, beziehungsweise
o) =1 —1).w'+.

wenn %2 =1, entnehmen wir leicht die folgenden vier Moglichkeiten
fir das Verhalten von ¢ (w) in der Umgebung von = = 0.

¢(+0)=>0, 9(—0)<0; (1)
dann mufl entweder 2> 1 sein oder es mufl:

k=1 1=1(2) und ¢,=>0
sein.
2(+0)=>0, 9(—=0)=>0; @

dann mufl 2 =1, 7==0(2) und ¢; = 0 sein.

5(+0)=0, §(—0)>0, @
dann muB k=1, =1 (2) und ¢; << O sein.

¢(+0) <0, »(—0)<0; )

dann muB 2=1, /=0(2) und ¢ <<O sein. Der Fall (4) kann
durch Vertauschung von f(w) mit — f(w) auf den Fall (2) zuriick-
geflihrt werden, seine weitere Betrachtung ist also iberfliissig.

Wir trennen nun die Fille:

2) ¢ und ¢ sind beide endlich.

B) ¢ und g sind beide unendlich.

1) q oder g ist unendlich.

Der Fall v) 146t sich durch Kombination von a) und B) er-
ledigen.

a) ¢ und g sind endlich.

In den beiden Fillen (1) und (2) besitzt die Gleichung
#(w) = 0 wegen @ (+ 0)>0 und lim ¢ (w) = — oo eine Kleinste
w—q

positive Wurzel @, im Intervalle (O, g). Das Newton'sche Verfahren
konvergiert sodann im Intervalle (0, a,) gegen w = 0; denn ist

S (wy)

< w, <a,, so ist wegen -Z-

Fwy) ~
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0 <<, = o (wy) <<w,
Wir bilden nun die beiden Folgen:
a,, Gy 4.
by, by, by.

wobei &; die absolut Kleinste negative Wurzel von' ¢ (w) = a; und 4,
die kleinste positve Wurzel von o (w)—=b,_4 bedeuten. Zufo]nL
des Hilfssatzes I existieren die Zahlen a; und b; und, nach Hilfssaty 1
konve1g1e1t das Newton'sche Verfahren sowohl im Intervalle (0, a)
als auch in (b,, 0) gegen die Wurzel w = 0.

Wir zeigen noch, dafi stets:

@j+1 = a; und b; 1 << b,

Aus dem Hilfssatz 1I folgt:

»Ist O << 7w << a;, dann ist © (w) > b;_j.« (A)
»Ist O == w = b;, dann ist © (w) << a;« (B)
woi=1,2, . und b, =0. Wére nun a, << a,, SO wire wegen (A).

w(a,) = b = b, = 0, wihrend doch b, << Osein mufl, es mufl also
a, 2 >, sem Wire femel b, > b, so wale wegen (B): o (bz) =a, <a,
im VVlde1sp1uch mit dem eben gefundenen Emebnlsse es mui
also b, << b, sein. Da sich auf dieselbe Art auch die allgememen
Unglexchungen beweisen lassen und alle a; << g, sowie alle &; >y
sein miissen, so konvergiert die Folge {a;} gegen einen Grenzwer
a < g und ebenso die Folge {b;} gegen einen Grenzwert b > g
und dafiir gilt:

©(@—=>bund 9(b) —a
oder:
¢y (@] =%, (@) =a und #[g ()] =%, () =0,

d. h. @ und b bilden ein Paar von Periodenpunkten zweiter Ordnung
und zwar das der Wurzel w — 0 am néchsten gelegene Paar, sie
sind daher auch die Grenzen der gesuchten maximalen Konver-
genzumgebung.

Es bleibt nun noch der Fall (3) zu erledigen, wo die Gleichung
« (w) =0 keine Wurzel im Intervalle § zu haben braucht. Wir
konnen aber auch hier unser Verfahren so einrichten, dafi es zum
selben Ergebnisse wie oben fiihrt.

Zuniéchst folgt aus:
=omw=>0—1qgnw" +

I=1(@2); I>1; ¢, < 0]
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z A
7w = [—(Z—T} —+.

wo der einzige reelle Wert der I-ten Wurzel zu nehmen ist.
Wahlt man nun z = a4, > O geniligend Kklein, so wird mit Bei-
pehaltung der fritheren Bezeichnungsweise:

_ ay .IL
b= [(f_ 1)‘17} +

wo ¢ eine von / und ¢, abhidngende Konstante bedeutet. Wie klein

auch ¢ ausfallen mag, man kann doch a, immer so Kklein wéhlen,
I

daB a, > a, wird, man braucht ja nur 0 < a, <c¢ ' zu nehmen.
Aufierdem wihle man a; so klein, dafl im Intervalle (0, a,) das
Newton’sche Verfahren gegen w — O konvergiert. Man kann sodann
genau so wie oben die Folgen {a;} und {b;} bilden, von denen
man auch in derselben Weise zeigt, dafl sie monoton sind. Aus
ihrer Geschrianktheit durch das Intervall ¥ ergibt sich dann auch
hier die Existenz der Grenzwerte ¢ und b, die dieselben Eigen-
schaften wie die fritheren aufweisen.

B) ¢ und § sind unendlich.

Die Funktion f(sv) behdlt dann entweder stets dasselbe Vor-
zeichen oder wichst monoton von w = — o0, und man zeigt
leicht, da das Newton’sche Verfahren fiir jedes 1 << O konvergiert,
falls dies flir jedes s = O zutrifft. Hat in den Féllen (1) und (2)
die Gleichung « () = O keine positive Wurzel, so reicht die
Konvergenzumgebung von — oo bis + oo; denn fiir jedes >0
ist ja

0 < w(w) <<w,

es konvergiert also das Newton’'sche Verfahren fiir alle = > 0
und daher auch flir alle s << O.

Den Fall, dafl o (w) = O eine positive Wurzel hat, kann man
wie unter o) zugleich mit (3) erledigen. Wenn die Folgen {a,} und
{b;‘} unendlich viele Glieder haben, so »konvergieren« sie gegen
endliche oder unendliche Grenzwerte oder es ergibt sich einmal
tine Gleichung ¢ (w) = b,, beziehungsweise % (w) = a;, die keine
positive, beziehungsweise negative Wurzel besitzt, so daf} sich
dann die Konvergenzumgebung bis ins Unendliche erstreckt.



410 A Huber,

) g = + o und ¢ ist endlich.

Man sieht leicht, daB hier beide Folgen {a;} und {b} 4,
unendlich vielen Gliedern bestehen konnen, und dafl es wie friihe;
zwei Héufungsstellen a und b geben kann oder dafl es einny,
eine Gleichung etwa ¢ (w) =b; gibt, die keine positive Wugyy
mehr hat. Wir setzen dann a; 1 = -+ e und bemerken, dafi gy
Newton'sche Verfahren fiir alle w > g gegen w =20 konvergier,
Entsprechendes gilt natiirlich, wenn ¢ endlich § = — oo ist.

Zusammenfassend konnen wir also das folgende Ergebnis
aussprechen:

»Zu jeder reellen Wurzel der reellen Gleichung
Juw) =0 ldBt sich eine maximale Konvergenzumgebung §
angeben, die von dem deir Wurzel am nédchsten liegende;
und sie einschlieBenden Paare von Periodenpunkten
zweiter Ordnung begrenzt wird. Fir die grofite unl
kleinste reelle Wurzel hingegen kann sich die Konvergenz-
umgebung von der gréfiten Nullstelle von f/ (w) bis + «,
beziehungsweise von der kleinsten Nullstelle von f (i
bis — w erstrecken.«

Im allgemeinen gibt es auch noch aufierhalb der eben ge-
fundenen zu einer Wurzel o gehorigen Konvergenzumgebung §
unendlich viele Intervalle, deren Punkte gegen o konvergierende
Folgen von Newton’schen Nidherungspunkten liefern. Diese Intervall-
mengen sind jedoch meist sehr kompliziert.

Fir quadratische Gleichungen liegen die Verhiltnisse seir
einfach. Sind beide Wurzeln reell, so trennt die Nullstelle der
ersten Ableitung des Gleichungspolynomes die zu den beiden
Wurzeln gehorigen Konvergenzgebiete, ist eine Doppelwurzel vor-
handen, so konvergiert das Verfahren fir jeden reellen Wert, sind
aber die beiden Wurzeln komplex, so ist jeder Punkt ein Divergenz-
punkt.

Wir betrachten noch die kubischen Gleichungen und fassen
zundchst den Fall von drei reellen Wurzeln o << << 7 ins Auge.
Das Konvergenzgebiet fiir die mittlere Wurzel § wird blof von
der zu f gehdrigen maximalen Konvergenzumgebung gebildet, die
von den zwei einzigen reellen Periodenpunkten zweiter Ordnung p
und p' begrenzt wird, wobei p' < p sein soll. Dafl von keinem
aullerhalb des Intervalles (p/, p) liegenden Punkte Konvergenz
gegen [ eintreten kann, ergibt sich daraus, dai das einzige reell:
Riickbild eines Punktes von (p/, p) wieder in (p/, p) liegen muil
Bedeuten ¢’ und ¢ die Nullstellen der ersten Ableitung des
Gleichungspolynoms und ist ¢’ << ¢, so sind die unendlichen
Intervalle (— oo, ¢’) und (g, «) die maximalen Konvergenz-
umgebungen der Wurzeln o, beziehungsweise Wie man sich
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.m einfachsten geometrisch klar macht, besitzen diese beiden
maximalen Konvergenzumgebungen unendlich viele Riickbilder in
den Intervallen (¢/, p) und (p, ¢), die sich links von p’ und rechts
von p hédufen, wobei immer auf ein Riickbild von (— o, ¢) ein
solches von (g, o) folgt und deren Gesamtheit die Intervalle (¢, p”)
und (p, q) génzlich ausfiillt.

Hat die kubische Gleichung f (v) == O eine Doppelwurzel, so
wennt offenbar die von dieser verschiedene Wurzel von f7(w) =0
die beiden Konvergenzgebiete, wie bei der quadratischen Gleichung
mit zwei verschiedenen reellen Wurzeln. Hat schliefilich f(w) =0
eine dreifache Wurzel, so ftritt fiir jeden reellen Anfangswert
Konvergenz ein.

Sind in den bisher betrachteten Féllen die Verhiltnisse noch
leicht zu lbersehen, so werden sie flir kubische Gleichungen mit
biof einer reellen Wurzel schon bedeutend verwickelter. Nur um
u zeigen, was flir Moglichkeiten hier schon eintreten konnen,
betrachten wir die folgenden Beispiele.

Es sei zundchst f(w)==n* — 3w + 3 =0, so da » (w) =

2w?—3
= - wird. Die Kurve z — f(sv) hat fiir w = 0 einen
3 (w2 —1) : Sw)
Wendepunkt, dessen Tangente die s-Achse in w = 1 schneidet,
also in einer Nullstelle von f7 (), deren andere bei sv = — 1 liegt.
Die einzige reelle Wurzel von f () = O bezeichnen wir mit o und es
ist # << — 1. Ihre maximale Konvergenzumgebung ist (— o, — 1)

und wir wollen nun nachsehen, was sich in diesem Beispiel Uber
die Gesamtheit der Konvergenzstellen aussagen ld8t, wobei wir
unter einer Konvergenzstelle einen solchen Punkt % verstehen, daf}
sich stets eine, wenn auch noch so grofie natlirliche Zahl N
angeben 148t, so dafl ¢y (k) << — 1 wird. Wir bemerken noch,
dafi eine Konvergenzstelle niemals ein Hidufungspunkt von Divergenz-
stellen sein kann, da ja sonst auch im Intervalle (— co, — 1)
Divergenzstellen vorhanden sein miiiten. Es muf sich also um
jede Konvergenzstelle ein — notwendigerweise offenes — Konvergenz-
intervall abgrenzen lassen.

Wir wollen nun die Gesamtheit aller Konvergenzintervalle
herstellen, indem wir alle moglichen Ruckbilder der maximalen
Konvergenzumgebung (— oo, — 1) aufsuchen. Bezeichnen wir mit
a, das einzige reelle Riickbild von = — —1, so ist @, > 1, und
wenn man a, — 1 setzt, so ist offenbar (a,, a,) ein Konvergenz-
intervall. Ist ferner a,,o das rechts von -+ 1 liegende Riickbild des
Punktes a, (x =1, 2, 3, .), so sind auch die (as,—1, az,) Kon-
vergenzintervalle. Nun seien b, und ¢, die zwischen — 1 und O,
beziehungsweise zwischen O und + 1 liegenden Riickbilder eines
Punktes a,, dann wird b,41 << b, und c,41>c, und es sind auch
(basy bo,—1) sowie (Cop—1, Con) (=1, 2, .) wieder Konvergenz-
intervalle. Dabei haufen sich die Punkte b, rechts von — 1 und
die ¢, links von 4+ 1, es sind also — 1 und + 1 Hiufungsstellen
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von Divergenzpunkten, da ja die a, und daher auch die &, unq ..
solche sind. Daraus folgt aber, daf auch die a4, b, und c, Selbe;—
Héufungsstellen von Divergenzpunkten sein miissen, weil sie ander.
seits wieder Riickbilder von — 1, beziehungsweise -+ 1 sind.

Die zwischen a, und a, liegenden Riickbilder der Intervalje
(bo2yy bo,—y) und (2,1, c2,) =1, 2,. .) sind wieder Konvergen;.
intervalle und es haufen sich die der ersteren rechts von a, upg
die der letzteren links von a,. Von diesen eben gewonnenep
Konvergenzintervallen suchen wir nun die zwischen a, und .
gelegenen Riickbilder und fahren so ad inf. fort. Von diesen neuen
Konvergenzintervallen suchen wir wieder die zwischen — 1 und o,
beziehungsweise die zwischen O und + 1 liegenden Rickbilder,
von diesen wieder die rechts von + 1 befindlichen Riickbilder u.s. {
ad inf. Man erkennt, dal man auf diese Weise immer neue Kon-
vergenzintervalle gewinnt, von denen Kkeines mit einem friiher
erhaltenen Punkte gemein haben kann und deren Endpunkte als
Riickbilder von — 1, beziehungsweise + 1 nicht bloffi selber
Divergenzpunkte, sondern sogar einseitige Hédufungsstellen von
solchen sein miissen.

Die Menge 9 der Endpunkte der so erhaltenen Konvergenz-
intervalle ist sicher in sich dicht, da jeder Punkt von 9t Haufungs-
punkt von Punkten von N ist. Fiigen wir noch zur Menge 9 die
ihr nicht angehorigen Haufungsstellen ihrer Punkte hinzu, so
erhalten wir eine abgeschlossene, also perfekte Menge W,
von der wir leicht zeigen konnen, dafi sie nirgends dicht sein
kann. Da nédmlich jeder Punkt von M Haufungsstelle von End-
punkten von Konvergenzintervallen ist, so mufi zwischen zwei
beliebigen Punkten von 9 mindestens ein Konvergenzintervall
liegen, das dann keinen Punkt von It enthalten kann. Da » (0) =1,
so kOnnen wir sagen, daff bei unserem Beispicle die Menge der
Konvergenzpunkte aus der um den Nullpunkt verminderten
Komplementdrmenge einer perfekten und nirgends dichten
Menge besteht.

Wir wollen noch fiir einen besonderen IFall zeigen, dafi sich
unter den Punkten der Menge (M—N), also unter den Haufungs-
stellen der Endpunkte der Konvergenzintervalle, die nicht der
Menge 2 angehoren, die Periodenpunkte und deren Riickbilder
befinden. Es ist zunidchst Kklar, dafl der Ndherungspunkt eines
das Intervall (0, a;) durchlaufenden Punktes die ganze mw-Achse
durchlduft, so daf das Intervall (0, @,) ein Riickbild der rechis
von g, und (a,, a,) im Riickbild der links von a, liegenden Hilfte
der s-Achse wird. Ist o, das rechts von a, liegende einzige reeile
Riickbild von = — 0 und setzen wir der Gleichformigkeit halber
a;, =d,, so ist das Intervall (d,. d,) ein Riickbild des Intervalles
(O, ay). Sind ferner e; und ¢, die zwischen O und + 1 liegenden
Riickbilder von d,, beziehungsweise d,, dann ist auch das Intervall
(¢y, €,) ein Riickbild von (0, a,) und dabei ist 0 <e <<e, <!l
Ebenso gilt fiir die rechts von + I liegenden Riickbilder d, und d,
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yon ¢,, beziehungsweise ¢,, da: d, <<d, <<d, <<d,. Daraus folgt
wieder, dafl auch fiir die zwischen O und + 1 liegenden Riickbilder
¢, und ¢, von d,, Dbeziechungsweise dJ, die Ungleichungen
g, << €, << e, << e, bestehen miissén. Indem wir in dieser Weise
fortfahren, erhalten wir links und rechts vom Punkte + 1 je eine
Folge von ineinandergeschachtelten Intervallen (eg,—1, e»,), be-
ziehungsweise (do,_1, dv,), die notwendigerweise gegen je einen
Grenzpunkt konvergieren miissen, da ja vorher schon festgestellt
wurde, daB8 die Menge der Divergenzstellen nirgends dicht sein
kann. Wiurden nédmlich die beiden Intervallfolgen gegen je ein
Grenzintervall konvergieren, so miifiten alle Naherungspunkte, die
ein Punkt eines der beiden Intervalle liefert, in ihnen verbleiben,
wir hétten also im Widerspruch mit dem obigen Ergebnisse zwei
Divergenzintervalle.

Ubrigens 148t sich auch durch direkte Rechnung zeigen, daf
diese beiden Intervallfolgen gegen je einen Grenzpunkt konver-
gieren, wenn man beachtet, daf}

© (w;) — 7 (w) r oy Gy) - T (wy)
fim Wy, — 1w =¥ () = S (wy)? :
= 1w,

das Verhiltnis eines unendlich kleinen Intervalles mit dem End-
punkte v (w,) zu seinem Riickbilde mit dem Endpunkte v, darstellt.
Man rechnet fiir unser Beispiel leicht nach, daff o' (w) fiir das in
Betracht kommende Intervall stets kleiner bleibt als 1 — e, wo
ein fester positiver echter Bruch ist, so dafi die Riickbilder der
fraglichen Intervalle sich tatsdchlich auf zwei Punkte zusammen-
ziehen mdlssen.
Es seien also p' <t 1 und p > 1 diese beiden Grenzpunkte,

dann gilt

¢ (p)=p und 9 (p)=p
oder

0, () = p und =2, (p) =p/,

es bilden also p und p’ ein Paar von Periodenpunkten
zweiter Ordnung. Aus ihrer Entstehung erkennt man, dafl sie
Hiufungsstellen von Riickbildern aller Punkte der sw-Achse sein
miissen, insbesonders also auch der Endpunkte der oben ge-
fundenen Konvergenzintervalle. Es gibt daher auch in jeder
Umgebung von p und p’ stets Punkte, aus denen sich eine Folge
von Naherungspunkten herstellen 146t, die einen beliebig vor-
gegebenen Punkt der sv-Achse enthdlt. Man sieht leicht, daffi man
auf dhnliche Weise Periodenpunkte von beliebiger Ordnung
herstellen kann. Dafl man hier durch eine geeignete Umkehrung
des Newton'schen Nidherungsverfahrens die Periodenpunkte erhilt,
ist keineswegs eine bloS an unserem Beispiele zutage tretende
zufdllige Erscheinung, sondern nur ein Sonderfall der Iteration vor



414 A Huber,

Zweigen einer algebraischen Funktion vom Geschlechte Null, gj,
vielleicht in einer spateren Arbeit ausfiihrlicher behandelt werden wiry

Von den eben angetroffenen génzlich verschiedene Verhy).
nisse konnen jedoch dann eintreten, wenn der von der Nullsteys
von f"(w) gelieferte Nidherungspunkt mit Keiner Nullstelle o,
J' (w) zusammenfillt, wie wir an dem Beispiel f(w)z= n+ _
— 2w + 2 = 0 sehen werden. Es wird hier

o (1) = 2 w? —1
plw)=2. Snw?—2

also ©(0) = + 1 und o (+ 1) =0, es bilden somit die Nullstelle
#' =0 von f” (w) und der rechts von der grdfSiten Wurzel von
/' (w) = 0 liegende Punkt p = + 1 ein Paar von Periodenpunkten
zweiter Ordnung. Diese weisen aber ein ganz anderes Verhalten
auf als die Periodenpunkte des vorigen Beispieles. Entwickeln wir
ndmlich

8 (w* — 1)* — (3 w2 — 2)
Bw? —2).[4(w? — 1) — 2 (3w?* — 2)%]

[e(w)] =2

-6

an der Stelle w — 0, so kommt

w9 (1)) = 9 n? +

Ist also ', geniligend klein gewiihlt, so wird
Wy = 9 (wy) = 2 [%(w)] < w,

Es mufl daher auch eine grofite Umgebung W von p/ = 0 vor-
handen sein, so dafi jeder Punkt aus I’ eine Folge von Ndherungs-
punkten liefert, welche die beiden Punkte p’ und p zu Haufungs-
stellen hat. Die Punkte des Riickbildes 1 von 1/, das den Punktp
in seinem Innern enthilt, besitzen offenbar die gleiche Eigenschaft.
Es sind also 1l und 1/ Divergenzintervalle, und indem wir
alle moglichen Riickbilder von 1 herstellen, die natlirlich wieder
Divergenzintervalle sein miissen, sehen wir, daf bei unserem
Beispiele sogar unendlich viele Divergenzintervalle auf-
treten.

Wir werden spéter allgemein zeigen, dafi immer dann, wenn
ein Periodenpunkt beliebiger Ordnung in gentigender Nidhe einer
Nullstelle von f” (w) liegt oder gar mit einer solchen zusammen-
fallt, Divergenzintervalle auftreten miissen. Wenn wir dieses
Ergebnis jetzt schon beniitzen, so kénnen wir leicht einsehen,
daff auch in dem Falle, wo der Schnittpunkt der Wendetangente
der kubischen Parabel z — f(w) zwischen die beiden Nullstellen
von f' (w) fallt, unendlich viele Divergenzintervalle vorhanden sein
kénnen. Nehmen wir zunidchst an, f(w) =0 habe die Doppelj
wurzel § und es sei 7<<B die zweite Nullstelle von f' (1}
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wobel f(1) =0 sein soll. Ferner sei f”/(3) = O, dann ist offenbar
5 (3) = 6, <<f und allgemein ¢ (3,) = 0,41 <<f (=1, 2,. .). Die
Gleichung f() + ¢ = 0, wo ¢ > 0, hat dann nur mehr eine reelle
wurzel und die den Punkten 8, entsprechenden Punkte &, sind bis zu
einem gewissen 7 — 1 (¢) nach rechts geriickt und aufler &/, selber
noch Kkleiner als 3. Wir konnen dann e sicher so wihlen,! dafi
¢ (o) = 8 wird, so daB g, 8, . 85, ein (i + 1)-Tupel von Perioden-
punkten (1 + 1)-ter Ordnung bilden. Nach dem vorweggenommenen
Satz gibt es daher auch 7z + 1 Divergenzintervalle, deren Riickbilder
unendlich viele weitere liefern. Da es schon genligen wiirde, wenn
pofl in gentigender Nachbarschaft von 3 ein Punkt &) vorhanden
wire, so dafl =, (B) =8, also ¥, =@ N ==12 u+1)
Periodenpunkte von der gewiinschten Beschaffenheit werden, so
sieht man, dafl das Auftreten von Divergenzintervallen bei kubischen
Gleichungen mit blof einer reellen Wurzel keine Seltenheit sein
wird, wenn nicht der im vorigen Beispiel erledigte Fall eintritt,
wo 2 (8) = § wird. Diesen Fall auBleracht gelassen, wire noch die
Frage zu erledigen, ob nicht fiir jedes e = 0 Divergenzintervalle
vorhanden sind. Diese Frage miissen wir jedoch offen lassen.

In dhnlicher Weise kdonnte man auch flir Gleichungen héheren
Grades die Konvergenzintervalle aufsuchen, doch werden schon
fir Gleichungen vierten Grades so viele Fallunterscheidungen notig,
daf3 die Betrachtungen &dufierst verwickelt werden. In den folgenden
Uberlegungen lassen wir daher die Beschrinkung auf reelle Werte
fallen und legen ihnen die komplexe Zahlenebene zugrunde.

b) Im Komplexen.
Wir gehen aus von der Gleichung
fw)y ' 4 a w4 + ay1w + a, =0,

deren Koeffizienten irgendwelche komplexe Zahlen sein sollen.
Fir die Newton'sche Iterationsformel ergibt sich sodann:

w. f () — f(w)

() =

-G

S (w)
(n— D" + n—2)a, W=t + ..+ a,_sw®—ay
=t (i — 1) a, w2 + +2a,_ow 4+ d,_y

welche Beziehung wir in die Form setzen:
Fov, )= — 1) w" + [(n— 2)a, —nz] w1+

+[(n—3)a, —(n—1)a, 2] w2+

1 Man sicht nimlich unmittelbar, dafi die Gleichung, aus der  so bestimmt
werden kann, daB ¢ (3)) = & wird, von ungeradem Grade sein mug.
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+[v—Day_y— @+ a1z 0w +
+ [ap—2— 3 a,—sz]w*— 2a, 22w —
— ay—12— a, = 0, (1y

wo wir s als Funktion von betrachten. Aus den beidep

Gleichungen
Fow,2)=@E—w).f (w) + fw)=0

o F ”

i = (3 — ). w)=20

G =) )
erkennt man sofort, dal die Wurzeln a,, a,, o, von f () =
kritische Stellen von F (s, 2) = O sind. Ferner ist leicht zu sehep,
dal die 7 — 2 {brigen kritischen Stellen von den Punkten

T =0 ) (x =1, 2, 12 — 2) gebildet werden, wo #” (f,) = 0.

Wir untersuchen nun, ob und welche Verzweigungen an diesen
kritischen Stellen stattfinden, und beginnen dabei mit den
Wurzeln a,. Setzen wir

SO =0 —ay (w—ays  (w—a)r,
(v +v, + A ve=mu)

ferner
r

b (w) = l—l (W — ay),

i=1

so ergibt sich fiir die Iterationsformel

s=0(w) =w—— b (w)
NIRRT N
w — o; i
i=1
oder
r
Al L (1
(z—mw) —wif—_——?y—— vi + & (w) = 0,
i=1 i

woflir wir auch schreiben ktnnen

F(w,z) EZW $.(w,2) + ¢ () =0,

i=l1
wobei gesetzt wurde

b, ) =(w—ay). (w—oi)(w—2) (W—2 41) (00 — 2
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pie Funktion F(w,z) reduziert sich also in dem Falle, wo die
Gleichung f(w) = 0 mehrfache Wurzeln besitzt, auf eine Funktion
r-ten Grades in s, die irreduzibel ist. Jede v-fache Wurzel von
f@v) =0 bewirkt die Abspaltung von v — 1 konstant bleibenden
Zweigen von w = v (), was ja im Reellen geometrisch unmittelbar
einfeuchtet. Schon daraus erkennt man, dafl eine mehrfache Wurzel
von f(w) =0 keine Verzweigungstelle von w — w () sein Kkann,
was auch die Entwicklung an dieser Stelle sofort zeigt; denn sei
etwa
Sfw)y=n’. gw),

(¢[00, v=1)

so wird aus (1)
Fv, )= — )" + + veay—yv1— ( + 2)ay_y_2z] Wt 4
+[(v—Day—s— @+ a1 z]w —
—v.dy_y.2. w1 =0,

also F(w,2) wird reduzibel und es ergibt sich nach Abspaltung
von 7¥~! eine Entwicklung

wihrend die Ubrigen mit nicht verschwindenden konstanten Gliedern
beginnen, die wir als untereinander verschieden voraussetzen
wollen, es sei also kein v, =

Ist aber v =1, so wird, wenn wir uns diese Wurzel in den
Ursprung verschoben denken, in (1) @, = 0 und 4,130, so daB
wir, wenn noch a,_p2=£0 vorausgesetzt wird, im Ursprung die
beiden adjungierten Entwicklungen erhalten:

i ay—1
W, = 4+ +
| aAp—2
/ any—1 ’
wy, = —\/ L2t 4
-2

‘Wir haben somit das Ergebnis:

»KEine einfache Wurzel o von f(w) = O ist ein einfacher
Verzweigungspunkt von w = w (), wenn f”(a) 3=0 und kein
Yo =0 ist.«

Nun sei a eine solche Wurzel von f(w) = 0, fur die

S (e)z0; f1(e) = =F®(a) = 0; fE+Y(e) 0.
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Denken wir uns « wieder in den Nullpunkt verschoben, so habep
wir in (1)

a, =0; a,—y :t 0; ay— = = Ay = 0; @y :‘: 0
zu setzen, so daf:

Fw,e) = — D)+ ... +*ay_y_1 — &+ 2) ad,_,_gz] e+l

— @+ Daj—p—gzw*—a,_1z2=0 ()

Es ergeben sich sodann die folgenden adjungierten Entwicklungen:

1

1
Ay \ a1 w1 .
n—1 .z —=+...,(=12, % —+1)

[
w;, = ¢ ’ —_
] . 1 |
“t J( L P
1

wo §,4y eine primitive (x + 1)-te Einheitswurzel ist, und wir
konnen daher sagen:

»Ist eine einfache Wurzel o von f(w) =0 eine (z —1I)-
fache Nullstelle von f” (w) und sind die iibrigen 7,32, so
ist o ein x-facher Verzweigungspunkt von w = 1w (z).«

Wir untersuchen nun die Stellen 7, und nehmen an, die
Stelle B sei so beschaffen, daf

FOF0 F@FG M@= = EE=0; fer@) 0.
Verschieben wir f in den Nullpunkt, so wird
a,F0; a,_130; a,_o= = @yuet =0; ay_poF G
und daher
Fw,2)=m—1) " + + [+ Da,_yo—
— (A 4+ 3 ay_nsz] Wt — (ot + 2 ay_ oz 2wt —

— ay12—a, = 0.

Da nun 1 =9 (0) = — ‘—li%— wird, so wird, wenn wir z =7 +

setzen

Fw, )=@— Dt + — (+ 2) By ({ + O) . —
—a,—1 (=0,

woraus wir die folgenden adjungierten Entwicklungen finden:
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( _t L
; — ay—1 w1 | w1
w; =& | & Az —
'j Cx+1’( 7k + 2) dpns ) ( 0 +

=12 »+1
wo Cx41 wieder eine primitive (x 4+ 1)-te Einheitswurzel ist.

Ist auch f’/(B) =0, so setzen wir = —-und erkennen, da

¢

dann im Unendlichen ein «-facher Verzweigungspunkt vorhanden
ist und ein Zweig, der dort mit keinem anderen zusammenhingt,
einen Pol erster Ordnung aufweist. Das Ergebnis fassen wir nun
in den Satz:

»Ist B eine x-fache Nullstelle von f/ (w) und f ()0,
s0 ist 1 =9 () ein =-facher Verzweigungspunkt von
w=mw (z), wenn die tibrigen 71, 3= sind.«

Um schlieilich noch den Fall zu erledigen, dafl in den bisher
immer aufler acht gelassenen Entwicklungen unter den konstanten
Anfangsgliedern mehrere gleiche vorhanden sind, nehmen wir an,
es sei

Fo)=0; f/ () F0; @)= =/O()=0; [+ () =0,

Denken wir uns ¢ wieder in den Nullpunkt verlegt, so ergibt sich
aws (2) zur Bestimmung der konstanten Anfangsglieder der iibrigen
Entwicklungen die folgende Gleichung:

et () = —1) ¢+ (n —2)a 1+ A+ Ay =
=cfl(c)— f(c)=0.

Soll nun % (¢) = (¢ — P)*. % (c) werden, wo % (8) 3= 0, so muB { eine
(l— 1)-fache Wurzel von f” (w) = 0 sein. Es folgt ndmlich einer-
seits aus
et h(e) =c¢.f1 () — f(c),
daB
dlcti.h(c) _ "
R S (e),
inderseits aber aus
et B (¢) = et (c — B). 7 (0),
daB
241 ==
e A0}

% daf} tatsdchlich
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F ) =c* 1. (c—pY~'. k(o).

Nach den bereits ausgesprochenen Sitzen liegen daher in z —,
ein »-facher und ein (! — 1)-facher Ve1zwe1gungspunkt ubexemande,
wenn nicht noch weitere Anfangsglieder der (ibrigen E,nt\vwklungen
gleich werden. Ahnlich verhilt es sich natiitlich auch in einepm
Punkte v = o (B) = » (), wo f” @) =" (B’) =0, und es ist leich
zu sehen, 1ie noch Lkompliziertere Verzweigungen entstehep
konnen.

Wir konstruieren nun in der liblichen Weise die Riemann’scle
Flache von F(mw,z) = 0, indem aus einem reguldren Punkt s der
z-Ebene nach den einfachen Wurzeln «, und nach den Punkten -,
doppelpunktfreie und einander nicht schneidende Linien L, ziehen,
Indem wir dann s solche entlang der Linien L, aufgeschnittene
Blatter {ibereinanderlegen und den Verzweigungen entsprechend
untereinander verbinden, erhalten wir die Riemann’sche Fldche, die
hier natlirlich vom Geschlechte p — O ist. Jenen Zweig, der im
Unendlichen den Pol erster Ordnung hat, bezeichnen wir mit w, ()
und denken uns seinen Wertevorrat liber dem ersten Blatte 8
ausgebreitet. Jeder Zweig w, (z) bildet sodann das Blatt 8, aul
dem er ausgebreitet ist, auf einen endlichen Bereich 8, der
w-Ebene ab, ausgenommen w, (2), der das Blatt B, auf einen das
Unendliche enthaltenden Bereich %/ der s-Ebene, beziehungsweise
w-Kugel abbildet. Es ist ferner klar, dafi die Gesamtheit der
Bereiche 3, die sw-Ebene einfach und liickenlos {iberdeckt, wenn
fiir eine geeignete Rdnderzuordnung der Blétter gesorgt worden ist.
Es soll noch bemerkt werden, daffi die Rander der Bereiche durch
die Punkte o, und B, hindurchgehen und dort Ecken aufweisen
konnen, sowie dafi jeder Bereich %) (x#==1) in seinem Inneren
eine Nullstelle von f7 (w) enthalten muB.. Da bei der angedeuteten
Konstruktion der Riemann’schen Flidche jedes Blatt offenbar nur
einen einzigen Rand bekommt, wenn wir es entlang der Uber-
gangslinien aufschneiden, so miissen die Bereiche 3B in der w-Ebenc
alle einfach zusammenhéngend sein.

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun die zur einfachen
Wurzel o gehdrige maximale Konvergenzumgebung herstellen. Um
gleich den allgemeinsten Fall zu erledigen, nehmen wir an, daf
ein mehrfacher Verzweigungspunkt sei und dafi die Zweige
Wy, (2), Wy, (2), 10, () einen h-gliedrigen Zyklus bilden, wobei

Wy (%) = Wy, (0) = ..o =0y, (1) =2

sein soll. Um die anderen Zweige, die etwa noch in o zusammen-
hidngen, haben wir uns vorldufig nicht zu kiimmern. Wir legen
nun die Riemann’sche Fliache so auf die w-Ebene, dafi entsprechende
Punkte sich decken und ziehen in der w- Ebene um o, als Mittel-
punkt einen Kreis &, dessen Radius p wir so Kklein wihlen, dal
fir w—o <p stets |9 (w)—a|="'c—a, <p bleibt, es soll
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also in §% das Newton’sche Verfahren gegen o konvergieren. Nun
errichten wir iiber R einen Zylinder und schneiden mit seinem
Mantel alle Blitter der iiber der sw-Ebene liegenden Riemann’schen
Fliche durch. Von den innerhalb jenes Zylinders liegenden, ge-
trennten Stlicken der Riemann’schen Fliche nehmen wir jenes,
das von den Bldttern B,, ., By, herrlihrt und an dem

eventuell auch andere Blatter noch beteiligt sind, wenn innerhalb &}
aufler & noch ein Verzweigungspunkt v liegt, in dem das eine
oder andere der Blitter B,, B, B, mit anderen Blittern
zusammenhidngt. Wegen p = 0 ist das in Rede stehende Stiick
der Fldche einfach zusammenhidngend und wir bezeichnen es
mit §,. Nun bilden wir durch w () diesen mehrblittrigen Bereich &,
auf die w-Ebene ab, wodurch wir dort einen schlichten, einfach
zusammenhingenden Bereich &) erhalten, der natiirlich &) als
Teilbereich enthdlt. Mit &) verfahren wir genau so wie oben mit &
und bezeichnen den so erhaltenen mehrblétterigen Bereich, der &,
als Teilbereich enthalt, mit &,. Die Abbildung von &, durch w (2)
liefert uns in der w-Ebene einen §] enthaltenden, schlichten und
einfach zusammenhingenden Bereich §4. Indem wir mit & das-
selbe Verfahren fortsetzen und so ad inf. fortfahren, erhalten wir
in der w-Ebene eine Folge von einander einschliefenden Bereichen:

/ o/ /
<= <= <..... ,

welche gegen einen sich eventuell auch nach einer oder mehreren
Richtungen ins Unendliche erstreckenden Grenzbereich & »kon-
vergieren«, der sodann offenbar unsere gesuchte maximale Kon-
vergenzumgebung darstellt und dessen Randkurve R/ durch das
Newton'sche Verfahren in sich Ubergehen muf, es ist somit jeder
ihrer Punkte ein Divergenzpunkt.

Wenn das Blatt 8, zu keinem der Bereiche &, einen Betrag
liefert, dann mufi die Konvergenzumgebung ganz im Endlichen
liegen. In diesem Fall ist auch leicht zu erkennen, dafi alle &
von einem bestimmten Index # angefangen aufler o noch einen
oder mehrere Verzweigungspunkte 7 enthalten missen, da sich
sonst die unmogliche Folgerung ergidbe, dafi auf der Rardkurve R’
eine Wurzel von f(w) =0 ldge. In gewissen Fillen kann man
noch zeigen, dafl auf R’ Periodenpunkte jeder Ordnung liegen
miissen, aber damit dlrften wohl alle allgemeinen wichtigeren
Aussagen Uber die Randkurve R’ erschopft sein.

Aus der eben gefundenen maximalen Konvergenzumgebung
kann man nun leicht die Gesamtheit aller zur Wurzel a gehorigen
Konvergenzbereiche herstellen. Wir nehmen zundchst an, es
schneide der tUber & errichtete Zylinder aus der Riemann’schen
Fliche auBer & noch andere voneinander getrennte Stiicke
My, M, . Mg, aus, die ebenfalls einfach zusammenhinigend
sind. Wir bilden diese Stiicke durch w () auf die schlichten

Sitzungsberichte d. mathem.- naturw. Kl., Abt. ITa, 134. Bd. 32
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Bereiche My, M4, . M; der w-Ebene ab, die weder unte,.
einander noch mit -& innere Punkte gemein haben und fiir gj.

offenbar
K= (=12 &)

Mit jedem 9}, koénnen wir nun dasselbe wie mit & machen ypq
erhalten so die neuen Konvergenzbereiche

Iy Iy

S £
NN g
L s
=1 i,=1

wobei g, von 4, abhdngen wird. Indem wir in der angegebenen
Weise fortfahren, erhalten wir eine unendliche Menge von Kon-
vergenzbereichen, so daff wir die Gesamtheit aller Bereiche, von
denen aus das Newton'sche Verfahren gegen die Wurzel o kon-
vergiert, symbolisch in folgender Weise angeben kénnen:

8 &2 s
M | —
MY N, .
iy=0 {=0 ;=0

wobei ¢, =<7 —h, g, = aber von den Indizes 4. 4,, i, ab-
hdngig ist und alle 7,4, = O(p = 1,2, ) zu setzen sind, wenn

i, = 0, wo dann
/ J— /
Mi,i,...i,_jo= M i iy

kA
und insbesondere Mp 0.0, = K.

Wenn aber der Zylinder itiber & nur ein einziges Stiick &
ausschneidet, dann ist offenbar eine derartige Erweiterung der
maximalen Konvergenzumgebung nicht méglich. Ist also ins-
besonders o eine einfache Wurzel der Gleichung f(w) =0, die
im ganzen 7 verschiedene Wurzeln hat, und eine (» — 2)-fache
Nullstelle von f/ (w), dann hingen in « alle »-Bldtter in einem
Zyklus zusammen, und die Gesamtheit der Konvergenzstellen
reduziert sich blof auf die maximale Konvergenzumgebung, die
sich allerdings hier nach (# — 1)-Richtungen ins Unendliche er-
strecken kann. Ein solches Verhalten zeigt insbesonders die
Gleichung w* + a w = 0 hinsichtlich der Wurzel w = 0.

Unsere Betrachtungen zeigen, da die Menge aller zu einer
Wurzel gehorigen Konvergenzbereiche einen recht verwickelten
Bau haben muf und da es daher wohl ein aussichtsloses Be-
mihen \ire, wollte man fiir die Konvergenz des Newton’schen
Verfahrens notwendige Bedingungen aufsuchen in Form von
Relationen zwischen den Koeffizienten der Gleichung und dem
Anfangswert.

Von den Rédndern der Konvergenzbereiche haben wir schon
gesehen, dafl alle ihre Punkte Divergenzstellen sein miissen. Es
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gibt tatsédchlich Gleichungen, deren sdmtliche Divergenzstellen nur
eindimensionale Kontinua erftillen, es gibt aber auch solche, deren
Divergenzstellen zweidimensionale Kontinua bilden. Dabei spielen
die Periodenpunkte eine wichtige Rolle, die wir nun untersuchen
-vollen.

II. Periodenpunkte.

Bezeichnen wir mit ¢, (w) die I-te Iterierte von o (w), so ist
jede Wurzel von mw = o;(w) ein Periodenpunkt I[-ter Ordnung.
Darunter befinden sich natiirlich auch die Wurzeln von f(w) =0
selbst sowie alle Periodenpunkte, deren Ordnung cin Teiler von !/
ist. Von diesen wollen wir jedoch absehen und p; nur dann einen
Periodenpunkt /-ter Ordnung nennen, wenn p;— o, (p) nur fir
»7= 0 () gilt, also fiir kein % << 1.

Es sei w = 0 ein Periodenpunkt I-ter Ordnung, so daff die
Entwicklung von ¢; (w) in der Umgebung dieses Punktes folgende
Gestalt bekommt:

m=q, W+ g, w* +
Wir unterscheidenn nun drei Arten von Periodenpunkten je nachdem
]lql fi—' 1, und zwar:
«qy, << 1. Fir geniigend kieine jw| wird dann |z|<Iw! und wir
sprechen von einem anziehenden Periodenpunkt.

g, = 1. Flr genligend kleine iw| wird dann |z!=>|w]|, und wir
nennen den Periodenpunkt abstofiend.

;| = 1. Das Verhalten von |z ist ungewiff, und wir nennen den
Periodenpunkt neutral.
) dw; (1) , " .
Indem wir ¢, = dw durch f; /7 und f" ausdriicken,
' w=0

kénnen wir leicht sehen, wie die Beschaffenheit eines Perioden-
punktes von seiner Lage gegen die Nullstellen von f” (w) abhingt.
Beachten wir, daB o, (w) = ¢, [9.—1 (w)], so ergibt sich un-
mittelbar:

1—1
A m) _ [ 49
dw d o,

2=0

Wobei insbesondere v, = ¢ und o, —w zu setzen sind. Nun:
st aber:

do 4 o — Sfw) ] fw) S (w)
dw ~— dw S | S (w)?
Wodurch:
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do,(w) . S (o) - S (p)
dw S (90)?

2=0

Daraus entnehmen wir, dafl die Wurzeln von f(w) =0 die Rojje
von anziehenden Periodenpunkten spielen, doch wollen wir davop
absehen und uns nur mit den friher definierten eigentlichey
Periodenpunkten I-ter Ordnung befassen. Ein solcher wird also eip
anziehender sein, wenn er sich in genligender Nidhe einer Ny|.
stelle von f’(w) befindet. Es ist ferner klar, daB man stets
Gleichungen vom Grade # = 2 bilden kann, die anziehende Perioden-
punkte irgendwelcher Ordnung aufweisen. Wenn aber eine Gleichung
anziehende Periodenpunkte hat, dann ist auch schon die Existenz
von zweidimensionalen Divergenzkontinuen sichergestellt. Denp
jeder Punkt einer geniigend kleinen Umgebung eines anziehenden
Periodenpunktes I-ter Ordnung liefert offenbar eine Folge von
Naherungspunkten, welche die Periodenpunkte des I-Tupels, zu
dem der erste gehort, als Haufungsstellen hat. Durch ein ent-
sprechendes Verfahren, wie wir friher die maximale Konvergenz-
umgebung einer Wurzel der Gleichung f(w) = O ermittelt hatten,
liefen sich auch hier die maximalen Divergenzumgebungen finden,
die zu den einzelnen anziehenden Periodenpunkten gehoren. Wir
konnen also sagen:

»Es gibt Gleichungen von jedem Grade n>2, die
anziehende Periodenpunkte haben, und wenn eine Glei-
chung anziehende Periodenpunkte aufweist, dann besitzt
sie auch zweidimensionale Divergenzkontinua.«

Mufiten wir die anziehenden Periodenpunkte in der Umgebung
der Nullstellen von f’(w) suchen, so werden wir abstofiende
hingegen in der Nihe der Nullstellen von f7(w) antreffen kénnen.
Wie aus der Entwicklung von ¢ (w) in der Umgebung von w =
unmittelbar zu ersehen ist, spielt w — oo die Rolle eines abstofienden
Periodenpunktes erster Ordnung. Ferner ist Kklar, daffl man
Gleichungen jeden Grades mit abstoflenden Periodenpunkten an-
geben kann.

Fiir die quadratische Gleichung kann ‘man leicht direkt
zeigen, daB alle Periodenpunkte abstofiend sind und auf
der Symmetralen der Verbindungsstrecke der beiden
Wurzeln tiberall dicht liegen. Es ist ndmlich zunéchst, wenn
wir f(w)=w? + a setzen, wo a>=0, was ohne Beschrdnkung
der Allgemeinheit geschehen kann, ohneweiters aus Symmetrie-
griinden Kklar, daf die reelle Achse die Grenze der Konvergenz-
gebiete fiir die beiden Wurzeln ist, es mufi also jeder Perioden-
punkt auf ihr liegen und abstofiend sein. Wenn man ferner durch

o Wi \Va

w—i\/a
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die reelle Achse auf den Einheitskreis abbildet, kann man leicht

erkennen, daf} auf ihm die Bilder der Periodenpunkte tiiberall dicht

liegen, also auch die Periodenpunkte selbst auf der reellen Achse.

A\

Beachtet man nidmlich, dafi wegen w;, = ¢ (w) — (15 <1 — L)
2 w

w? + 2iw\/a—a

w?— 24w \/:z—a

(W (W) = (w,) =

wird, so erkennt man, dafi zwischen der Amplitude ¢, von 7 (w,)
und der Amplitude ¢ von 7 (w) die einfache Beziehung besteht:

h=20

Soll also W; die Amplitude des Bildes eines Periodenpunktes I-ter
Ordnung sein, so muf

Lpl-l- 2%75:21.4)1
oder

2% 1
by = “1 (h=1,2,.. 21—1)

20—
fir v =2—1 wird ¢;=2x ~ 0, wir erhalten also unter unseren
Periodenpunkten auch den unendlich fernen Punkt der reellen
Achse. Sehen wir von diesem ab, so bleiben noch 2/ — 2 ubrig,
was damit tibereinstimmt, daf8 die Gleichung 2’-ten Grades ¢; (w) = w
die Periodenpunkte /-ter Ordnung und die Wurzeln 4 i\/a von
f(w)=0 zu Wurzeln hat. Die auf dem Einheitskreis licgenden
Bilder der — eigentlichen und uneigentlichen — Periodenpunkte
Iter Ordnung sind also (2! — 1)-te Einheitswurzeln und liegen
daher fiir I =2, 3, sicher tiberall dicht auf dem Einheitskreis.

Uber das Verhalten des Newton’schen Verfahrens in der
Umgebung eines neutralen Periodenpunktes, wo |g,| =1
war, lie§ sich vorldufig keine Einsicht gewinnen, wenn nicht
liber die anderen Entwicklungskoeffizienten ¢,, ¢, ... weitgehende
Voraussetzungen gemacht werden.
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