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Die achsonometrischen Sitze von Kruppa und
Pohlke’s Satz im nichteuklidschen Raume
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Dr. Ludwig Hofmann in Wien
(Mit 10 Textfiguren)

(Vorgelegt in der Sitzung am 21. Jdnner 1926)

E.Kruppa (Wien) hat in seiner Arbeit: »Zur achsonometri-
schen Methode der darstellenden Geometrie«! die lineare
Achsonometrie begriindet. Seine Betrachtungen gipfeln in einem
Satze?, der als die weitestgehende projektive Verallgemeinerung des
Pohlke’schen Satzes aufzufassen ist. Es zeigt sich nun, daff der
wesentliche Inhalt jenes von Kruppa aufgestellten Satzes mit rein
projektiven Mitteln erwiesen werden kann. Der so erhaltene Satz
tragt rein projektiven Charakter und soll hier als »Satz von
Kruppa« bezeichnet werden.

Dieser Satz kann nun als Ausgangspunkt zum Aufbau der
Achsonometrie genommen werden. Studiert man die projektiven
Beziehungen des Satzes von Kruppa zu einer beliebigen als
»absoluter Kegelschnitt« ausgezeichneten Kurve zweiter Ordnung,
so ergeben sich in strenger Systematik alle von Kruppa in der
erwdhntnn Arbeit aufgesteliten Sitze. In das so errichtete Gebidude
fligt sich letzten Endes auch der Pohlke'sche Satz organisch ein.

Der Satz von Kruppa leistet aber noch viel mehr. Wegen
seines projektiven Charakters kann dieser Satz n&mlich auch einer
nichteuklidschen Metrik zugrunde gelegt werden. Die projektiven
Beziehungen des Satzes von Kruppa zu einer beliebigen als
»absolute Fldache« ausgezeichneten Flache zweiter Ordnung liefern
eine Reihe von Sitzen, die den von Kruppa flir den Fall der
euklidschen Metrik abgeleiteten vollkommen analog sind. Schliefilich
kann man Sidtze aufstellen, die eine vollkommene Analogie mit dem
Pohlke’schen Satz (in seinen verschiedenen Formulierungen) auf-
weisen und geradezu als Pohlke’'s Satz im nichteuklidschen
Raume zu bezeichnen sind.

Ich betrachte es als meine Pflicht, nicht unerwédhnt zu lassen,
da mir die Anregung zu dieser Arbeit aus dem Studium der

1 Sitzungsber. (math.-nat.) Wien, 1910, 119, Abt. Ila, p. 487 bis 506. Die
daselbst aufgestellten Sdtze finden sich in mancher Beziehung ergidnzt und in iiber-
sichtlicher Weise zusammengestellt in dem fundamentalen Werk: E. Miiller, Vor-
lesungen f{iber darstellende Geometrie, I. Bd.,, Die linearen Abbildungen, be-
arbeitet von E. Kruppa, Leipzig und Wien, 1923, p. 172 ff. — Im folgenden
zitieren wir dieses Buch kurz als »Vorlesungen.<

2 Vorlesungen, p. 185, Satz 2.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. IIa, 135. Bd 3
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»Vorlesungen« erwuchs. Die meisterhafte konstruktive Handhabung
der euklidschen Metrik, wie sie Herr Professor Miiller lehrt, bewog
mich, auch eine konstruktive Behandlung der nichteuklidschen Metrik
zu versuchen; dafl es auf dem Gebiete der Achsonometrie geschah,
dazu veranlafiten mich die eleganten Sitze, die hier Herr Professor
Kruppa schuf.

1. Der Satz von Kruppa.

Das allgemeinste lineare Abbild! der Punkte des Raumes
auf die Punkte einer Ebene II wird erhalten, indem man die ersteren
aus einem Punkte s des Raumes projiziert und das so erhaltene
Strahlenbilindel, wir nennen es das projizierende Biindel, kollinear
auf das Punktfeld in II abbildet. Jedem von s verschiedenen Punkt
des Raumes ist dadurch ein Punkt von II zugeordnet, jeder Punkt
von Il aber ist das Bild der oo! Punkte des ihm kollinear ent-
sprechenden Strahles des projizierenden Biindels s.

Anstatt das projizierende Biindel s kollinear auf II abzubilden,
kann man es auch zundchst mit einer beliebigen nicht durch s
hindurchgehenden Ebene II; schneiden und das so erhaltene Punkt-
feld kollinear auf II abbilden. Jedes lineare Abbild der Punkte des
Raumes auf die Punkte einer Ebene kann demnach immer als
kollineare Ubertragung eines Zentralrisses der ersteren aufgefafit
werden.

Es sei nun (Fig. 1) im Raume ein beliebiges projektives
Koordinatensystem mit den Fundamentalpunkten o,0,0,0, und
den Einheitspunkten e, e, ¢, gegeben. Weiters sei in einer Ebene II
eine aus zwei perspektiven Dreiecken o} of ol und el e} el und den
drei Perspektivitdtsstrahlen (e} o)), (e} ol), (el ol) bestehende Figur
gezeichnet. Das Perspektivititszentrum sei o! genannt. Eine solche
Figur soll nach dem Vorgange Kruppa's als »perspektives
Dreibein« bezeichnet werden.

Wir legen durch die Punkte ¢, ¢, ¢; die Ebene e = (¢, ¢, ¢,) und
bringen sie mit der Fundamentalebene o = (o, 0, 0,) des
Koordinatensystems zum Schnitt. Die Schnittlinie U der beiden
Ebenen geht durch die Schnittpunkte u, u, 2, je zwei derselben
Fundamentalebene angehdrenden Seiten der Dreiecke e, ¢, ¢, und
0, 0, 0, hindurch. Weiters konstruieren wir in der Ebene II die
Perspektivitdtsachse U’ der beiden Dreiecke e} e} ¢! und o} o} o} als
Verbindungslinie der Schnittpunkte «!u! u! je zwei entsprechender
Seiten.

Wir beziehen nun die Ebenen ¢ und II kollinear aufeinander,
indem wir den Punkten e, ¢, ¢, und der Geraden U der ersteren,
beziehungsweise die Punkte e} el el und die Gerade U’ der letzteren
zuordnen. In ganz analoger Weise legen wir eine Kollineation

1 Wir sagen »Abbild« und nicht »Abbildung«, denn zum Wesen einer Ab-
bildung gehort die ein- oder mehrdeutige Umkehrbarkeit, von der hier natiirlich nicht
die Rede sein kann.
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zwischen den Ebenen o und II fest, indem wir den Elementen
0,0,0, U von o die Elemente ofojof U' von Il zuordnen.
Jedem Punkt p von II ist also ein Punkt von ¢ und ein Punkt von
kollinear zugeordnet. Ordnet man nun die beiden letzteren Punkte
einander zu, so sind, wenn der Punkt p die Ebene II durchlduft,
die Ebenen ¢ und o ihrerseits kollinear aufeinander bezogen. In
dieser Kollineation ist, wie unmittelbar einzusehen, jeder der Punkte
u, 1, 1ty selbstentsprechend und daher die Gerade U punktweise
selbstentsprechend. Die Ebenen ¢ und o sind demnach perspektiv

Fig. 1.

kollinear; ihr Kollineationszentrum sei mit s bezeichnet. Ordnet
man dann jedem Punkt von II die Verbindungsgerade der ihm ent-
sprechenden Punkte von ¢ und o zu, so ist damit das Strahlen-
biindel s kollinear auf das Punktfeld in II bezogen und in dieser
Kollineation entsprechen’ den Strahlen durch e, e, e, o0, 0, 0,
respektive die Punkte e/ el el o} o} ol von II. Dem Strahl durch o,
entspricht dann natiirlich der Punkt o} von IL

Das in II gegebene perspektive Dreibein kann also erhalten
werden, indem man das im Raume gegebene projektive Koordinaten-
system aus dem Punkte s projiziert und das so entstehende Strahlen-
biindel kollinear auf II abbildet. Nach unserer Bezeichnungsweise
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ist demnach das perspektive Dreibein ein lineares Abbild des
projektiven Koordinatensystems.

Schneidet man das projizierende Bilindel s mit einer beliebigen
nicht durch s hindurch gehenden Ebene IT;, so kann das inII gegebene
perspektive Dreibein auch erhalten werden, indem man die Projektion
des gegebenen projektiven Koordinatensystems aus dem Zentrum s
auf die Ebene II, in geeigneter Weise kollinear auf die Ebene II
abbildet. Kommt insbesondere das Projektionszentrum s nicht auf
die Ebene II zu liegen, so kann die Ebene II, mit Il identifiziert
werden.

Damit ist der wesentliche Inhalt des in der Einleitung er-
wihnten, von Kruppa aufgestellten Satzes in projektiver Weise
dargetan. Den so erwiesenen rein projektiven Sachverhalt bezeichnen
wir als »Satz von Kruppa« und formulieren ihn folgendermafien:

Jedes in einer Ebene Il gezeichnete perspektive Drei-
bein kann immer als lineares Abbild, d. h. als kollineare
Ubertragung einer Zentralprojektion eines beliebig vor-
gegebenen rdumlichen projektiven Koordinatensystems
aufgefafit werden. Das Projektionszentrum s ist dabei ein-
deutig bestimmt und als Hilfsebene II; kann jede nicht
durch s hindurchgehende Ebene, i allg. also auch II selbst
gewdidhlt werden.

Der obige Satz behidlt seine Giiltigkeit bei, wenn in dem
perspektiven Dreibein die Punkttripel (e! e} el) und (0! o} o)) einzeln
oder auch beide auf je eine Gerade zu liegen kommen, oder wenn
zwei der drei Perspektivitdtsstrahlen in eine Gerade fallen. In allen
diesen Fillen gestaltet sich der Beweis ungemein einfach und soll
hier iibergangen werden.

Ist also im Raume ein beliebiges projektives Koordinatensystem
und als dessen Bild in einer Ebene II irgend ein perspektives
Dreibein gegeben, so ist dadurch nach dem Satz von Kruppa ein
lineares Abbild der Punkte des Raumes auf die Punkte der Ebene II
in dem von uns definierten Sinne festgelegt. Durch die ndmliche
Angabe ist nun aber auch eine linear-achsonometrische Ab-
bildung des Raumes auf die Ebene II festgelegt und das achso-
nometrische Bild eines Raumpunktes ist natiirlich identisch mit
seinem linearen Bild in obigem Sinne. Das Bild eines Raumpunktes
kann daher in doppelter Weise gefunden werden. Entweder man
projiziert den Punkt aus dem eindeutig bestimmten Punkt s und
konstruiert zu dem so erhaltenen Strahl des projizierenden Biindels
den ihm kollinear entsprechenden Punkt von II, oder man sucht in
der bekannten Weise durch Ubertragen der projektiven Koordinaten
desRaumpunktes dessen achsonometrische Nebenbilder und konstruiert
aus diesen dann das Bild des Punktes.
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Kennt man umgekehrt das Bild und ein Nebenbild oder zwei
Nebenbilder eines Raumpunktes, so kann daraus der Punkt im
Raume durch Ubertragen seiner projektiven Koordination gefunden
werden. Daraus ergibt sich eine Konstruktion fiir das Projektions-
zentrum s. Der Punkt s ist der einzige Raumpunkt, dem in der
vorliegenden Abbildung kein Bild entspricht; jedoch stellen, wie
unmittelbar Kklar ist, die Punkte o/ o} o! die Nebenbilder von s dar.
Es sind dann weiters die Punkte s!s!s! (Fig. 7) die Bilder der
AchqenprOJektlonen des Punktes s und die Doppelverhiltnisse
(o} of el sh), (ol olelsh), (ofolelsl) seine projektiven Koordinaten.
Ube1t1agt man diese auf die entsplechenden Kanten des Fundamental-
tetraéders, so erhdlt man daselbst die Punkte s,, s, s, und das
Projektionszentrum s ergibt sich als Schnittpunkt der drei Ebenen
(5 05 03), (Sp 05 01), (S5 01 03):

Die angegebene Konstruktion des Projektionszentrums s ist
auch dann noch ausfiihrbar, wenn bei reellem Koordinatensystem
0, 0y Og 04 e, €, ¢, und reellen Bildpunkten ol ololol die Bild-
punkte el e} e’ zum Teil oder insgesamt imaginér smd Dle imaginédren
Punkte denken wir uns natiirlich als Doppelpunkte von glelchlaufen-
den Involutionen auf den entsprechenden Strahlen des perspektiven
Dreibeines gegeben. Man kann dann, in der bekannten Weise mit
imagindren Elementen konstruierend, das Projektionszentrum genau
so wie im Falle durchwegs reeller Punkte erhalten. Es ergibt sich
stets ein imagindres Projektionszentrum, das als Doppelpunkt einer
gleichlaufenden Involution festgelegt wird.

Was nun die Darstellung der Ebenen betrifft; so werden
diese bekanntlich durch die “linearen Bilder ihrer Spuren auf den
Fundamentalebenen des Koordinatensystems festgelegt. Geht eine
Ebene durch das Projektionszentrum S hindurch, so fallen die Bilder
ihrer Spuren in eine Gerade und umgekehrt; man nennt solche
Ebenen projizierend.

2. Die achsonometrischen Sitze des euklidschen Raumes.

Die euklidsche Metrik besteht bekanntlich aus den projektiven
Beziehungen der Gebilde zur uneigentlichen Ebene und dem
in ihr liegenden absoluten Kegelschnitt. Wir wollen hier schritt-
weise vorgehen und zunidchst nur eine beliebig im Raume an-
genommene Ebene @ als »uneigentliche Ebene« auszeichnen
(affine Geometrie).

Wir denken uns im Raume ein projektives Koordinatensystem
und in der Bildebene II (Fig. 2) ein perspektives Dreibein beliebig
gegeben. Nach dem Satz von Kruppa ist dadurch eine linear-achso-
nometrische Abbildung des Raumes auf die Ebene II festgelegt und
man kann das Projektionszentrum s in eindeutiger Weise konstruieren.
Es besteht dann, wie wir gesehen haben, eine Kollineation zwischen
dem projizierenden Bilindel s und dem Punktfeld von II.
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Wir missen nun zwei Fille unterscheiden, je nachdem
niamlich der Punkt s aufilerhalb @ oder auf @ zu liegen kommt.
Im ersten Falle (Fig. 2) konstruieren wir die der uneigentlichen
Geraden U von II kollinear entsprechende Ebene & des Biindels s.
Legen wir dann die Hilfsebene II, durchﬂdie uneigentliche Gerade U,
von g, so gehen bei der kollinearen Ubertragung von II; nach II
die uneigentlichen Geraden dieser Ebenen ineinander tber. Das
perspektive Dreibein in II kann demnach als affine Ubertragung
der Projektion des gegebenen Koordinatensystems aus dem
Punkte s auf die Ebene II, erhalten werden.

Kommt nun anderseits der Punkt s auf die uneigentliche
Ebene  zu liegen, in welchem Falle Q in der achsonometrischen
Darstellung in II projizierend wird, so ist das Biindel s ein Parallel-
strahlenbiindel. Das perspektive Dreibein in Il kann dann nach
beliebiger Wahl der Hilfsebene II, als kollineare Ubertragung einer
Parallelprojektion des vorgegebenen Koordinatensystems auf-
gefafit werden.

Entspricht insbesondere (Fig. 3) in der zwischen der Ebene Il
und dem Biindel s bestehenden Kollineation der uneigentlichen
Geraden U von II die uneigentliche Ebene  im Biindel s, so ist
die Kollineation zwischen II;, und I eine Affinitiit.
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Je nachdem nun ein lineares Abbild der Punkte des Raumes
auf die Punkte einer Ebene II durch Zentral- oder Parallelprojektion
der ersteren auf eine Hilfsebene I, und darauffolgende Kkollineare
oder affine Ubertragung von II, nach II entsteht, soll von einem
zentral-kollinearen, zentral-affinen, parallel-kollinearen,
parallel-affinen Abbild gesprochen werden.

Im affinen Raume besteht also die folgende Verschéarfung
des Satzes von Kruppa: Jedes in einer Ebene Il gezeichnete
perspektive Dreibein kann entweder als zentral-affines
oder als parallel-kollineares (im besonderen als parallel-affines)

Fig. 3.

Abbild eines beliebig vorgegebenen rdumlichen projektiven
Koordinatensystems aufgefafit werden.

Wir wollen nun den zweiten Schritt tun und in der uneigent-
lichen Ebene @ (Fig. 2) einen beliebigen Kegelschnitt J als
»absoluten Kegelschnitt« auszeichnen.

Betrachten wir zunédchst den ersten der beiden oben unter-
schiedenen Fille, wo also das Projektionszentrum s nicht auf die
uneigentliche Ebene @ zu liegen kommt. In der zwischen der
Ebene II und dem Biindel s bestehenden Kollineation wurde bereits
oben zur uneigentlichen Geraden U von II, die im Biindel s ent-
sprechende Ebene ¢ konstruiert. Projizieren wir dann den absoluten
Kegelschnitt J aus dem Punkte s und konstruieren zu dem so er-
haltenen Kegel des Biindels s die ihm kollinear entsprechende
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Kurve J? von II, so stellt diese das achsonometrische Bild von J
vor. Den Schnitterzeugenden J; und J, der Ebene & mit dem
betrachteten Kegel entsprechen kollinear die Schnittpunkte 7/ und
i} von J* mit U. Legen wir nun wie oben die Hilfsebene II, durch
die Gerade U, hindurch, so entsprechen in der zwischen II;, und IT
bestehenden Affinitdt den absoluten Kreispunkten #, und 2, von II,
die Punkte #/ und 4 von IL. Diese Affinitit wird also dann und
nur dann eine Ahnlichkeit sein, wenn die Punkte #/ und 2} mit
den absoluten Kreispunkten 7 und #/ der Ebene I zusammenfallen,
wenn also der Kegelschnitt J? ein Kreis ist.

Man kann dann insbesondere die Ebene II;, durch U, so
legen, dafl die zwischen II und II, bestehende Ahnlichkeit eine
Kongruenz wird; es kann dies auf zwei Arten geschehen.

Wir haben somit den Satz I:

Ein in einer Ebene Il gezeichnetes perspektives Drei-
bein ist dann und nur dann einer Zentralprojektion eines
beliebig im Raume vorgegebenen projektiven Koordinaten-
systems kongruent, wenn das Bild des absoluten Kegel-
schnittes in der durch die Angabe festgelegten linear-
achsonometrischen Abbildung ein Kreis ist. Es gibt dann
eine Lage fiir das Projektionszentrum s und zwei zu s
symmetrische Lagen fir die Hilfsebene II;.

Es ist hier nun noch eine zweite Auffassung maoglich.
Sind ndmlich die Bedingungen des Satzes I erfiillt, so kann das
in II gegebene perspektive Dreibein auch unmittelbar als Zentral-
projektion eines zum vorgegebenen kongruenten Koordinatensystems
aufgefafit werden. Zum Beweise dessen braucht man ja nur das
aus dem gegebenen Koordinatensystem, dem Projektionszentrum s
und einer der beiden Hilfsebenen bestehende Gebilde derart kon-
gruent zu transformieren, dafi die in II; befindliche Zentralprojektion
in das in II gezeichnete perspektive Dreibein tlibergeht. Es kann
dies in zweifacher Weise geschehen (Kongruenz und Symmetrie).
Derselbe Vorgang kann dann auch fiir die andere Hilfsebene durch-
gefiihrt werden.

Der zweiten Auffassung von Satz I entsprechend gibt
es also zwei zu Il symmetrische Lagen des Projektions-
zentrums s und zu jedem s zwei dazu zentrisch-sym-
metrisch liegende Koordinatensysteme, von denen das
eine direkt, das andere invers kongruentist dem gegebenen

System.

Wir denken uns nun insbesondere das in Satz I ganz beliebig
vorausgesetzte projektive Koordinatensystem o; 0, 04 0, ¢, €, €; als
Kartesisches System gewdhlt. Die Fundamentalebene o= (o, 0,0,)
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des Koordinatensystems féllt dann mit der uneigentlichen Ebene
des Raumes zusammen und das Dreieck o, o, 0, ist ein Poldreieck
peziglich des absoluten Kegelschnittes J. Weiters ist, wie leicht
einzusehen, der Pol der uneigentlichen Geraden U der Ebene
¢ — (e, €5 €;) in bezug auf J mit dem harmonischen Pol dieser
Geraden bezlglich des Dreieckes o, o, o4 identisch.

Das perspektive Dreibein o} ol of o} e} el e} denken wir uns
peliebig in der Ebene Il gewihlt. Das achsonometrische Bild
Jt} von J ergibt sich in diesem Falle als Ordnungskurve jener
Polaritit in II, fir welche o} o}o! ein Poldreieck ist und die
Perspektivitdtsachse U' des Dreibeines und ihr harmonischer Pol
peziiglich des Dreieckes of o/ o} einander entsprechen. Die so
definierte Polaritdt nennt Kruppa die »kovariante Fluchtpolaritit«
des perspektiven Dreibeines, da sie mit demselben in bezug auf
alle Kollineationen kovariant verkniipft ist.

Aus Satz I ergibt sich somit der Satz la:

Ein perspektives Dreibein ist dann und nur dann der
Zentralprojektion eines im Raume beliebig angenommenen
Kartesischen Koordinatensystems kongruent, wenn die
Ordnungskurve der kovarianten Fluchtpolaritdt des Drei-
beins ein Kreis ist.

-

Bezliglich der Lage des Projektionszentrums und der Hilfs-
ebenen gilt dasselbe wie bei Satz I

Auch hier kann das perspektive Dreibein unmittelbar als
Zentralprojektion eines zum vorgegebenen kongruenten Kartesischen
Systems aufgefafit werden und es bestehen genau dieselben Ver-
héltnisse wie dort.

Satz Ia ist mit dem von Herrn Prof. Kruppa in den »Vor-
lesungen«, p. 183, aufgestellten Satz 1 identisch. Von diesem
Satze ausgehend, ergibt sich dort durch schrittweise Verallige-
meinerung als Endresultat der Satz 2 auf p. 185, dessen
projektiven Inhalt wir als »Satz von Kruppa« bezeichnet und zum
Ausgangspunkt unserer Beweisfiihrung genommen haben. Wir
gehen hier also gerade den umgekehrten Weg wie Herr Professor
Kruppa in den »Vorlesungen.«

Wenn wir hier die von Kruppa aufgestellten achsonometri-
schen Sitze von dem oben angegebenen Gesichtspunkt aus be-
weisen, so geschieht es einerseits um den fundamentalen Charakter?
des »Satzes von Kruppa« darzutun, anderseits, um auf die
viel schwierigeren Verhiltnisse der nichteuklidschen Metrik vor-
Zubereiten.

Ein weiterer wesentlicher Unterschied zwischen der Beweis-
fiihrung in den »Vorlesungen« und dem hier eingeschlagenen Weg

1 UUber die Bedeutung dieses Satzes auflerhalb des Gebietes der Achsono-
metrie soll an anderer Stelle berichtet werden.
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ist der folgende. Nach dem Satz von Kruppa besteht zwischen
dem projizierenden Biindel s und der Bildebene Il eine Kollineation.
Die hier in Betracht kommenden Sédtze beinhalten nun im Wesen
immer die Frage, unter welchen Bedingungen das Biindel s und
die Ebene Il in perspektive Lage gebracht werden konnen. Wihrend
nun in den »Vorlesungen« bei festgehaltener Ebene Il das Biindel s
zull in perspektive Lage gebracht wird, bringen wir hier umgekehrt
bei fesigehaltenem Biindel s die Ebene II zu s in perspektive Lage.

Wir wenden uns nun dem zweiten der zu Beginn dieses Ab-
schnittes unterschiedenen Fille zu, wo also nach vorgenommener
Annahme des projektiven Koordinatensystems im Raume und des
perspektiven Dreibeines in der Bildebene II das Projektionszentrum s
in die uneigentliche Ebene Q fllt.

Damit dann die kollineare Beziehung zwischen der beliebig
gewdhlten Hilfsebene IT, und der Bildebene II eine Affinitdt werde,
ist, wie wir gesehen haben, notwendig und hinreichend, daff (Fig. 3)
in der Kollineation zwischen II und dem Biindel s der uneigent-
lichen Geraden U von II die uneigentliche Ebene € im Biindel s
entspricht. Den absoluten Kreispunkten 4] und 7/ von II entsprechen
dann respektive die Strahlen J; und J des Biindels s, deren
Schnittpunkte mit dem absoluten I&egelschmtt J wir 1espekt1ve mit
i, 1, 12, iy bezeichnen. Legt man nun die Hilfsebene II, durch eine
der vier Geraden (i, 4,); (4, ), (] i,), (z’ iy, so wird die Affinidt
zwischen II, und Il eine Ahnllchkelt sein, da ja dann die absoluten
Kreispunkte dieser beiden Ebenen einander entsp1echen Man erkennt
weiters sehr leicht, daf die beiden Parallel-Ebenenbiischel (7, 7,)
und (7] 4;) und ebenso die beiden Biischel (4, 4;) und (4] 4,) zur
Richtung s symmetrisch liegen. Dies ergibt den

Satz II: Ein perspektives Dreibein in einer Ebene II
ist dann und nur dann einer Parallelprojektion eines im
Raume vorgegebenen projektiven Koordinatensystems
dhnlich (im besonderen kongruent), wenn die uneigentliche
Ebene des Raumes in der achsonometrischen Darstellung
projizierend wird und ihr Bild ins unendliche f4llt. Es gibt
dann eine Lage fliir das uneigentliche Projektionszentrum s
und vier Parallel-Ebenenbtlischel von Hilfsebenen II;, die
zu je zwei beziiglich der Richtung s symmetrisch liegen.

Sind die Bedingungen des Satzes II erfiillt, so kann anderseits
auch das perspektive Dreibein in Il unmittelbar als Parallelprojektion
eines zum vorgegebenen Koordinatensystem &hnlichen (im beson-
deren kongruenten) Systems aufgefafit werden. Man braucht zu
diesem Zwecke nur das aus dem Koordinatensystem, dem Projektions-
zentrum s und einer der Hilfsebenen II, bestehende Gebilde derart
dhnlich zu transformieren, dafl die in II;, befindliche Parallelprojektion
des Koordinatensystems in das in II gezeichnete perspektive Drei-
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pein tibergeht. Es kann dies in zweifacher Weise geschehen (direkte
und inverse Ahnlichkeit). Der angegebene Vowang kann dann fur
jede Wahl der Hilfsebene durchgefiihrt werden.

Der zweiten Auffassung des SatzesIl entsprechend
gibt es also vier Projektionsrichtungen, die zu je zwei be-
ziiglich I symmetrisch liegen. Zu jeder Projektionsrichtung
gehoren zwei Lagen des Koordinatensystems, von denen
die eine direkt, die andere invers d4hnlich ist dem gegebenen
Koordinatensystem. In jedem Falle kann natlirlich das
Koordinatenssystem in der Projektionsrichtung beliebig parallel ver-
schoben werden.

Beziiglich der in Fig. 3 konstruierten Achsen (4, 4,), (7, 4j),
(il 4,), (4] 3}) der Parallelebenenbiischel von Hilfsebenen H,, soll noch
ein besonderer Fall des ndheren betrachtet werden. Sind ndmlich
die absoluten Kreispunkte i} und 4! von Il (Fig. 3) konjugiert
imagindr, was im Falle emes nulltelllgen Kegelschnittes J immer
eintreten wird, so sind auch die ihnen kollinear entsprechenden
Strahlen J, und J, des Biindels s konjugiert imaginér. Diese beiden
Geraden sind nun mit dem Kegelschnitt J zu schneiden und die
vier weiteren Verbindungslinien der Schnittpunkte aufzusuchen. Die
Konstruktion kann vollkommen dual zur Aufsuchung der Brenn-
punkte einer Kurve zweiter Ordnung durchgefiihrt werden. Die vier Ver-
bindungslinien ergeben sich wie dort die Brennpunkte als Doppel-
elemente von Involutionen, von denen immer eine gleichlaufend und
eine ungleichlaufend ist. Man erhédlt mithin ein Paar reeller und ein
Paar konjugiert imagindrer Verbindungslinien.

Setzen wir also den zunédchst beliebig angenommenen
rabsoluten Kegelschnitt« J nullteilig voraus, welcher Fall
eben fur die euklidsche Metrik in Betracht kommt, so ist
von den in Satz II erwdhnten vier Parallel-Ebenenbiischel
von Hilfsebenen Il immer ein Paar reell und ein Paar kon-
jugiert imagindr.

Wir wenden uns nun dem Pohlke’schen Satz zu. Der Schwarz’
schen Verallgemeinerung dieses Satzes entsprechend sei im
Raum ein beliebiges Tetraéder 04 €1 €y € und in einer Ebene II ein
vollstéindiges Viereck o} e] el el gegeben. Wir ergénzen nun, indem
wir die Punkte o, 0, 0, lespektlve auf den Kanten (o, ¢;), (0, &),
(04 €;) des Tetraéders beliebig annehmen, dieses zu einem projektiven
Koo1d1natensystem und in analoger Weise durch beliebige Wahl
der Punkte o} o} o!, respektive auf den Seiten (o} e, (o} e}), (o} e}
des Vleleckes in H dieses zu einem perspektiven Dreibein. Nach
dem Satz von Kruppa kann dann das perspektive Dreibein als
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lineares Abbild des projektiven Koordinatensystems aufgefafit werden,
wobei das gegebene Viereck das Bild des gegebenen Tetraéders
darstellt.

Das gegebene Viereck kann demnach immer als lineares Ab-
bild des gegebenen Tetraéders aufgefafit werden; es kann dies auf
oo? Arten geschehen, die sich ergeben, wenn man bei beliebig
gewdhlten aber festgehaltenen Punkten o, o, 0o, die Punkte o]o’o!
unabhingig voneinander die entsprechenden Seiten des Viereckes
durchlaufen 148t. Lafit man nun die Punkte o, 0, 0,, respektive
mit den uneigentlichen Punkten #, u#, u, der entsprechenden Kanten
des Tetraéders zusammenfallen, so dafl also die uneigentliche
Ebene Q Fundamentalebene des entstehenden projektiven Koordinaten-
systems wird, so wird den Bedingungen des Satzes II dann und
nur dann entsprochen, wenn die Punkte of o} ol respektive mit
den uneigentlichen Punkten der entsprechenden Seiten des Viereckes
zusammenfallen. Wahlt man also die Punkte o} ol o} in der be-
sagten Weise, so gilt Satz II, dessen Aussage beziiglich des gegebenen
Viereckes und des gegebenen Tetraéders, dann die folgende ist: Das
vollstindige Viereck o}efelel in der Ebene Il ist einer
Parallelprojektiondes gegebenenTetraéderso, e, ¢, e, dhnlich.
Dies ist aber der Pohlke'sche Satz in der von H. A. Schwarz ge-
gebenen Verallgemeinerung.

Bezliglich der Lagen des Projektionszentrums s und der
Hilfsebenen II;, gilt alles oben Gesagte. Insbesondere also gibt
es, falls der Kegelschnitt J nullteilig vorausgesetzt wird,
immer ein Paarreeller und ein Paar konjugiert imagindrer
Parallel-Ebenenbiischel von Hilfsebenen Il

Auch hier kann das gegebene Viereck unmittelbar als
Parallelprojektion eines zum vorgegebenen ihnlichen Tetraéders auf-
gefafit werden und es gilt diesbeziiglich alles anldBlich Satz II
Gesagte.

Man sieht also, daf sich auch der Pohlke’sche Lehrsatz
zwanglos in das auf dem Satz von Kruppa errichtete Gebidude
einfligt.

Der hier gegebene Beweis des Satzes II schliefit, wie man
leicht erkennt, den Schur'schen Beweis des Pohlke’schen Satzes
in sich. Ganz abgesehen davon nun, daf Satz I[ mehr aussagt als
der Pohlke’'sche Satz kommt es uns hier hauptsichlich darauf an,
zZu zeigen, dafl sich alle in diesem Abschnitt bewiesenen
Sidtze, letzten Endes also der Pohlke’sche Satz selbst, in der
natlirlichsten Weise als projektive Beziehungen des Satzes
von Kruppa zur uneigentlichen Ebene und zum absoluten
Kegelschnitt ergeben.

3. Die achsonometrischen Sitze des nichteuklidschen Raumes.

Das absolute Gebilde eines »mit nichteuklidscher Metrik aus-
gestatteten« Raumes ist bekanntlich eine Fliche zweiter Ordnung
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und die Metrik eines solchen Raumes besteht aus den projektiven
Beziehungen der Gebilde zur absoluten Fldche. So z. B. bezeichnet
man alle Kollineationen des Raumes, welche die absolute Fliche in
sich selbst Uberfithren, als Kongruenzen. Weiters nennt man alle
Flichen zweiter Ordnung, welche die absolute Flidche lidngs eines
Kegelschnittes berlihren, Kugeln usw.

Jede Ebene schneidet die absolute Fldche in einer Kurve
zweiter Ordnung, die man den absoluten Kegelschnitt jener
Ebene nennt. Zwei Ebenen sind vom Standpunkte der nichteuklid-
schen Metrik kongruent aufeinander abgebildet, wenn zwischen
ihnen eine Kollineation besteht, die die absoluten Kegelschnitte der
beiden Ebenen ineinander tiberfithrt. Die Kreise der nichteuklidschen
Metrik schlielich sind jene Kurven zweiter Ordnung, die den ab-
soluten Kegelschnitt ihrer Ebene doppelt beriihren. Beildufig sei noch
erwihnt, daB die nichteuklidsche Metrik keine Ahnlichkeitstrans-
formation kennt.

Wir zeichnen nun also eine beliebige Flache zweiter Ordnung F
als »absolute Fldche« aus und griinden auf sie eine nichteuklid-
sche Metrik des Raumes. Es sei weiters im Raume ein projektives
Koordinatensystem und in einer Ebene II ein perspektives Dreibein
beliebig gegeben. Nach dem Satz von Kruppa kann das perspektive
Dreibein als lineares Abbild des projektiven Koordinatensystems
aufgefafit werden und durch die Angabe ist somit eine linear-achsono-
metrische Abbildung des Raumes auf die Bildebene II festgelegt.
Das Projektionszentrum s kann in eindeutiger Weise Kkonstruiert
werden und es besteht- eine Kollineation zwischen dem Strahlen-
biindel s und dem Punktfeld von IL

Es konnen nun zwei Fille eintreten, je nachdem ndmlich das
Projektionszentrum s der Fliche F nicht angehort oder aber ein
Punkt dieser Fldche ist.

Legen wir im ersten Falle, den wir zundchst betrachten wollen,
eine beliebige, nicht durch s hindurchgehende Hilfsebene II;, so ist
das perspektive Dreibein in II eine kollineare Ubertragung der
Projektion des gegebenen Koordinatensystems aus dem Zentrum s
auf die Ebene II,. Wir fragen uns nun, unter welchen Bedingungen
die zwischen II; und II bestehende Kollineation eine Kongruenz
(im nichteuklidschen Sinne natiirlich) wird.

Zur Beantwortung dieser Fragen legen wir zundchst (Fig. 4)
aus dem Punkte s an die Fliche F den beriihrenden Kegel U.
Konstruiert man nun in der zwischen dem Biindel s und der
Ebene II bestehenden Kollineation zum Kegel U von s die ent-
sprechende Kurve zweiter Ordnung U! von II, so ist diese der
scheinbare Umrifl der Fliache F in der durch die Angabe fest-
gelegten linear-achsonometrischen Abbildung. Um U?! wirklich zu
konstruieren, miifite die Fliche F in der erwdhnten Abbildung etwa
durch ein Poltetraéder und einmal Pol und Polarebene gegeben sein.

Weiters konstruieren wir zum absoluten Kegelschnitt K* von II
den ihm Kollinear entsprechenden (in Fig. 4 nicht gezeichneten)
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Kegel K des Buindels s. Den Schnittpunkten von K! und U! in TI
entsprechen Kkollinear die Schnitterzeugenden der Kegel X und U
von s. Der Kegel K schneidet die Fliache F in einer Raumkurve
vierter Ordnung, die in zwei Kegelschnitte zerféllt, wenn sich die
beiden Fldchen in zwei Punkten beriihren. Die beiden Kegelschnitte
liegen dann in zwei reell getrennten, zusammenfallenden oder kon-
jugiert imagindren Ebenen. Jede dieser beiden Ebenen wird vom
Kegel K in ihrer absoluten Kurve geschnitten.

Fig. 4.

Wihlt man nun eine dieser beiden Ebenen als Hilfsebene II%,
so entspricht in der zwischen den Ebenen II und II, bestehenden
Kollineation dem absoluten Kegelschnitt K? von II der absolute
Kegelschnitt von I, als Schnitt dieser Ebene mit dem Kegel K. Die
obige Kollineation ist demnach eine Kongruenz.

Wenn nun aber der Kegel KX des Biindels s die absolute
Fliche F in zwei Punkten beriihrt, was natilirlich nur auf dem
wirklichen Umrifl # von F geschehen kann, so miissen sich die
beiden Kegel K und U ldangs zweier Erzeugenden berlihren. Ist
dies aber der Fall, so beriihren sich die den Kegeln X und U des
Biindels s kollinear entsprechenden Kegelschnitte K* und U’ von II
in zwei Punkten. Der scheinbare Umriffi U? von F ist aber dann
im nichteuklidschen Sinne ein Kreis.

Die obige Kette von Schliissen im entgegengesetzten Sinne
durchlaufend, ergibt sich demnach der
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Satz I: Ein in einerEbenell gezeichnetes perspektives
Dreibein ist dann und nur dann einer Zentralprojektion
eines im Raume beliebig vorgegebenen projektiven Ko-
ordinatensystems kongruent, wenn der scheinbare Um-
rig der absoluten Fldche in der durch die Angabe be-
stimmten linear-achsonometrischen Abbildung ein Kreis
ist. Es gibt dann eine Lage fiir das Projektionszentrum s
und zwei zu s symmetrische Lagen fiir die Hilfsebene I,
welch letztere reell getrennt, zusammenfallend oder kon-
jugiert imagindr sein kdnnen.

Die Begriffe »Kongruenz«, »Symmetrie zu einem Punkt« und
»Kreis« sind dabei natlirlich im Sinne der nichteuklidschen Metrik
zu verstehen. Man beachte die starke Analogie des obigen Satzes
mit Satz I des euklidschen Raumes.

So wie dort ist auch hier eine zweite Auffassung moglich.
Sind die Bedingungen des Satzes [ erfiillt, so kann nidmlich das
perspektive Dreibein in II auch unmittelbar als Zentralprojektion
eines zum vorgegebenen Koordinatensystem kongruenten Systems
aufgefait werden. Dem Kongruenzbegriff der nichteuklidschen Metrik
entsprechend miissen wir zum Beweis der obigen Behauptung das
aus dem rdumlichen Koordinatensystem, dem Projektionszentrum s
und einer der beiden Hilfsebenen bestehende Gebilde derart kollinear
transformieren, daff die in II; befindliche Zentralprojektion in das in II
gezeichnete perspektive Dreibein und die absolute Fldche F in sich
selbst tibergefiihrt wird.

Nun sind Satz I zufolge die Ebenen II; und II bereits derart
kollinear aufeinander bezogen, dafi die in II, befindliche Zentral-
projektion des gegebenen Koordinatensystems in das in II ge-
zeichnete perspektive Dreibein und auflerdem die absoluten Kegel-
schnitte K* und K' der beiden Ebenen ineinander iibergefiihrt
werden. Wir konstruieren nun die Pole p* und p’ (Fig. 5) der
Ebenen II* und II in Bezug auf die absolute Fliche F und ver-
binden sie respektive mit zwei kollinear entsprechenden Punkten
g"* und ¢’ der beiden Ebenen. Die so erhaltenen Geraden schneiden
die Fliche F, respektive in den Punktepaaren =« #% und x}, xl
Ordnen wir dann drei beliebig gewéhlten Punkten von II;, die ihnen
kollinear entsprechenden Punkte von II, weiters den Punkten p” und
a%, respektive die Punkte p? und »} zu, so ist damit eine Kollineation
des Raumes definiert, die den oben gestellten Bedingungen entspricht.

Konstruiert man dann in dieser Kollineation zum gegebenen
Koordinatensystem und dem Projektionszentrum s die entsprechen-
den Gebilde, so ist damit die zweite Auffassung von Satz I dargetan.

In der obigen Kollineation entspricht, wie unmittelbar ein-
zusehen, dem Punkt 1{,‘ der Punkt 1§ Ordnet man unter Beibehaltung
alles {ibrigen dem Punkt #” (¢%) den Punkt x} (x)) zu, so erhdlt man
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ebenfalls eine den oben gestellten Bedingungen entsprechende
Kollineation. Wie frither ergibt sich daraus wieder ein der zweiten
Auffassung von Satz I entsprechendes Koordinatensystem und das
zugehorige Projektionszentrum.

Die zwei nunmehr konstruierten Koordinatensysteme liegen,
wie sich leicht ergibt, bezliglich der Bildebene II (im nichteuklid-
schen Sinne) symmetrisch. Dasselbe gilt auch fiir die beiden
Projektionszentren. Eines der beiden Koordinatensysteme ist dem
gegebenen, direkt das andere demselben invers kongruent.

Fig. 5.

Wir haben uns frither fiir eine der beiden Hilfsebenen ent-
schieden und man kann nun den ganzen Vorgang fiir die andere
Hilfsebene wiederholen. Durch einfache projektive Betrachtungen
ergibt sich, dafl die beiden so erhaltenen Projektionszentren mit den
beiden oben konstruierten zusammenfallen. Weiters zeigt sich, daB
jedes der beiden neuen Koordinatensysteme mit einem der beiden
oben Kkonstruierten beziiglich eines Projektionszentrums zentrisch
symmetrisch (im nichteuklidschen Sinne) ist.

Der zweiten Auffassung des Satzes I entsprechend
gibt es also i. allg. zwei zu Il symmetrische Lagen des
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projektionszentrums s,und zu jedem s zwei dazu zentrisch-
symmetrisch liegende Koordinatensysteme, von denen das
eine direkt, das andere invers kongruent ist dem gegebenen
Koordinatensystem.

Alle metrischen Begriffe sind dabei im nichteuklidschen Sinne
su verstehen. Es besteht also auch hier, wie man sieht, von den
Realitiitsverhéltnissen abgesehen eine vollkommene Analogie mit
dem entsprechenden Tatbestand des euklidschen Raumes.

Sind die in Satz I erwdhnten Hilfsebenen II, konjugiert
imagindr, so sind auch die beiden obigen Projektionszentren s kon-
jugiert imagindr. Weiters sind dann auch von den vier Koordinaten-
systemen je zwei zur Bildebene I symmetrisch liegende konjugiert
imaginér.

Fallen insbesondere in Satz I die beiden Hilfsebenen II;, zu-
sammen, so gibt es auch hier nur ein Projektionszentrum s und
zwei sowohl zu s als auch zur Bildebene II symmetrisch liegende
[Noordinatensysteme. Es ist dann, wie man leicht erkennt, s der
Pol von II in bezug auf die absolute Fldche F.

Bisher war das projektive Koordinatensystem o, o, 0, o
¢, €, e, ganz beliebig im Raume vorgegeben. Es sei nun insbesondere
das Fundamentaltetragéder o, o, 0, 0, ein Poltetraéder der absoluten
Flaiche F. Bei jeder beliebigen Wahl der Punkte ¢, e, ¢, auf den
entsprechenden Kanten des Tetraéders ist dann ein solches Ko-
ordinatensystem im Sinne der nichteuklidschen Metrik bekanntlich
als rechtwinkelig zu bezeichnen. Wir wihlen nun insbesondere
als Punkte e, e, ¢,, respektive je einen der beiden Schnittpunkte der
Kanten o, 0,, 0, 0,, 0, 0, mit der Fliche F. Ein solches System
wollen wir als »rechtwinkeliges Fluchtsystem« bezeichnen, da
seine Punkte e, e, ¢; uneigentlich sind.

Ist nun in der Bildebene II ein beliebiges perspektives Dreibein
ol ol olo]l el el el gegeben, so kann dasselbe nach dem Satz von
Kruppa als lineares Bild des gegebenen rechtwinkeligen Flucht-
systems aufgefafit werden. Der scheinbare Umrif der Flidche F
kann dann als Ordnungskurve einer Polaritit konstruiert werden,?!
die durch das perspektive Dreibein vollkommen bestimmt und mit
ihm gegeniiber Kollineationen kovariant verkniipft ist.2 Diese Polaritdt
soll nach dem Vorbilde Kruppas als die »kovariante Umri8-
polaritdt« des perspektiven Dreibeines bezeichnet werden.

Aus Satz [ folgt dann unmittelbar der

Satz la: Ein perspektives Dreibein ist dann und nur
dann der Zentralprojektion eines rechtwinkeligen Flucht-
systemes kongruent, wenn die Ordnungskurve der
kovarianten Umrifipolaritdt des Dreibeines ein Kreis ist.

1 Vorlesungen, p. 194 ff.
2 Ebenda, p. 197, Satz 6.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. KI. Abt. ITa, 135, Bd. +
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Die Begriffe »kongruent« und »Kreis« sind natiirlich wieder
im nichteuklidschen Sinne gemeint. Beziiglich der Lage des
Projektionszentrums und der Hilfsebenen gilt dasselbe wie bej
Satz L

Beziiglich der zweiten dort moglichen Auffassung ist hier
folgendes zu bemerken. Wie man leicht erkennt, sind alle recht-
winkeligen Fluchtsysteme im Sinne der auf die Fldche F begriindeten
nichteuklidschen Metrik kongruent. Anderseits geht jedes recht-
winkelige Fluchtsystem bei Ausiibung einer kongruenten Trans-
formation immer wieder in ein solches liber.

Der zweiten Auffassung entsprechend ist also Satz la
folgendermafien zu formulieren:

Ein perspektives Dreibein kann dann und nur dann
als Zentralprojektion eines rechtwinkeligen Fluchtsystems
aufgefait werden, wenn die Ordnungskurve der kovarianten
Umrifipolaritdt des Dreibeines ein Kreis ist.

Der soeben ausgesprochene Satz ist, wie man sieht, voli-
kommen analog dem von Herrn Prof. Kruppa in den »Vor-
lesungen«, p. 183 aufgestellten Satz 1, den wir im euklidschen
Teile dieser Arbeit als Satz Ia bezeichnet haben.

Wir wenden uns nun dem zweiten der zu Beginn dieses Ab-
schnittes unterschiedenen Félle zu, wo ndmlich nach Annahme des
rdumlichen, projektiven Koordinatensystems und des perspektiven
Dreibeines in der Bildebene Il das aus der Annahme konstruierbare
Projektionszentrum s auf die uneigentliche Fliche F zu liegen
kommt. Nach dem Satz von Kruppa kann dann das perspektive
Dreibein als kollineare Ubertragung einer Parallelprojektion des
Koordinatensystems aufgefafit werden, und wir fragen uns nun
wieder, unter welchen Bedingungen die erwéhnte kollineare Beziehung
in eine Kongruenz {bergeht.

Der wahre Umri3 der Flache F (Fig. 6) fiir das Projektions-
zentrum s besteht aus den beiden durch s hindurchgehenden Er-
zeugenden U und V von F. Konstruiert man nun in der zwischen
dem Biindel s und der Bildebene II bestehenden Kollineation zu
den Geraden U und V von s die ihnen entsprechenden Punkte !
und u’ von I, so stellt dieses Punktepaar den scheinbaren Umrif3
der Fliche F dar. Die Gerade ¢! (&, v/) ist das Bild der Tangential-
ebene 6 der Fliche F im Punkte s. In der oben erwihnten Kol-
lineation konstruieren wir weiters zum absoluten Kegelschnitt K’ von II
den ihm entsprechenden (in Fig. 6 nicht gezeichneten) Kegel K des
Biindels s.

Die Flichen F und K schneiden sich in einer Raumkurve
vierter Ordnung, die in s einen Doppelpunkt hat. Geht nun ins-
bespndere der Kegel K durch die Erzeugenden U und V' von F
hindurch, so zerfdllt die Raumkurve vierter Ordnung in diese beiden
Geraden und einen Kegelschnitt K”. Die Ebene II* dieses Kegelschnittes.
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wird also vom Kegel K in ihrer absoluten Kurve K”* geschnitten.
Wiihlt man nun II, als Hilfsebene, so werden durch die zwischen
i1, und Il bestehende Kollineation die absoluten Kegelschnitte K"
und K! der beiden Ebenen ineinander iibergefiihrt; die Kollineation
swischen II; und IT ist demnach eine Kongruenz.

Damit nun der Kegel K durch die Erzeugenden U und TV
hindurchgehe, ist wegen der zwischen dem Biindel s und der
Ebene Il bestehenden Kollineation notwendig und hinreichend, dafl
das Punktepaar n/, v’ dem Kegelschnitt X! angehore.

TT

Fig. 6.

Es folgt daraus der

Satz II: Ein perspektives Dreibein ist dann und nur
dann einer Parallelprojektion eines im Raume beliebig
gegebenen projektiven Koordinatensystems kongruent,
wenn der scheinbare Umrifl der absoluten Fldche in der
durch die Angabe bestimmten linear-achsonometrischen
Abbildung in ein absolutes Punktepaar ausartet. Sowohl
das uneigentliche Projektionszentrum s als auch die Hilfs-
ebene II;, sind dabei eindeutig bestimmt.

Alle metrischen Begriffe sind natiirlich wieder im nichteuklic-
schen Sinne aufzufassen.
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Auch hier ist eine zweite Auffassung moglich. Sind nidmlich
die Bedingungen des Satzes II erfiillt, so kann das perspektive
Dreibein in Il unmittelbar als Parallelprojektion eines zum vor-
gegebenen kongruenten Koordinatensystemes aufgefafit werden. Es
gibt dabei, wie leicht gezeigt werden kann, zwei zu II symmetrische
Lagen flir das uneigentliche Projektionszentrum s und zu jedem s
eine Lage flir das Koordinatensysteme. Die beiden Koordinaten-
systeme sind ebenfalls zu II symmetrisch und eines von ihnen ist
dem gegebenen System direkt, das andere demselben invers kongruent.

Wir wollen nun noch den Fall betrachten, dafi das gegebene
projektive Koordinatensystem ein rechtwinkeliges Fluchtsystem
sei. Satz II erhdlt dann, wie unmittelbar Kklar ist, die folgende
Form:

Satz Illa: Ein perspektives Dreibein ist dann und nur
dann einer Parallelprojektion eines beliebig im Raume
gegebenen rechtwinkeligen Fluchtsystmes kongruent,
wenn die Ordnungskurve der kovarianten Fluchtpolaritit

des Dreibeines in ein absolutes Punktepaar ausartet.

Wegen der Wichtigkeit fiir das Folgende, soll dieser Fall noch
genauer untersucht werden.

Es sei also imRaume ein rechtwinkeliges Fluchtsystemo, 0,0, 0,
e, €, e, und als dessen Bild in der Zeichenebene (Fig.7) ein perspektives
Dreibein o} 0} o} o] e} e} e} gegeben. Nach dem Satz von Kruppa
kann das Dreibein als lineares Abbild des rechtwinkeligen Flucht-
systems aufgefafit werden, wobei das Projektionszentrum s ein-
deutig bestimmt ist.

Das vollstindige Viereck o} o} ol ol ist das Bild des Pol-
tetragders o, o, 0, 0, der absoluten Flidche F und der Punkt ¢} zum
Beispiel ist das Bild des Schnittpunktes e, der Kante o, o, des
Tetragders mit F. Das Bild des zweiten Schnittpunktes ¢, dieser
Kante mit /' ergibt sich, indem man zu e} beziiglich des Paares
o} o} den vierten harmonischen Punkt &} aufsucht. Die Involution
konjugierter Punkte bezliglich F auf der Kante o, o, des Tetra-
gders ist dann im Bilde durch die Doppelpunkte ¢! und &/ festgelegt
und Analoges gilt bezliglich der Kanten o, o, und o, o,.

Weiters ist, wie schon gelegentlich des Satzes von Kruppa
erwdhnt wurde, der Punkt s/ z. B. das Bild der Projektion s, des
Zentrums s aus der Kante o, 0, des Tetraéders o, 0, 0, 0, auf
die Kante o, o,, desselben und analog verhdlt es sich mit den
Punkten s! und s/ Die Polarebene o des Projektionszentrums s in
bezug auf die absolute Fliche F schneide die Kanten o, o4, 0, 04,0, 0,
des Poltetragéders o, o, 0, 0, von F, respektive in den Punkten 3§,
S,, 5;. Das Bild des Punktes 3, z. B. ergibt sich nun, indem man
zum Punkte s} beziiglich des Paares e} &/ den vierten harmonischen
Punkt 5! konstruiert und in analoger Weise kann man die Punkte
5/ und 5/ erhalten. Durch die drei Punkte 3/3!3! ist dann die
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Lbene o im Bilde festgelegt. Die Ebene o schneidet F im wahren
Umrif dieser Fldche.

Ist nun der Punkt s uneigentlich, d. h. ein Punkt von F, wie
dies in Satz Ila verlangt wird, so ist ¢ die Tangentialebene von F
im Punkte $ und umgekehrt. Dann und nur dann geht die Ebene o
durch s hindurch, ist also projizierend und die drei Punkte s/ 3} 5!
liegen auf einer Geraden ! dem Bilde von .

Fig.

Der wahre Umril von [ besteht dann aus den beiden Er-
zeugenden dieser Fldche, die sich im Punkte s schneiden. Sie
konnen als Doppelstrahlen der Involution polarer Tangenten auf o
erhalten werden. Der scheinbare Umrif aber besteht, wie man leicht
erkennt, aus den Doppelpunkten jener Involution, die von dem voll-
stindigen Viereck of o} ol o} auf der Geraden s’ ausgeschnitten
wird.

Satz [1a verlangt nun, dal jenes Punktepaar mit dem Paar
der uneigentlichen Punkte der Geraden s’ identisch sei.

Zusammenfassend ergibt sich also der

Satz IIb: Ein perspektives Dreibein of of o} ol el elej
ist dann und nur dann einer Parallelprojektion eines recht-
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winkeligen Fluchtsystems o, 0, 0, o, ¢, ¢, ¢, kongruen:,
wenn die in der oben angegebenen Art konstruierten

Punkte 5/5!5] auf einer Geraden ¢’ liegen und wenn weiters
die Doppelpunkte jener Involution, die von dem voll-
stindigen Viereck ofo!o}o! auf s/ ausgeschnitten werden,
mit dem Paare der uneigentlichen Punkte dieser Geraden
identisch sind.

4. Pohlkes Satz im nichteuklidschen Raume.

Im euklidschen Raume kann der Schwarz'schen Verall-
gemeinerung des Pohlke'schen Satzes entsprechend ein beliebiges
Tetraéder immer so auf eine passend gewihlte Hilfsebene parallel
projiziert werden, dafl das entstehende Bild einem vorgegebenen
vollstindigen Viereck &dhnlich wird. Gemidfl dem Wegfallen der
Ahnlichkeitstransformation im nichteuklidschen Raume miissen wir
hier statt der Ahnlichkeit Kongruenz fordern. Diese Verschirfung
auf der einen Seite soll nun anderseits dadurch kompensiert werden,
daBl wir uns auf Poltetraéder der absoluten Fldche beschrinken.
Wir konnen dies um so eher tun, als ja jedem rechtwinkelig-gleich-
schenkeligen Dreibein des nichteuklidschen Raumes ein Poltetraéder
der absoluten Flache zugrunde liegt.

Wir zeichnen wieder eine beliebige Fldche zweiter Ordnung ¥
als »absolute Fldche« aus und griinden auf sie eine nichteuklid-
sche Metrik des Raumes. Es sei nun irgend ein Poltetraéder o, o,
0, 0, von F gegeben und in einer Ebene II ein vollstindiges Vier-
eck o/ o} ol o}l beliebig! gezeichnet. Der Pohlke’sche Satz des
nichteuklidschen Raumes beinhaltet dann die folgende Frage: Gibt
es einen Punkt s von F und eine Ebene II;, so daB die
Projektion des gegebenen Poltetraéders aus dem Punkte s
auf die Ebene II, dem in Il gezeichneten vollstindigen
Viereck im Sinne der auf die Flache F begriindeten nicht-
euklidschen Metrik kongruent ist?

Wir ergédnzen zundchst das gegebene Poltetraéder zu einem
rechtwinkeligen Fluchtsystem, indem wir als Punkte ¢, ¢, ¢,
respektive je einen der beiden Schnittpunkte der Kanten o, o,
0, 0,, 0, 0, des Tetraéders mit der Fliche F wihlen. Wie wir
bereits wissen, kann nun das Viereck o/, o}, o}, o}, als lineares Bild
des Tetraéders o, 0, 0, 0, auf oo® Arten aufgefat werden, die
sich alle ergeben, wenn man die Bilder e/ ¢! ¢! der Punkte ¢, ¢, ¢,
beliebig auf den entsprechenden Seiten des Viereckes wéhlt. Die
obige Frage wird also dann und nur dann im bejahenden Sinne zu
beantworten sein, wenn es uns gelingt, die Punkte ¢/ e} e! so an-

1 Vorldufig mit der Einschriinkung, daB keine drei Punkte desselben auf
einer Geraden liegen.
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zunehmen, dafi den Bedingungen des Satzes I[& entsprochen wird.
Dies kann nun tatsidchlich geleistet werden!

Hitten wir ndmlich die Punkte e} ¢} e! bereits in der geforderten
Weise angenommen, so konnten wir, wie anlidfllich Satz 112 gezeigt
wurde, die Gerade o’ als Verbindungslinie der drei Punkte s/ 3! 3!
konstruieren. Nehmen wir umgekehrt die Gerade s/ an, so konnen
daraus die Punkte e} e} e! konstruiert werden. So z. B. ist (Fig. 7)
der Punkt e! als Doppelpunkt der Involution (o, o,), (s/3)) in
zweideutiger Weise festgelegt und Analoges gilt flir die Punkte
el, el. Durch Annahme der Geraden o’ ist also das Tripel ef ¢} el in

Fig. 8.

achtdeutiger Weise bestimmt. Nehmen wir nun die Gerade ¢’ ins-
besondere so an, daf die Doppelpunkte jener Involution, die von
dem vollstindigen Viereck o} o} ol o} auf o’ ausgeschnitten wird,
mit den uneigentlichen Punkten dieser Geraden, d. h. mit ihren
Schnittpunkten mit dem uneigentlichen Kegelschnitt K* von II zu-
sammenfallen, so wird den Bedingungen des Satzes Il » entsprochen.

Die oben geforderte Annahme der Geraden o’ beinhaltet dem-
nach die folgende Aufgabe: In einer Ebene ist ein vollstdndiges
Viereck o, 0, 0, 0, und ein Kegelschnitt K gegeben (Fig. 8);
man konstruiere jene Geraden o6, auf welchen die von dem
Viereck ausgeschnittene Involution identisch ist mit der
Involution konjugierter Punkte beziiglich K.1

Zur Losung dieser Aufgabe bezeichnen wir die Seite (0; o)
des gegebenen Viereckes kurz mit A;;, und ordnen nun jedem

1 Der Kiirze halber wird hier durchwegs der Index ! weggelassen.
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winkeligen Fluchtsystems o, 0, 0, 0, ¢, ¢, ¢, kongruen,
wenn die in der oben angegebenen Art konstruiertep
Punkte 3/ 5] 5] auf einer Geraden o’ liegen und wenn weiters
die Doppelpunkte jener Involution, die von dem voll-
stindigen Viereck o} o!ofo} auf ¢/ ausgeschnitten werden,
mit dem Paare der uneigentlichen Punkte dieser Geraden
identisch sind.

4. Pohlkes Satz im nichteuklidschen Raume.

Im euklidschen Raume kann der Schwarz’schen Verall-
gemeinerung des Pohlke’'schen Satzes entsprechend ein beliebiges
Tetraéder immer so auf eine passend gewdhite Hilfsebene parallel
projiziert werden, dafl das entstehende Bild einem vorgegebenen
vollstandigen Viereck &dhnlich wird. Gemidff dem Wegfallen der
Ahnlichkeitstransformation im nichteuklidschen Raume miissen wir
hier statt der Ahnlichkeit Kongruenz fordern. Diese Verschérfung
auf der einen Seite soll nun anderseits dadurch kompensiert werden,
daB wir uns auf Poltetraéder der absoluten Fldche beschranken.
Wir konnen dies um so eher tun, als ja jedem rechtwinkelig-gleich-
schenkeligen Dreibein des nichteuklidschen Raumes ein Poltetraéder
der absoluten Flache zugrunde liegt.

Wir zeichnen wieder eine beliebige Fliche zweiter Ordnung F
als »absolute Fldche« aus und griinden auf sie eine nichteuklid-
sche Metrik des Raumes. Es sei nun irgend ein Poltetraéder o, o,
0, 0, von I gegeben und in einer Ebene II ein vollstindiges Vier-
eck o] ol ol ol beliebig! gezeichnet. Der Pohlke’sche Satz des
nichteuklidschen Raumes beinhaltet dann die folgende Frage: Gibt
es einen Punkt s von F und eine Ebene I, so dafi die
Projektion des gegebenen Poltetraéders aus dem Punkte s
auf die Ebene II, dem in II gezeichneten vollstindigen
Viereck im Sinne der auf die Fldche F begriindeten nicht-
euklidschen Metrik kongruent ist?

Wir ergidnzen zunidchst das gegebene Poltetraéder zu einem
rechtwinkeligen Fluchtsystem, indem wir als Punkte e ¢, ¢,
respektive je einen der beiden Schnittpunkte der Kanten o, o,
0, 04 050, des Tetraéders mit der Fliche F wihlen. Wie wir
bereits wissen, kann nun das Viereck o}, o}, ol, o}, als lineares Bild
des Tetraéders o, 0, 0, 0, auf oo® Arten aufgefait werden, die
sich alle ergeben, wenn man die Bilder e/ e} e! der Punkte ¢, ¢, ¢;
beliebig auf den entsprechenden Seiten des Viereckes wihlt. Die
obige Frage wird also dann und nur dann im bejahenden Sinne zu

beantworten sein, wenn es uns gelingt, die Punkte e/ e! el so an-

1 Vorldufig mit der Einschrinkung, daB keine drei Punkte desselben -aul
einer Geraden liegen.
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,unchmen, daff den Bedingungen des Satzes I[4 entsprochen wird.
Dies kann nun tatsdchlich geleistet werden!

Hitten wir ndmlich die Punkte e} e} e! bereits in der geforderten
Weise angenommen, so konnten wir, wie anldfilich Satz 115 gezeigt
wurde, die Gerade o’ als Verbindungslinie der drei Punkte 3} 3] 5!
konstruieren. Nehmen wir umgekehrt die Gerade s’ an, so konnen
daraus die Punkte e/ el el konstruiert werden. So z. B. ist (Fig. 7)
der Punkt e! als Doppelpunkt der Involution (o, o,), (s}3)) in
sweideutiger Weise festgelegt und Analoges gilt fiir die Punkte
¢/, 1. Durch Annahme der Geraden o ist also das Tripel e! ¢} el in

Fig. 8.

t=1

achtdeutiger Weise bestimmt. Nehmen wir nun die Gerade s’ ins-
besondere so an, daf die Doppelpunkte jener Involution, die von
dem vollstandigen Viereck of o) ol o} auf ! ausgeschnitten wird,
mit den uneigentlichen Punkten dieser Geraden, d. h. mit ihren
Schnittpunkten mit dem uneigentlichen Kegelschnitt K? von II zu-
ammenfallen, so wird den Bedingungen des Satzes I » entsprochen.
Die oben geforderte Annahme der Geraden o’ beinhaltet dem-
ngnph die folgende Aufgabe: In einer Ebene ist ein vollstdndiges
Viereck o, 0y 0, 0, und ein Kegelschnitt K gegeben (Fig. 8);
man konstruiere jene Geraden o, auf welchen die von dem
Vicreck ausgeschnittene Involution identisch ist mit der
In\’olrution konjugierter Punkte beziliglich K.!
Zur Losung dieser Aufgabe bezeichnen wir die Seite (o; ox)

S 8egebenen Viereckes kurz mit 4; und ordnen nun jedem
T

de

' Der Kiirze halber wird hier durchwegs der Index ! weggelassen.
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Punkt der Seite 4,, den ihm bezliglich K konjugierten Punkt der Gegen-
seite 4,, zu. Die auf den Gegenseiten 4,, und A4,, so entstehenden
projektiven Punktreihen erzeugen einen Kegelschnitt /und jede Tangente
desselben wird von 4,, und A4,, in einem Paar bezliglich & konjugierter
Punktegeschnitten. Wiederholt man denselben Vorgang fiir die Gegen-
seiten 4,, und 4,, des gegebenen Viereckes, so ergibt sich ein Kegel-
schnitt J* mit der analogen Eigenschaft. Die vier gemeinsamen
Tangenten von J und J' sind dann, wie man leicht erkennt, die
vier Losungen der oben gestellten Aufgabe, die natlirlich auch teil-
weise oder insgesamt paarweise konjugiert-imagindr sein konnen.

Zum Ausgangspunkt zuriickkehrend, konnen wir also die
Gerade ¢! in vierfacher Weise so annehmen, dafl sie zu dem ge-
gebenen Viereck o} ofolol in der dort geforderten Beziehung
steht. Von einer beliebigen der vier Geraden ¢! ausgehend, kann
dann, wie wir gesehen haben, das Tripel (e} el ef) in achtdeutiger
Weise konstruiert werden. Jedes der acht Tripel ergédnzt das ge-
gebene Viereck zu einem perspektiven Dreibein (o] ol of o] e} el ¢b),
das den Bedingungen des Satzes II b entspricht. Nach diesem Satze
ist also jedes der acht so erhaltenen Dreibeine einer Parallelprojektion
des rechtwinkeligen Fluchtsystems (o, 0, 0; 0, ¢, €, €;) kongruent,
wobei das gegebene Viereck o} o} olo! das Bild des gegebenen
Poltetraéders o, 0, 0, 0, der absoluten Flidche F darstellt.

Konstruiert man nun, wie dies im ersten Abschnitt dieser Arbeit
gezeigt wurde, die acht Projektionszentren s, so erkennt man sehr
leicht, dafl sie symmetrisch (im nichteuklidschen Sinne natlirlich)
auf die Oktanten des gegebenen Poltetragéders verteilt sind. Dasselbe
gilt auch fiir die acht Hilfsebenen IIj,.

Die hier durchgefiihrte Schluffiweise kann nun fiir jede der
vier Geraden o’ wiederholt werden.

Es ergibt sich somit der

Pohlke’sche Satz des nichteuklidschen Raumes:

Jedes in einer Ebene II gezeichnete vollstindige
Viereck o} ololo}ist immer einer Parallelprojektion eines
beliebig vorgegebenen Poltetraéders o, 0,0, 0, der absoluten
Fldache Fkongruent. Es gibt dabei 4 X 8 Lagen fiir das un-
eigentliche Projektionszentrum s und zu jedem s eine
Hilfsebenell,. Sowohldie Punktesals auch die zugehodrigen
Ebenen I, sind symmetrisch auf die Oktanten des ge-
gebenen Poltetraéders verteilt.

Wir setzen nun insbesondere voraus, dafi die absolute Fliche F
ein Ellipsoid sei und der Eckpunkt o, des gegebenen Poltetraéders
im Innern von F liege. Es werden dann die oben konstruierten
Punkte ¢, e, e, durchwegs reell und man kann Uber die 32 Projektions-
zentren s ndhere Aussagen machen.
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Von einer beliebigen der vier Geraden o’ ausgehend, ergeben
sich fiir jeden der drei Punkte e zwei Losungen, ndmlich die Doppel-
punkte einer Involution auf der Seite 01’ o; des gegebenen Vier-
eckes 01’ 0._f 03’ 04{. Gehen wir nun insbesondere von einer reellen
Geraden o' aus, so ist jede der drei Involutionen durch zwei reelle
Punktepaare bestimmt und ihre Doppelpunkte sind daher reell oder
konjugiert imagindr. Zu jedem Tripel (¢/ e} el), das imagindre Punkte
enthdlt, ist also auch das dieselben reellen und die konjugiert ima-
gindren Punkte enthaltende Tripel vorhanden; wir nennen zwei
solche Tripel konjugiert.

Bei der obigen Voraussetzung beziiglich F' und o, ergibt nun,
wie man leicht erkennt, jedes reelle Tripel of ool ein reelles,
zweikonjugierte Tripelaber zwei konjugiertimaginére Projektionszentren.

Die acht Projektionszentren, die man von einer reellen Geraden
s! ausgehend erhdlt, sind also entweder durchwegs reell oder durch-
wegs paarweise konjugiert imagindr.

Gehen wir nun von einer imagindren Geraden 5! aus, so
ist jede der drei oben erwédhnten Involutionen durch ein reelles
Punktepaar und ein aus einem reellen und einem imaginidren Punkt
bestehendes Paar bestimmt. Die Doppelpunkte einer solchen Involution
aber sind zwei imagindre Punkte, die nicht konjugiert sind. Die acht
zu einer imagindren Geraden s’ gehdrenden Tripel (e} e! e)) sind
durchwegs imagindr und die zu o' konjugiert imagindre Gerade
liefert die acht den ersteren konjugierten Tripel.

Von einer imagindren Geraden of ausgehend, ergeben sich
also achf imaginire Projektionszentren und die zu o! konjugiert
imagindre Gerade liefert die acht den ersteren konjugiert imagindren
Projektionszentren.

Zusammenfassend konnen wir also sagen, die 32, dem
Pohlke’schen Satz entsprechenden Projektionszentren sind
entweder reell oder zum Teil oder insgesamt paarweise
konjugiert imaginédr. Auf die Konstruktion imaginérer Projektions-
zentren haben wir schon gelegentlich des Satzes von Kruppa hin-
gewiesen.

Wir hatten beim Beweis des Pohlke’schen Satzes vorausgesetzt,
daf die vier in der Ebene Il gegebenen Punkte o] o} ol o] ein
vollstindiges Viereck bilden, dafi sie also nicht zu dreien auf einer
Geraden liegen. Wir wollen nun noch in Kiirze den Fall betrachten,
dafl eben drei der gegebenen Punkte auf einer Geraden liegen
(Fig. 9). In diesem Falle ist, wie sich leicht zeigen liBt, die Gerade
ol eindeutig bestimmt. Es gilt auch hier der Pohlke’sche Satz, jedoch
gibt es nur acht Projektionszentren s.

Schlieilich soll noch der Fall erwdhnt werden, dafl zwei der
gegebenen Punkte identisch sind (Fig. 10). Wihrend nun in der
euklidschen Metrik auch hier noch der Pohlke’sche Satz gilt, ist dies
in der euklidschen Metrik i. allg. nicht mehr der Fall. Eine Figur, wie
die in Fig. 10 gezeichnete, ist im allgemeinen nicht der Parallel-
projektion eines Poltetraéders kongruent.
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Wie alle bisherigen Sidtze a6t auch der Pohlke'sche Satz
eine zweite Auffassung zu. Man kann ndmlich das aus dem
gegebenen Polteraéder, einem der 32 Projektionszentren s und der
zugehorigen Hilfsebene II;, bestehende Gebilde derart kollinear trans-
formieren, dafi die in [I, befindliche Projektion des Tetraéders in
das in der Ebene II gegebene vollstindige Viereck und die absolute
Fldache F' in sich selbst lbergefiihrt wird. Es gibt, wie wir schon
gesehen haben, zwei solche Kollineationen, die vom Standpunkte
der nichteuklidschen Metrik als direkte, respektive inverse Kongruenz
zu bezeichnen sind. Jede der beiden Kollineationen fithrt das ge-
gebene Poltetraéder wieder in ein solches und den uneigentlichen
Punkt s wieder in einen solchen Uber.

Das in der Ebene Il gegebene vollstindige Viereck ist dann
eine Parallelprojektion von jedem der beiden erhaltenen Poltetraéder

Fig. 9. Fig. 10.

aus dem entsprechenden uneigentlichen Zentrum. Sowoh! die beiden
Poltetraéder als auch die zugehorigen Projektionszentren sind be-
zliglich II symmetrisch.

Der hier durchgefiihrte Vorgang kann nun fiir jedes der
32 Projektionszentren und die zugehorige Hilfsebene wiederholt
werden und es bestehen dabei die folgenden Verhiltnisse. Wir haben
frither, von einer Geraden o’ ausgehend, acht der ersten Auffassung
des Pohlke’schen Satzes entsprechende Projektionszentren s gefunden.
Diese acht Zentren liefern nun, wie man leicht erkennt, bei dem
oben erwihnten Vorgang dieselben zwei Poltetraéder und dieselben
Projektionszentren. Wie sich weiters leicht ergibt, erhdlt man die
beiden Projektionszentren als die Beriithrungspunkte jener
beiden Tangentialebenen, die sich aus der Geraden 5’ in
der Ebene Il an die absolute Fldche F legen lassen.

Die erhaltenen Ergebnisse zusammenfassend, kénnen wir also
dem Pohlke’schen Satz auch die folgende Form geben:

Jedes in einer Ebene Il gezeichnete vollstindige Vier-
eck kann als Parallelprojektion eines Poltetraéders der
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absoluten Fldche aufgefafit werden. Es gibt dabei acht
uneigentliche Projektionszentren und zu jedem von ihnen
cin Poltetraéder. Je zwei Zentren und die zugehorigen
poltetraéder sind beziiglich Il symmetrisch.

Es sei nun wieder ein beliebiges Poltetragder (o, 0, 0, 0,)
der absoluten Fliche F gegeben. Wéihlt man dann die Punkte
¢, ¢, ¢y Deliebig, respektive auf den Seiten (o, 0,), (0, 0,), (05 0,)
des Tetraéders, so ist das Dreibein (o, ¢, ¢, ¢;) im Sinne der auf
die Fliche F begriindeten nichteuklidschen Metrik als rechtwinkelig
zu bezeichnen. Wenn insbesondere die Fldche zweiter Ordnung &,
die (o4 0, 05 04) zum Poltetraéder hat und durch die Punkte ¢, ¢,e,
hindurchgeht, die absolute Flache F in ibrem Schnitt mit der Ebene
o, = (0, 0, 05) bertihrt,! so ist das Dreibein (o, ¢, ¢, ¢;) im obigen
Sinne rechtwinkelig-gleichschenkelig.

Es sei nun ein beliebiges rechtwinkeliges Dreibein (o, ¢, e, ¢,)
im Raume gegeben und in einer Ebene I ein Dreibein (o] e e! ¢))
beliebig? gezeichnet. Wir konstruieren das dem gegebenen Dreibein
zugrunde liegende Poltetraéder (o, 0, 05 0,) von F und wihlen
die Punkte o/ o} ol beliebig, respektive auf den Schenkeln (o} ¢),
(ol ¢}), (o] e}) des in Il gezeichneten Dreibeines. Das in II so ent-
stehende vollstindige Viereck (of 0! ofof) ist dann der ersten
Formulierung des Pohlke’schen Satzes entsprechend einer Parallel-
projektion des Poltetragéders (o, 0, 0, 0,) kongruent. Die Bilder der
gegebenen Punkte e, e, e, werden dabei drei Punkte &/, &}, e! sein,
die respektive auf den Schenkeln (o] e]), (o} el), (ol e}) des in Il
gezeichneten Dreibeines (0] e/ e} ef) liegen.

LaBt man nun das Punkttripel (o] o] o}) alle oc® in Betracht
kommenden Lagen durchlaufen und wiederholt fiir jede von ihnen
den obigen Vorgang, so durchlduft offenbar auch das Punkttripel
(¢{ el el) alle oo, respektive aus Punkten der Geraden (o} ef), (o} el),
(0 el) bestehenden Tripel. Durch passende Wahl der Punkte o} olo!
kann man also erreichen, dafl die Punkte e] ef ¢!, respektive mit den
Punkten e/ e} e! zur Deckung kommen.

Das in II gezeichnete Dreibein (o] e/ el el) ist dann, wie un-
mittelbar einzusehen, der entsprechenden Parallelprojektion des im
Raume gegebenen rechtwinkeligen Dreibeines-(o, ¢, e, ¢;) kongruent.
Flihrt man dann noch, wie dies schon mehrfach gezeigt wurde,
eine geeignete kongruente Transformation des Raumes durch, so
kann man ein dem gegebenen kongruentes rechtwinkeliges Dreibein
erhalten, das, aus einem passenden uneigentlichen Zentrum auf die
Ebene I projiziert, das in Il gezeichnete Dreibein (o} ¢/ ¢/ el) ergibt.

1 @ ist dann im Sinne der nichteuklidschen Metrik eine Kugel.

Mit der Einschrinkung, daf k der drei Schenkel eine G
rade fallen,
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Es gilt also offenbar auch der folgende Satz:

Jedes in einer Ebene Il gezeichnete Dreibein (o} e]e]el)
kann immer als Parallelprojektion eines rechtwinkeligen
Dreibeines aufgefafit werden, das einem im Raume beliebig
vorgegebenen rechtwinkeligen Dreibein (insbesondere also
aucheinemrechtwinkelig-gleichschenkeligen)kongruentist.

Wihrend die beiden frither bewiesenen Sidtze in gewissem
Sinne das nichteuklidsche Analogon der Schwarz’'schen
Verallgemeinerung des Pohlke’schen Satzes darstellen, ist der
eben ausgesprochene Satz das direkte Analogon des Pohlke’
schen Satzes in seiner urspriinglichen Form.

Allerdings beziiglich Anzahl und Lage der Projektionszentren
und der zum vorgegebenen kongruenten Dreibeine konnen wir hier
zum Unterschied von den beiden ersten Sidtzen nichts Nédheres
aussagen.

Mit dem Beweis des Pohlke’schen Satzes sind die Grundlagen
fiir eine darstellend-geometrische Behandlung des nicht-
euklidschen Raumes geschaffen.
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