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Fourier’sche Integrale als Grenzfille Fourier’scher
Reihen betrachtet

Von
Werner Dorn

(Vorgelegt in der Sitzung am 18. Mirz 1926)

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, einen tieferen Einblick
in den Grenziibergang von Fourier’schen Reihen zu Fourier'schen
Integralen zu gewinnen. Wéihrend man sich ndmlich {iblicherweise
damit begniigt, diesen Grenziibergang nur formal anzudeuten und
sodann die Theorie der Fourier'schen Integrale selbstidndig aufzu-
bauen, soll hier der Grenziibergang wirklich durchgefiihrt werden.!

Wir werden uns wiederholt auf folgenden aus der Theorie
der singulidren Integrale bekannten Hilfssatz stiitzen:

Hilfssatz: Sei die reelle Funktion £ (§) integrierbar im Inter-
valle [a,b] im Sinne von Lebesgue. Sei ferner ¢, (§ p,0) eine
Folge von Funktionen der Verdnderlichen § und der Parameter p
und o, die folgenden Bedingungen geniigt:

1. Fiir jedes Teilintervall [a, 8] von [a, &] gilt

B
lim fcpn & pyo0)dé=0

1= 00

gleichméBig fiir alle betrachteten Werte der Parameter p und o;
2. Es gibt eine Zahl M, so daf}

|(Pn(£, Py G)I é M

fiir alle # und alle betrachteten Werte von §, p und o.
Dann gilt auch:

b
lirn f ) 0n & py0) dE = 0

1= 00

gleichmafBig fiir alle betrachteten Werte von p und o.

1 Diese Arbeit ist auf Anregung von Prof. H. Hahn entstanden, der mich
auch bei ihrer Redigierung unterstiitzt hat. — In &@hnlicher Weise lielen sich wohl
auch die Summationsmethoden fiir Fourier'sche Integrale aus den Summations-
methoden fiir Fouricr'sche Reihen durch Grenziibergang ableiten und Hausdorffs
Verallgemeinerungen des Parseval’schen Theorems (Math. Zeitschr., 76 (1923), p. 163)
auf Fourier'sche Integrale iibertragen.
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§ 1. Fourier’sche Reihen und Integrale.

Mit f(§) bezeichnen wir im Folgenden eine fiir alle reellen §
definierte, reelle Funktion, die in jedem endlichen Intervalle inte-
grierbar ist im Sinne von Lebesgue. Setzen wir:

T T

P p
AN = %ff(&) cos AédE, B(p,\) = %ff(&) sin MEd§, (1)

e )

so lautet die Fourierreihe von f(¥) im Intervalle (— %, %)
A [> ]
, 0 .
S ~ P_(ZP__) + Z p (4 (p,vp) cos vpx+B (p, vp) sin vpa).
v=1

Wir setzen, wenn p irgendeine positive Zahl bedeutet:
;v

pA(p,0) (p,

S(p,%p) = +Z P (A (p,vp) cos vpx+B (p,vp) sinvpa), (2)

v=1

wo [pp—J die grofite ganze Zahl in —‘Z— bedeutet. Es gilt der Satz:

Satz I. Gentligt die Funktion f(§) einer der beiden Be-
dingungen:

a) i(&—) ist im Unendlichen absolut integrierbar;!

b) f(&) konvergiert im Unendlichen monoton? gegen O,
bedeutet § irgendeine positive Zahl, % eine der Unglei-
chung 0<x1<~7;? geniigende Zahl und ist e=0 beliebig
gegeben, so gibt es ein p, so daf:

,' S(P, ‘V’P)_S(P/: :L',p) I <e

fir alle p=p,, fir alle p und p’ des Intervalles (0, p] und
fir alle  des Intervalles [—x,, ,].

1 D. h. fiir @ > 0 existieren die beiden Integrale

[oe]
'f(E) J" f(&)

2) D. h. es gibt ein a>0, so dan(&) fir £>a und &€ < -—a monoton ist.
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Auf Grund einer Ahnlichkeitstransformation kénnen wir ohne-
weiteres p = 1 annehmen. Ferner geniigt es, zu zeigen: bedeutet

pn eine Folge mit lim p, = oo, so gibt es ein #, so dafi:
1nN=00

I S(l’x’pﬂ)—s (P} X, pn) l ==¢

fiir alle n=m,, fiir alle p aus (0, 1] und fiir alle x aus [—x,,,].
Bekanntlich ist:

1E

Serp = f o d o) at
~r;— sin 5- (E—=)

Setzen wir:

[pn] — [%-’ p= By

so ist:

|‘9'nl: ‘[!W_L] [pn] P<'[Z’n Pn
p p

+‘1%” [pn” <2,

und wir erhalten:

! = sin ([p,,] + ) (E—=x)
SWno)—Senen = [10 : as —
J 2sin - (E—2)

P sin pn g — &,,) E—=x)
- f £© n
— sm£ (&—x)

Da wir f(§) additiv zusammensetzen kénnen aus einem Sum-
manden der =0 ist fiir § <0 und einem Summanden der — O ist
fur £ > 0, konnen wir im Folgenden ohneweiters annehmen: f&=
=0 fiir £<O0.

Dann wird weiter:

, sin(lpa] + 5 ) 6
S (1, % pu) — S(p, %.ps) = r S at—
0 2 sin - (§—=x)
2.
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1 7 I 1 . p
:ﬁlf@ lsin —é—(&—x) sin %(g_,,) sin ([.vn] + 5 )(&—x) d& +

- f<e>—p1—{sm (o1 + 5 )Je—n—sin(p1+ (3
sin 7(&-—9:)

+ ; — a,,) (&—x)} dt —

T

P
— & [70—t—sin(tn) + £ —9.) 6= a5
~ o sing (E—=)

Wir schidtzen nun der Reihe nach die drei hier auftretenden
Integrale ab.

Sei [a, B] ein Teilintervall von [0, «]. Dann ist:

Iﬂ(' 11 . pp )Sm([z’n]+ )(&—x)d&_

sin ?(E—x) sin —2—(&—x)

p—=x

1 . 1
=f ——— sm([pn] + )tdt
s sinft sin—g—t
Wir wihlen M so grofl, dafi
11 — pp =MfirO<p=1und —x =f{=n+z;
sm—2~t sm—2—t

ferner wihlen wir V so grof}, da§ fiir alle p aus (0, 1] die Variation

von 11 — P in [—x, n+4,] Kleiner als V ausféllt. Eine
sin —2—t sm—g—

bekannte Verallgemeinerung des zweiten Mittelwertsatzes ergibt dann:
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! f"( 1 P )sin ([;vn] + ;-) (&—-x)dé'i =
« \s

in %(&—x) sin %(&—x)

2
1
(24] + 3

=@M+7)

Es gilt also:

lim f a<s - 1 ¢ )sm ([pn )(&—x)d& =0

"= e |sin E(&—x) sin —(&—x)

gleichmiBig fiir alle p aus (0, 1] und alle » aus [—x,, #,].
Nach dem in der Einleitung angefiihrten Hilfssatze gilt
daher auch:

im o [Fe) [\ sin {2 +
n=o0 0 sinf(&—-x) sin—g—(é—x)

@
+ %) E—9dE=0

gleichmafig fir alle p aus (0, 1] und alle * aus [—x,, ¥,].
Ferner ist:

o [7e :Ll(&_—x) (sn [74) + ) &) — sin(i7a) +

+ —g— ) — x))

= ff(&) (& )sm<1 — £ 8,) T cos (20 +
—%

+?+?—'&n 2 dt.

Waihlen wir hier M so grof, dafl

t

+ &”> 3

(1 P
psm(-2 o
i
2t

sin -

=SMfirO<p=1 und —xy, =t=n-+x,

und V so grof}, da fiur alle p aus (0, 1] die Variation von
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sin <% — % + ﬁ,,) ¢
kleiner als V ausfdllt, so lehrt dieselbe Argu-
sin % t

mentation wie vorhin, dafi:

nhzrnoo % }(&> — (Sin <[pﬂ] + »%‘> (&_x) o
0 Sin ?(ﬁ—x) (5)

s

— sin ([p,,] + ;— — a,,) (&—-x)) dE=0

gleichmiagig fur alle p aus (0, 1] und alle x aus [—x,, ;]
Endlich betrachten wir das Integral:

n
f f€ —"—sin <[Pn] + % — &,,) (E—x)dE =
" sin %(&—-x) ©
[Forennsin(id +-5—n) e—na

wo gesetzt ist:

—pp—fﬁrﬂgég%
sin —(§—x
2 Gon=1{""2
0 fiir &>
P

Wir zeigen zunichst, dal wir g so grol wéhlen kénnen, daB:

i fﬁg) @ (& #, p) sin ([Pn] + g“ — ‘(}1t> (E—x)at ’ = @
g

fir alle p aus (0, 1], alle # aus [—x,, #,] und alle #. In der Tat,

wenn % = g, ist diese Ungleichung sicher erfiillt, da dann ihre linke

. . . N . .
Seite = 0 ist. Wir nehmen also sogleich -‘?~>q an; dann ist sie
4

gleichbedeutend mit:

T

n
[ro—f—sin(tp) + £ =) e at| <s g
2 sin -%(E—x)
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Erfiillle zundchst f(§) die Bedingung a) von Satz I. Dann
konnen wir ¢ so wihlen, dafi:

fligg’d&<n.

Sodann gibt es ein 4, so daf§ in [q,%]

1 — p&

| = A fur alle p aus (0, 1] und alle x aus [—x,,%,].
| sin %(&——x} |

Dann aber ist:

ff(&) sin <[pn] + % - 3'n> (&—«'V) ag ] <A1],
(& —7) B

womit im Falle der Voraussetzung a) Ungleichung (8) und somit

auch (7) bewiesen ist.

Nunmehr beweisen wir sie fiir den Fall der Bedingung b) von
Satz 1. Dann konnen wir ¢ so grofi wihlen, dafi f(§) monoton ist

flir §=g¢q, dafl ferner in [q, %J

|f(&)— < fur alle p aus (0, 1] und alle »
sin —(&—x) aus [—x,, %]
und daf endlich fiir alle p aus (0, 1] und alle ¥ aus [—x,, #,] die

Variation von f(§)— P in [q, E-J kleiner als v ausfdllt. Dann
sin —%(&—x)

aber ist:
sin <[pn] + g - 8’1;) (&—x) d& \ < _4—2_‘_‘ ’
7 (& ¥) [pu] + ) —

und es ist wieder (8) und somit (7) bewiesen.
Nun beweisen wir noch, daf§

i [F2@npsin(in+ § —o)¢—9at=0
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gilt, gleichmafig fiir alle p aus (0, 1] und alle » aus [—z,, #,]. Zu
dem Zwecke wihlen wir M so grof}, daf§

| ¢ ¢ xp) | =M fur alle § aus [, g], alle p aus (0, 1]
und alle x aus [—z%,, #];

sodann wihlen wir V so grofi, daf§ fiir alle p aus (0, 1] und alle &
aus [—#, #,] die Variation von ¢, ,p) in [n, g] Kkleiner als V
ausfiillt. Dann ist fiir jedes Teilintervall [a, B] von [=, g]:

‘fﬁ?(& %, p) sin <[pn] + n>( —x) dt ‘ =

=My —2

p
n _'—'S'n
es gilt als: [pa] + 2
. # . p
lim f‘? (&: x, P) sin <[pn] + 7 - '8'11) (&_4‘) d& =0

n=00_J,

gleichméiBig fur alle p aus (O, 1] und alle ¥ aus [—x,, %,]. Aus dem
Hilfssatz der Einleitung folgt daher wieder:

i [FOpen0 s (o) + £ =) e—nat=0 (@

gleichmagig fiir alle p und (0, 1] und alle » aus [-—zx,, #,].
Aus (7) und (9) aber folgt: es ist

tim [0 0 s (1o +§ — ) € de=0

oder was nach (6) dasselbe heifit:

T

lim [ f(§) — sin ([pu] -+ g‘ — 8‘,;) (E—x)dé=0 (10

"=®Jr sin —g— (¢—2)

gleichmiBig fir alle p aus (0, 1] und alle x aus [—,, #,].
Durch Einsetzen von (4), (5), (10) in (3) erkennt man: es ist

lim (S (1) %, pu)—s (P, x,p,,)) =0
7= 00

gleichmafig fir alle p aus (0, 1] und alle ¥ aus [—x,, #,]. Damit
aber ist Satz I bewiesen.
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Wir wenden uns nun der Betrachtung des Fourier’schen Inte-
grales zu. Dabei machen wir iiber f(§) eine der drei folgenden Vor-

aqussetzungen:
o) Ji(&é ist im Unendlichen absolut integrierbar und es gibt zwei

in jedem Intervalle 0 = a =X =10 integrierbare Funktionen
A(O,N), B(O,N), fiir die:

b
lim f|A(p,)\)——A(O,)\)|d)\:0,
p=+0a

b
lim fiB(p,)\)—B(O,l);d)\:O. (11)
p=+0J,

P) f(€) konvergiert im Unendlichen monoton gegen O.

Bedingung o) ist erfiillt, wenn f(§) in (—oo, o) absolut inte-
grierbar ist, und zwar ist dann:

oo +oc0
A(O,k):»:? f @) cos M d, B(0,) = i f F@sinMEdE (12)

Bedingung o) ist auch erfiillt, wenn (f(§))* in (—oo, c0) inte-
grierbar ist. Denn dann ist, wie die Schwarz'sche Ungleichung

S

lehrt, == im Unendlichen absolut integrierbar und es ist! fiir

£

jede gegen O konvergierende Folge positiver Zahlen p,,:

[>o]
lim f (A (o X) — A (0, \)2d) =0,
m=00 Jo

[> o]

Mm= o0

lim f (B (pm M) — B(0,M)2d)h =0,

0
also auch fiir das Intervall [a, b]:

b
lim f (A (pm ») — A(O,1)2dL =0,
nm=0o0 a
b
lim f (B (o, ) — B (0,1))? d) =0,
M= 00 a

und da nach der Schwarz’schen Ungleichung:

(jj‘?()\) | d)\>2 é[é@ N)2dh. (b—a)

1 M. Plancherel, Rend. Pal., 30, p.289 ff. Wir kommen hieraufin § 2 zuriick.
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ist, folgt daraus:
b
lim f\ A ) —AO,N) | d\ =0,
M — O a
b
lim f| B(pm,\) —B(O,)) | dh =0,
m=00 [,
was mit (11) gleichbedeutend ist.
Im Falle B) existieren die Integrale (12).
Fiir jedes Intervall [0, p] gilt:

»
lim A(p, N) cos hx+B (p,\) sin Ax) dN =
p=+0£( (PN P ) (13)

v
= f (40,3 cos hz+ B (0, sin \x) d)
0

gleichméfig fiir alle » des beliebigen Intervalles [—ux,, x,].

Im Falle a) folgt dies unmittelbar aus (11), im Falle ) wurde
es von Pringsheim bewiesen.

Wir setzen nun in Analogie zu (2):
74
S©0,x,p) ::f(A (0,) cos hx + B (0,)) sin hx) dA
/0

und beweisen:
Satz IIl. Gentligt f(§) einer der Voraussetzungen a)
und B), so gilt:
S©O,%,p) = lim S(p, 2, p)
o=10
gleichmidfiig fiir alle x des beliebigen Intervalles [—x,, %,].

Beim Beweise konnen wir wieder annehmen f(§) = 0 fiir £ << 0.
Zundchst ist offenbar:

lim £A®9 _ o
e=+0 2

(14)

Im Falle B) ist dies evident, denn es ist

T

e
b A(p0) =g f 1) dt,
0

und aus lim f(¥) = O folgt bekanntlich
T . 1 r=
lim — [ f(§dE=0.
r=00 X 0

1 A. Pringsheim, Math. Ann., 68, p. 367 ff.
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Im Falle o) wéhle man g so grof3, daf3

oo

")

Fiir —1;— > ¢ hat man dann:

7 ae<e 05

°
IPA(P,O)lélpf}(ﬁ)dE|+lpff(&)d& =
0 q

kd

P
9 |
=lp[f©dt] +wf|]%&)ld€,
0 q
somit wegen (15) fiir alle hinldnglich kleinen p:
lpA(p0)| <2¢

womit (14) bewiesen ist.
Zufolge (13) ist fiir hinldnglich kleines p*:

f (455 cos hx+ B (¢5)) sinkx) dA—S(0,5,0) | <s  (16)
0

fir alle # aus [—=,, #,]. Das hierin 'auftretende Integral ist, weil
A@E5N), B(*\) stetig sind, ein Riemann’sches und kann daher
unbeschriankt durch Riemann’sche Summen approximiert werden.
Es gibt also ein p, so daf:

pA( * \) cos hx—+B (p*,\) sin hx) dh —
P P
0

7]

— Z o (A% vp) cos vpx+B (g% vp) sinvpr) | <e

v=1

fir 0<p=yp und alle ¥ aus [—x;,%]. Zusammen mit (14) ergibt

das, wenn p hinldnglich klein gewdhlt ist:

y 4
(A (p*N) cos hx+B (p*, ) sin hx) A\ — .
" , (17)
AGN0)
— 22 (Zp__, ) _ Z p(4 (p*, vp) cosvpz—+B (p*, vp) sin vpx) | <2e.

v=1
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Ferner ist:
11
[#]

+ 3" 0 (A% 70) c0s vpr-+ B (0% 7p) sinvpw) —S () =

:?ff(é) SIHZ[ P] f)p(&_t) at—
o e
P

pA@E%0)
2

x
_*

/,\

2
? sm p p(—2)
———ff(&) ”’ 2> ak,
— sin - (&—x)

Beriicksichtigen wir, dafl f(é)_ 0 flr &<O, so ist das weiter

. sm 2)()(& —%)
_—-—ff(&) P at.

% sin = (&—1)

Ganz wie beim Integrale (8) erkennen wir, da, wenn p* hin-
langlich klein gewdhlt ist, dies Integral seinem absoluten Betrage
nach <<e ist fir 0 <<p<<p* und alle v aus [—x, %,]. Es ist somit:

ﬁ

P
pA(p 2+ Z p (A% vp) cosvpr+B (% vp) sinvpr) —  (18)

- S(p) %p)

fiir alle hinldnglich kleinen positiven p und alle ¥ aus [—x, #,].
Aus (18), (17), (18) folgt nun:

l S(O,xyp)"—s(("x)p) i <4e

fiir alle hinldnglich kleinen positiven p und alle x aus [—x,, #,].
Damit ist Satz II bewiesen.
Satz IlI. Genligt die Funktion f(§) einer der beiden

Bedingungen o) und @), bedeutet p irgendeine positive

Zahl, z; eine der Ungleichung 0 <x, <i:- genligende Zahl
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und ist 1 = 0 beliebig gegeben, so gibt es ein p,, so daf:
| S(p,x,p)—S(O,x,p) | <71

fiir alle p=p,, fir alle p des Intervalles (0,p] und fiir alle x
des Intervalles [—x,, #,].

Zum Beweise setzen wir =2¢ und es habe sodann p,
dieselbe Bedeutung wie in Satz 1 und es sei ein p aus (0, §], ein
v aus [—#;, #,] und ein p =p, beliebig gegeben. Nach Satz II gibt
es in (0, p] ein p/, so daB:

| S@,%p)—SO,xp) | <s
und nach Satz I ist:
| S p) — SE,%p) | <
es ist somit:
| S(%p)—SO,x%p) | <2e=m,
womit Satz III bewiesen ist.
Insbesondere folgt aus Satz III:

Satz IV. Geniigt f(§) einer der Bedingungen o)

und B) und ist x ein Punkt des Intervalles <——%, _'n_)’ so

gelten die Fourier'sche Reihenentwicklung

: Ap,O < .
f(x):p_(zp_)_kZp(A(p,vp)cosvpx+B(p,vp)smvpx) (19)
v=1

und die Fourier'sche Integraldarstellung

Jf® :f(A (0,X) cos Ax+B (0, )) sin Ax) dA (20)

immer gleichzeitig. Ebenso findet gleichmédfiige Kon-
vergenz dieser beiden Darstellungen in einem Teilinter-

valle [a, b] von (—g—, %) immer gleichzeitig statt.

Man hat, um das einzusehen, nur zu beriicksichtigen, daf§ (19)
gleichbedeutend ist mit

S(x) = lim S (p, %, p)

p=o00

Jf®) = 1im S0, x, p).
p=o00

und (20) mit:
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§ 2. Das Parseval’sche Theorem.
Sei nun (f(§)? in (—oo, co) integrierbar. Wir setzen (bei
Festhaltung der Bezeichnungsweise (1)):
'p

( (P’ )) + Z{(A(P vp))2 + (B p,vp)) } 21)

Tp,p)=p

A (p,0))2
T(p) :rr(—(p—z—))—

+p ) {(AGw)? +Bew)?) (@)

Dann ist bekanntlich, wenn wir wieder die Bezeichnungs-
weise (2) verwenden:

T

4
T(p,p)= %f (S, & p) ds, (23)

P

-
1
6 = f (&) de. 24
-
Wir wollen nun den Satz beweisen:
Satz I Ist (f(§))® in (—oo, +0c0) integrierbar, so gibt
es zu jedem p=>0 und jedem ¢=>0 ein p,, so dafi:
| Te,)— T | <e (25)
fiir 0<<p=p und alle p =p,.

Wir zeigen zunidchst: zu jedem e >0 gibt es ein § und ein p,,
so daff Ungleichung (25) fiir 0 <<p=p und p=p, gil.

Zu dem Zwecke wihlen wir x, so grof, dafi:

—x

L f (FOydé<n, — f (F&) at <, (26)

Sodann wiéhlen wir § so klein, daf:

== ¥.
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Wie aus der Theorie der Fourier’schen Reihen bekannt ist,
gilt dann: ,
lim f NA f (F&)? dé.
p=o00
—x —xy
Wir kénnen daher p;, so grofi wihlen, dafl fiir p = p,:
1 [, 0 L (%,
= | C@®Ep)dE—— [ (f)*dE| <. (27)

Nach Satz I von § 1 kénnen wir p, auch so grofi wihlen,?
daBf fir p=p, und O <p=p:

1 (%, 1 ¥
+JBaenra—— [Betora|<n e
Aus (27) und (28) folgt, daB fiir p=p, und O <p=p:
1 (o e
| -;f Bosya— L [Goras | <24, (29)

also wegen (26):

< f B oenyde= f (F©) de—an, (30)

Anderseits ist, wegen (23) und (24), da nach (21) und (22)
Tep)=T() ist:

T

p +o0
- f (o6 p)rdi= f (F) dt. 31)

B
Aus (30) und (31) aber folgt sofort:

—x,

L f (Seapypde<dn f SeEp) di<4q.  (32)

£

'o]:\

1 Wir diirfen Satz I von § 1 anwenden, da, wenn (j(é))2 in (—oo, o)

integrierbar ist,

im Unendlichen absolut integrierbar ist.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. KI., Abt. IIa, 135. Bd. 11
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Nach (26) ist ferner:

k4

- .
5 [roras<m L [eya<n (33)

P

Aus (29), (32), (33) aber folgt:

;
|
‘ %I(S(p, &,p))gd&—%f(f(é))2d& | <129

P [

flir 0<p=p und p=p,. Das aber ist wegen (23), (24) die Be-
hauptung.

Nachdem auf diese Weise § bestimmt ist, zeigen wir: es gibt
ein p,, so daB (25) gilt fir p=p=p und p=p, Auf Grund des
Borel’schen Uberdeckungssatzes geniigt es dazu offenbar, folgendes
zu zeigen: zu jedem p* aus [p, p] gibt es ein p* und ein 3, so
daBl (25) fiir alle der Ungleichung | p—p* | << geniigenden p und
alle p=p* gilt. Dies aber liegt auf der Hand. Denn da fiir

jedes p=0:
T(p) = lim T (p,p)
p=o00
ist, kann p* so gewdhlt werden, dafl
T, p)=>T0% —¢&

da, wie (23) und (24) zeigen, T(p) und T (p,p) stetig von p ab-
hidngen, gibt es dann ein 8 >0, so daf auch flr |p—p*| <<3:

T(p,p*)=>T(p)—=

und somit, da T (p, p) mit p monoton wichst, erst recht:

Te)=T(pp)=>T(p)—e fir p=p*

wie behauptet.

Wir haben nun zuerst gezeigt, daff (25) gilt fir O<p=7(
und p=p,; sodann, daf (25) gilt fir p=p=p und p =p,; indem
wir unter p, die gréflere der beiden Zahlen p, und p, verstehen,
ist Satz I bewiesen.

Sei nun f(§) nur in einem endlichen Intervalle 3=0, etwa in
[a, b]. Dann kann man ohneweiteres A (0,)) und B (0,)) gemis (12)
bilden und diese beiden Ausdriicke sind stetige Funktionen von X.
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Wir setzen:

T(0,p) = f [(4.0,2)2-+(B 0, 0)7] 2, (34)

und zeigen:
Satz IL. Ist f(§) nur in einem endlichen Intervalle 3=0,

so ist: ‘
T©,p) = lim T (p, p). (35)
p=-+0

In der Tat, sei p so klein gewédhlt, daff das Intervall [a, &]

ganz in [—% —pJ liegt. Dann ist fiir 0 <<p =p:

A(p,2) = AO,%), B(p,») =B(O,N

und somit:
p
76,00 =0 (O o Z{(A ©,p9)*+(B(O,p%)*).  (36)
Hierin ist: )
lim p@(oz’ﬂ: =
p=+0

und, wegen der Stetigkeit von 4 (0,X) und B (0,}):

7]
im o ) (40 B O =

v=1

P
= f {(A0,0)*+(B (0,)*}dre=T(0,p)-
0
Aus (36) ergibt sich also tatsdchlich (35) und Satz II ist

bewiesen.
Satz III. Ist f(§) nur in einem endlichen Intervalle ==0,

so ist:
I{OEA (©, )\))2+(B (O,)\))‘Z} adl— %f‘(}o‘(&))z det.

In der Tat, widhlen wir § wie beim Beweise von Satz II, so
ist nach (24) fur 0 < p=p:

r)= [(eye
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Nach Satz I gibt es also ein p,, so daff fiir 0<<p =p und
1 % |

T (p,p) i (f(&)) dé | <.
—00

Nach Satz II folgt daraus, daf fiir p =p,:

| T0p) —%f(:}(&))zde ‘ =

Wegen der Bedeutung (34) von T(0,p) aber ist dies die Be-
hauptung von Satz III. Insbesondere ist damit auch bewiesen, dafi,
wenn f(§) nur in einem endlichen Intervalle 4=0 ist, (4(0,}))? und

(B (0,1))? in [0, oo) integrierbar sind.
Aus Satz III folgt unmittelbar: Ist (f(&)')2 in (—oo, co) inte-
grierbar, bedeutet p, eine gegen O konvergierende Folge positiver

Zahlen und bezeichnen wir mit f,(§) die Funktion, die in [—ri,
[

()1] mit f(§) Ubereinstimmt, sonst — O ist, setzen wir endlich
-
+oo
A, O0,N) = —fﬂt(&) coshdE, B,(O0,N)=—| fu@¢)sinky, (37)

—0o0

so konvergieren die A4,(0,)) in [0, c0) im Mittel gegen eine Funk-
tion, die wir mit A(0,X) bezeichnen, und ebenso die B,(0,)) gegen
eine Funktion B (0,A). Es geniigt zu dem Zwecke, nachzuweisen:
zu jedem e = 0 gibt es ein N, so dafi: fir N==#un <<#'

f (40 0,94y (O, 1))+(Bu O, )—Bu O,y dh <o, (39)

Nun sind aber 4,(0, \)—A4,:(0,)), B, (0,\)—B,:(0,)) die zu
folgender Funktion g(§) gehorigen A(0,N), B(0,N):

@) = £ in [—% —%] und in [p% ‘%J

£(€) = 0 auflerhalb dieser beiden Intervalle.

Also ist nach Satz III:

f ({40 0, )= A O, 0))+ (B (0,1)— By (0, )} 4. =
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- f (F&) at + f (1) d;
Pn' Pn

da ( f(§)? in (—o0, o) integrierbar ist, folgt daraus (38).

Nun konnen wir Satz II und II auf alle Funktionen aus-
dehnen, fiir die (f(€))® in (—oo, co) integrierbar ist.

Satz IV. Ist (f(§))* in (—oo, 00) integrierbar, so gilt:

70,2)= lim 7 (7). (39)

In der Tat, da die durch (37) definierten Ausdriicke 4, (0,\),
B,(O,)) in (0,c0) im Mittel gegen A4(0,)), B(0,\) konvergieren,
gilt bekanntlich fiir jedes endliche Intervall [0, p]:

4 P
f [(4 ©, 1)+ (B (0, X))z]d)\: lim f [(A2 (0,2))2+ (B, (0, )]\
0 n=00 Jo

Wir denken uns demgemifl #» so gewdhlt, dafi:

IJ [(4n (0,))2+ (B, (0, )\))2 d)\——f[(A 0,12+ (B (0,1))2] ax
40)

Bezeichnen wir mit S, (p,€,p) den gemés (2) der Funktion £, (§)
zugeordneten Ausdruck S (p,§,p), so gilt gleichmédfig fir alle p=0:

7:

Jim f [(Su (e, & 2)P—(S (4, 2))*] 46 = 0. (41)

e
In der Tat ist nach der Schwarz’schen Ungleichung, wenn:

Sn (P) &7}7)_8 (P, eyp) = S* (p) &).p); Sn(P; ‘S)p)_"' S(p’ &)p) - S** (P; &—'p)
gesetzt wird:

oA

[(Sup,&2))* — (S Ep))?] dE =
4 (42)

1'E 1!

= f (S0t D) dt: f CARD

)

sl
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Nun sind Si(p, & p), Si™(p,6,p) die zu £,()—/(€) und f )+
gehdrigen Ausdriicke S (p, &, p).

Wie aus (21), (22), (23), (24) ersichtlich, gilt aber stets:

T

[

[sespracs [ropa

T

P
in unserem Falle also:

3

[

[steerya= [(he—repa

kg

P

3

F oo
f (SE*(0,&,p)? dE = f (fl®)+(®)? a

P
und da offenbar:

im[(r@—rey e =0
wiahrend o

f (F(® + F(©)?

unter einer endlichen Schranke bleibt, folgt aus (42) die behauptete
Beziehung (41).
Wir kénnen also wegen (41) » auch so grof wihlen, daf:

T

P
% f [(Su(p, & 2))*—(S (p, &, p))*] dE <& fiir alle p. (43)

T

[4
T T

Da f,(§) =0 ist auﬁerhalb[ o p—] gilt ferner (35) von
n n

Satz II, d. h. es gibt ein p, so dafl fir O <p=p:

k9

e
| % f (S (0 &, 1))* d€ — [ [(4n(0, 1)+ (B (0, ))2] } <e (49

p
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Aus (40), (43), (44) aber folgt fir 0 <<p=p:

™

l —~ f ks (0,6, P))? A€ — £ [(A©0)2+(B© V)] ’ <5

e
womit (39) bewiesen ist.

Satz V. Ist (f(§))® in (—oo, o) integrierbar, so gilt:
(>} 1 (>}
f (40,02 +(BON)]dr=— f (FO) e, (46)
0
In der Tat, nach Satz III ist:

I (400, (B (0,1))?] d = .

+oo o
= [eya=_[opa

Py

Da 4,(0,)) und B,(0,\) in [0,c0) im Mittel gegen A (0,\)
und B (0,)\) konvergieren, so ist bekanntlich:

=00

tim f [(44 (0, )2+ (B.(0, )] d = f [(40,2)*+(BOV)2] d);

also geht (47) durch den Grenziibergang #— oo in (46) iiber.
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