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Die vorliegende Arbeit bildet die Fortsetzung zu vier voran-
gehenden Arbeiten! des Verfassers, in welchen eine Reihe von
Sitzen liber das Zerfallen der Striktionslinie von algebraischen
Regelflichen angegeben? und zum Teil mittels geometrischer Uber-
legungen abgeleitet wurde.? Im folgenden soll vor allem die bereits
in »Ill«, p. 165 ausgesprochene Verallgemeinerung des Satzes
von Sturm? auf streng analytischem Weg bewiesen werden. Da-
nach ist die Ordnung der Striktionslinie einer algebraischen Regel-
fliche stets gleich der doppelten Rangzahl derselben, und zwar
auch dann, wenn diese Kurve zerfdllt und einige (spezielle) Er-
zeugende der Fldache zur Striktionslinie zu zéhlen sind.

Zu diesem Zweck wird zundchst (in Nr. 1) die Punkt-
gleichung der Striktionslinie einer beliebigen Regelfliche nach den
Prinzipien der Grafimannschen Ausdehnungslehre ermittelt,
insbesondere unter Verwendung einiger noch nicht publizierter
Ergebnisse der von E. Miiller (Wien) ersonnenen Weiterbildung
dieser Lehre im Sinne der Invariantentheorie.® Hierauf werden (in

1 »Die Regelfliche dritter Ordnung, deren Striktionslinie cine Ellipse ist.«
Diese Ber.,, Bd. 127 (1918} lla, p. 563—58+4 (I); »Dic Striktionsliniec der Normalen-
fliche des Tours lings eines Loxodromenkreiscs.« ILbenda, Bd. 128 (1919),
Ila, p. 623—634 (II); »Dic Regelflichen dritter Ordnung mit einem geraden
kubischen Kreis als Striktionslinic.« Ebenda, Bd. 132 (1923), Ila, p. 165—
175 (III) und »Die Regelfliichen dritter Ordnung. deren unendlichferne Kurve den
absoluten Kegelschnitt doppelt oskuliert.« Ebenda, Bd. 133 (1924), Ila, p. 65—90.
Auf diese Arbeiten wird in der Folge mittels der in den Klammern beigesetzten
Zahlen I, 1I, III, bezichungsweise IV verwiesen werden.

2 Vgl. »Ill«, p. 165 sowie »1V«, p. 65.

3 Vgl »l«, p. 580 f.

1 Vgl. R.Sturm, Ucber Fupunkts-Curven und -flichen, Normalen
und Normalebenen. Math. Ann.,, VL Bd. (1873, p. 255ff. — In »IIl« wurde
obiger Satz cals »Gesetz von Migotti«< bezeichnet; die dort zitierte Arbeit
Migottis erschien jedoch erst 6 Jahre nach der Sturm’schen.

5 Vgl. u. a. E. Miiller, »Eine Weiterbildung der GraSSmann’schen
Ausdchnungslehre im Sinne der Invariantentheoric«. Jhrsh. Dtsch. Math.-
Ver,, 23 (1914), p. 98—116, ferner »Das Rechnen mit Faltprodukten in
sciner Anwendung auf dic Dircktorkrecise von Kegelschnitten.« Diese
Ber,, Bd. 181 (1922), Ila, p. 461—490 sowic »Das Rechnen mit Faltprodukten
M seiner Anwendung auf dic rdumlichen Gebilde zweiten Grades.«
Diesc Ber., Abt. ITa, 133. Bd. (1924), p. 243—283. — Fiir dic freundliche Mittcilung
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Nr. 2) die Bedingungen angegeben, unter welchen eine auf einer
Regelfliche liegende Kurve K in eine »eigentliche Kurve K«
und einige Erzeugende zerfillt. Hiezu wird die betrachtete Fliche
mit Hilfe von allmédhlichen Formédnderungen aus einer anderen
Regelfliche hergestellt, auf der die K entsprechende Kurve nicht
zerfdllt. Die Anwendung dieses Ergebnisses auf die Striktionslinien
von Regelflichen, die untereinander kollinear sind, liefert (in Nr. 3)
den oben genannten Beweis. Ferner ergeben sich auch einige Re-
sultate Uber die Striktionslinie von beliebigen (analytischen) Regel-
flaichen. In Nr. 4 werden schliellich die einfacheren Félle von Er-
zeugenden, die zur Striktionslinie gehdren, untersucht und damit
die eingangs erwédhnten Sitze mittels Rechnung bewiesen und um
einige weitere vermehrt. Hiebei werden auch zahlreiche Beispiele
von Regelflichen besprochen, auf die diese Sdtze anzuwenden sind

Nr. 1.
Bezeichnet man die Eckpunkte des Fundamentaltetraeders mit

a, a, a, a,,

so ergibt sich nach Grafimann! jeder Punkt p des Raumes in
der Form
P =Pyt a,+p,a,+pya;,

wobei die p; die Ableitungszahlen (proj. Koordinaten) dieses
Punktes genannt werden. Bezeichnet man ferner die sechs dufleren
Produkte von je zwei Fundamentalpunkten

la, aj), lay a,], [a, a,), [a,a,], [a4as), [a,ay],
beziehungsweise mit
S‘)’(]) 9“2! 52[3’ Ss)'[(\l; 9[02. \2[03,

so stellt sich das &duflere Produkt zweier beliebiger (nicht kon-
gruenter?) Punkte p, ¢ des Raums — d. i. ein Stab S — stets in
der Form

(pql =S =38 A +5 A, +8 Ay +3; Ay +8g Ay 484, Aoy

dar, wobei die »3« die mit [SS] = 0 gleichbedeutende (Pliicker-
sche) Identitét
Z S8 =0

1

der oben genannten Ergebnisse bin ich meinem verehrten Lehrer Herrn Hofrat
Dr. E. Miiller zu besonderem Dank verpflichtet.

1 H. Grafimann, Die Ausdehnungslchre (1862), p. 160.

Zwei Punkte (oder Stibe, Blitter) heien kongrucent (d. h. sic fallen zu-
men), wenn ihre Ableitungszahlen proportional sind.
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pefriedigen. Desgleichen 146t sich jedes &uBlere Produkt von drei
unabhéngigen Punkten p, ¢, » — d. i. ein Blatt 3 — immer aus
den vier Einheitsbléttern

ay = [y @y a5), 0y, = [aga,a,), 0, = [aya,a,), o, = [a,a, a,]
in der Form
[pqr] = 3 = b, 0y +b, 2+ b, 0+ 05 2,

ableiten.
Wihlt man als Eckpunkte des Fundamentaltetraeders ins-

pesonders einen einfachen Punkt ¢, und drei uneigentliche Punkte,
die durch normale Einheitsstrecken (Vektoren) e, e,, e, bestimmt
sind, so bezeichnet

=l eel=o0n (1
die unendlichferne Ebene und die quadratische Punktgréfie
e — el 4-ei4-e3 (2)

stellt den absoluten Kegelschitt J dar!
Hiernach gehort ein Blatt § dann und nur dann einer Mini-
malebene an, wenn das Faltprodukt?

{e“)} v[e, =0 (3)

ist, und die Bedingung dafiir, daB zwei Ebenen § und 7 aufeinander
normal, also bezliglich des absoluten Kegelschnitts konjugiert
sind, lautet

{e® .81} = S‘; (ei€] [ein]) = O. )

Der unendlichferne Punkt der zu einer Ebene & normalen
Geraden, also der Pol von § beziiglich J ergibt sich schliefflich in
der Form

1w —={e? &} = Z [e; ] e ()
1

Die GroBen o und e® idndern sich nicht, wenn man die
Stlecken e,, €, €, durch drei andere, normale Emheltssttecken el,
e}, e} ersetzt. Vertauscht man auch e, mit einem Punkt ¢ (von

1 In zwei der zitierten Arbeiten von E. Miiller werden bereits die zu o
und ¢® analogen Bildungen fiir das ternire Gebiet (Ebene) ausfiihrlich behandelt.

Die Gleichungen (1) bis (5) des Textes sind den frither genannten Miiller-
schen Ergebnissen entnommen.

2 Vgl. die zuerst zitierte Arbeit von E. Miiller, p. 102 f.
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beliebigem Gewicht), so kann man auf diese Weise alle Trang.
formationen der Hauptgruppe herstellen. Die Gleichungen (1)
bis (5) behalten hierbei ihre Form, d. h. sie sind bezliglich der
Hauptgruppe invariant.!
Betrachtet man die Ableitungszahlen ); eines Punktes p als
Funktionen
Pi == pi ®, ¢=0,1,23)

eines Parameters t, so stellt
p=prt

i. a. eine Kurve im Raum dar. Die Ableitung von p nach t, d. i.
der Punkt p’ mit den.Ableitungszahlen

Loy 4pit).
o =

gehort dann stets dem jeweiligen Tangentenstab 7 der Kurve an.

Sind in dieser Weise zwei Punkte p und ¢ als Funktionen
eines Parameters t gegeben, so sind die Punkte der durch p(t) und
g (t) dargestellten Kurven P und Q mittels gleicher Werte von t
aufeinander bezogen. Da jeder Punkt x eines Stabes S aus zwei
beliebigen, auf ihm liegenden (nicht kongruenten) Punkten @ und b
durch

r=yra-+yb (xr und Y nicht beide = 0)
abgeleitet werden kann, so stellt

r=up{)+vq @) (6)

die Gleichung jener Regelfliche & dar, die von den Verbindungs-
geraden entsprechender Punkte von P und O gebildet wird. Die
Zahlen 1t und v sind dabei als zwei weitere Parameter aufzufassen,
deren Verhdltnis bloff wesentlich ist. P und QO mogen die Leit-
kurven der Fldche heiflen, und es ist klar, dafl jede Regelfliche
auf unendlich viele Arten so dargestellt werden kann.

Fir einen festen Wert von u:b stellt (6) eine auf der Fldche
liegende Kurve (Parameterlinie) dar, fiir die

ox
V= '6: =up'+vq

ist. Da dieser Punkt »/ nach obigem in der zu » gehérigen Tan-
gentialebene von ® liegt und jede solche Ebene die durch ihren
Bertihrungspunkt gehende Erzeugende E =— [pg| enthilt, ist

§=[pgv] =ulpgpr'l+v(pqd] (7)

1 Das letztere ist wegen ihrer geometrischen Bedeutung selbstverstiandlich.
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der allgemeine Ausdruck fiir eine Tangentialebene von ®. Legt
man dem t einen festen Wert bei, so ersieht man aus (7) die be-
kannte projektive Beziehung zwischen den durch eine Erzeugende E
von @ gehenden Tangentialebenen und deren auf E liegenden
Berithrungspunkten® (Berlihrungskorrelation). Die Blétter p =
—|pgp'l und 6 =[pqq'] sind dabei die Tangentialebenen von @
in den Schnittpunkten von E mit P und Q. Ist ® eine abwickel-
pare Fliche oder E eine Torsallinie von @, so ist die Be-
riihrungskorrelation ausgeartet.
Letzteres ist immer dann der Fall, sobald zwischen und

die Beziehung

bp4cs=0 (8)

besteht, wobei O und ¢ nicht beide — O sind. Man erkennt dann
aus (7), daB @ i. a. in jedem Punkt

r=up+vg
von E von derselben Tangentialebene beriibrt wird; nur fiir
n:v=">0 ¢ wird § =up+v6=0p+c6 =0 und es ist
k="bp+cq (8a)

der Kuspidalpunkt von E, oder im Falle der abwickelbaren
Fliche (und fiir variables t) die Punktgleichung der Gratlinie.?
Im letztern Fall sind auch b und ¢ Funktionen von f.

Zur Ermittlung der Striktionslinie einer Regelfliche bendtigen
wir zunédchst deren unendlichferne Kurve L. Letztere enthdlt alle
Punkte von ®, fiir die

ol =ul|pwl+v[ge] =0

ist. Bezeichnen y;, q; ( =0, 1,2,3) die Ableitungszahlen von p
und g, so ist
[p o] =P, und g ®] = q,

das sind die »Gewichte« dieser Punkte. Somit ist
I=lgo]p—|polg=aq,p—yy ()

die Gleichung von L oder fiir einen bestimmten Wert von t der
unendlichferne Punkt der zugehorigen Erzeugenden E von &.
Nach (7) ergibt sich als Tangentialebene in diesem Punkt

2= [qolp—lpols = g—p, (10)
d. i. die asymptotische Ebene von K.
—
. 1 Vgl. Chasles, Mémoire sur lecs surfaces cngendr par
ligne droite;..... Corr. Math,, XI (1839), p. 53.

Siche auch weiter unten Gleichung (18).
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Um den Zentralpunkt von E zu erhalten, hat man durch g
die zu o normale Ebene 7 (die Zentralebene von E) zu legen
und deren Berlihrungspunkt ¢ zu ermitteln.! Setzen wir ¢ = Xp+
+ 9gq, so ist nach (7) 1 = ¥p+Ys, und es gilt wegen Geichung (4)
die Beziehung

e0.15) = R (e gy + 9 o5 =0 (1)

Daraus folgt
X:9) ={e®.50) — {e?.pa}. (12)

Somit ist die Gleichung der Striktionslinie, d. i. der Ort aller
Zentralpunkte

c={e® .50} p—{e® . pa} g (13)
oder unter Beachtung von Gleichung (10)
¢ = (qo{e® - p3}—Po{e 5}) p—(ao{e® p?} —De{e® . 5p)) g, (14)

Werden die hierin auftretenden Faltprodukte nach (3) und (4)
nidher ausgefiihrt, so erhélt diese Gleichung die fiir Spateres wichtige
Form:

3 3
c= (qo Z leipqp') leipqq'l—p, Z [equq’F)p as)
1 1

/

3
o \ .
— (% Z leip g " —Pa Z leirgp'] [e,-pqq’]\, g
1 1
und hierin ist

\“ i Po do o o 9o 3 {2 | Do 0o P

. e —— . ;
Qi lerPad P = p, g, néiﬂm 0 Pi -+ | by 4y pi (18a)
1 Dy G5 P5 P 05 P Py 0g 92

[

3‘ [ o 90 90 12 tpy a0 00 { P 0o 96

AN 2 | i |

Z“fﬂfm TP 0 0 PGl + Py g (16b)
1 Py 0305 P3G54 Py qy0s

und
3

Z leipqr) leipqd']| =

1

1 Vgl. etwa K. Zindler, Liniengeomettie. II., p. 3.
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Yo 0o D0 {m%% [P o P | [PoPodd| [ Pode bS] [P0
P Qo 21 1 Pe 0 Gz | Py ay Pe Py g i [+ Py, bi by a; 01

P, 05 D3 Dotpgagadl Ipgagpsl Iy gy 08 Pe 02 P2 b, qgl%é

c)

Ist ® eine abwickelbare Flidche, so gilt wegen (8)

b [pap+ct)[pqed]=0, (17)

wobei die Zahlen % und ¢ Funktionen von t sind. Da wegen (17)

auch o _
bt)jeipqp'|+ct)leipqd|=0, 6 =1,2,3)

ist, erhdlt dann die Gleichung der Striktionslinie die Form

Rl .
c:Z[e;pqp’_lg.(b_po+cqo).(ﬁ(t).p+c(t).q) (18)
1
und dies ist, abgesehen von den beiden Zahlenfaktoren, mit der
Gleichung der Gratlinie (8a) identisch.

Aus (13) oder (16a, b, c) erkennt man, dafi es auf jeder Er-
zcugenden i. a. einen und nur einen Punkt der Striktionslinie gibt.
Nur wenn es eine Stelle t, von t gibt, bei der die beiden Falt-
produkte in (13) gleichzeitig verschwinden oder oo werden,
ist es denkbar, daff die zu t, gehorige Erzeugende oo viele Punkte
dieser Kurve enthdlt, d. h. in ihrem ganzen Verlauf zur Strik-
tionslinie gehort. Um diese Moglichkeit ndher zu untersuchen,
soll im folgenden zunichst ein allgemeinerer Fall behandelt werden.

Nr. 2.
Ist eine Regelfliche ® wie in der vorigen Nummer durch
r=u.p{H)+v.9() (1

gegeben, so wird eine beliebige auf ® liegende Kurve K immer
durch eine Gleichung von der Form

k=yx®.r®+y® 9O, 2

dargestellt, in der die Zahlen y und Yy gleichfalls vom Parameter t
abhéngen. Aus (2) ergeben sich fiir jeden Wert f; von t die Schnitt-
punkte von K mit der zu t; gehorigen Erzeugenden E; von .
Nur fiir eine Stelle t, von t, bei der

r(t) =9 t,) =0 oder = oo 3)

ist, ist % (t,) zundchst unbestimmt. In einem solchen Fall kann
zwar k(t,) unter gewissen Voraussetzungen mit Hilfe des Grenz-
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iiberganges lim t, — t ermittelt werden. Da in (2) blofl das Verhiltnis
von ¢ und Yy wesentlich ist, ist nach der Regel von de I'Hdpital

}1113 k=" (to) P (to)+V' (t) g (to)-

Dieses Verfahren wiirde jedoch keinerlei Aufschlufi dariiber
geben, ob hernach die zu t, gehorige Erzeugende E; von
® zur Kurve KN zu zédhlen ist oder nicht. Diese Frage ist
aber fir alles folgende von entscheidender Bedeutung.

Um sie in durchaus einwandfreier Weise zu beantworten,
stellen wir uns vor, daBl die betrachtete Regelfliche ® durch eine
allmdhliche Formdnderung aus einer anderen Regelfliche @,
entstanden sei, wobei zugleich eine auf ®, liegende, nicht zer-
fallende Kurve K, in K iibergegangen ist. Eine solche allmé&hliche
Forménderung 146t sich auf folgende Weise herbeiflihren.

Wir betrachten die Punkte p und ¢ als Funktionen der beiden
Parameter t und §, wobei sich der erste mit dem t in (1) und (2)
decken soll, und nehmen dabei an, dai diese Funktionen fiir einen
bestimmten Wert &, von § mit p (), beziehungsweise g (t) in (1)
identisch werden. Gleichung (1) erhdlt dann die Form

r=1u.pt,8)4v.q(t8) )

und stellt eine Strahlkongruenz & dar. Die oc? Strahlen von &
ergeben sich als Verbindungsgeraden der zu gleichen Wertepaaren
von & und t gehorigen Punkte der Fldchen

p(t,8) und ¢ (1, &).

Fiir jeden festen Wert &; von 8§ und bei variablem t erhélt
man insbesondere die co! Strahlen einer Regelschar ®;, deren »Leit-
kurven« p(t, %) und ¢q(t,3;), beziehungsweise obigen Fldchen an-
gehoren. Dem Wert §, von 8 entspricht dabei die urspriingliche
Fldche, die demnach in der Folge mit ®, bezeichnet sei.

Setzen wir voraus, dafl die Funkte p und ¢ in einem die
Stelle &, t, enthaltenden Bereich

t,<<t<<t, |

N 0\

5, <3<38,/ @
analytische Funktionen von t und 8§ sind, so stellen die ®;
analytische Regelscharen dar, und die Flichen p(t,8) und
q(t,8) sind in B stetig. Daraus folgt, daB in der Umgebung des
Schnittpunktes einer Erzeugenden einer ®; mit der Fldche p(t,3)
oder ¢ (t,8) stets auch ein Schnittpunkt einer Erzeugenden der zu
®; benachbarten Fliche existiert. Daher gibt es auch in der Um-
gebung jedes beliebigen Punktes einer @; stets einen Punkt der
benachbarten Fldache. Da fiir den vorliegenden Zweck nur die
Form, nicht aber die Gréfle oder die rdumliche Lage der ®;
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wesentlich ist, kénnen wir annehmen, daf jede der ®; beliebig im
Raume bewegt und dhnlich gedndert, d. h. einer Transformation
der Hauptgruppe unterworfen wird. Dies kann nach einer fritheren
Bemerkung einfach dadurch geschehen, dafi man sich fiir jede ®;
andere unabhédngige Einheiten ¢, e, €}, e zugrunde gelegt denkt
(wobei aber e, ¢, ¢t normale Einheitsstrecken sein sollen). Wir
konnen dann sagen:

Die Regelscharen ®; bilden eine »stetige Fliachen-
reihe« von der Eigenschaft, dafl je zwei Flachen ®; und ¥,
dieser Reihe, deren zugehorige Parameterwerte eine ge-
niigend kleine Differenz [) = &—3; aufweisen, in jedem ver-
langten Mafle ,fast dhnlich® sind.

Ist umgekehrt eine solche Reihe von Regelscharen gegeben,
wobei die einzelnen Fldachen beliebige rdumliche Lagen einnehmen,
so kann diese Reihe durch geeignete Transformationen der Haupt-
gruppe immer auf die Form (4) gebracht werden.

Nehmen wir ferner an, daf§ auch die Zahlen py und y in %
analytische Funktionen von 8 und t sind, so stellt

E=rt8).pt3)+y{t 5.9 )

fir jeden Wert §; von § eine analytische Kurve K; dar, die auf der
zu &; gehorigen @; liegt. Da diese Kurven in ihrer Gesamtheit die
durch (3) dargestellte analytische Fldche X erflillen, bilden auch
die A; eine stetige Kurvenreihe, von der analogen Eigenschaft,
daB je zwei benachbarte Kurven der Reihe immer »fast dhnlich« sind.

Damit ist nun gezeigt, dafi sowohl die @; als auch die K;
durch allméihliche (stetige) Formédnderungen ineinander Ubergehen,
sobald 8 im Intervall { 8,,8, ) eine stetige Wertereihe durchlduft.
Fir das folgende soll weiters noch angenommen werden, dafi die
zu einem Wertepaar 8, {; gehorigen Punkte p (t;8) und ¢ (1, %)
in ¥ nirgends kongruent sind (zusammenfallen). Dies kann in der
Tat immer erreicht werden, da es ja gleichgiiltig ist, welche Kurven
auf den ®; als erzeugende Leitkurven gewdahlt werden.!

Nach diesen Vorbereitungen untersuchen wir das Verhalten
der Fliche X in der Umgebung jener kritischen Stelle t, 3§, bei
der auf der urspriinglichen Fliche @ ein Punkt der Kurve A, noch
unbestimmt ist. Dieser Punkt ist ndmlich nach (3) zugleich der zu
ty 8, gehorige Punkt der Fliche Y. Um ihn zu erhalten, ent-
wickeln wir % (t,3) an der -Stelle t,, 8,, was nach unseren Vor-
aussetzungen stets moglich ist. Wir erhalten bei Beachtung von
I (ty, &) = 9 (t,,8,) = 0 und wenn die Inkremente von t und § mut
g, beziehungsweise f) bezeichnet werden

1 Sind die Punkte p und ¢ in (5) von 3 unabhingig, so liegen alle A; auf
derselben Fliche oder, falls man wieder fiir jede ®; andere Einheiten zugrunce
legt, es sind alle O kongruent.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. K1., Abt. IIa, 135. Bd. 19
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k (ty4g, 8,+0) =

0y° 0x° ) 0 ay° ay° ) 0. 1
<WQ+T§IJ P +<W9+ 55 V)0 ol @)
Die Null als Akzent soll dabei und im folgenden immer andeuten,
dafl die betreffenden Grofien an der Stelle t,, 3, zu nehmen sind.
Setzen wir zundchst voraus, dafl die Funktionaldeterminante

_0Q%yY)
N =369

=0 ist, so kann man die unabhingigen Zuwédchse g und [ stets
so wihlen, dafl

0° o .

Bt 3tz T mes (
)

onyo o ’

Sr8+ gy h=mne

wird, worin ¢ geniigend Kklein sei und m, n beliebige Zahlen be-
deuten, von denen wenigstens eine 9=0 ist. Aus (7) folgt ndmlich

90 90
Wm E?m f) . ; .
=+ | — 0 un )
WEREE S ®
ot " B8 |
9 | 9x°
{ ot m B | | 98 u \
H="x5 | 50 » ST TR gy | ® ©)
at " EE

wobei die beiden Determinanten wegen A°==0 nicht gleichzeitig
verschwinden konnen.
Gleichung (6) geht unter Beachtung von (7) iber in

1 2

k(ty+g 8+D) = (mp+n g’ e+ 55 (. )+ (10)
Da hierin fiir geniigend kleine Werte von ¢ alle Glieder von hoherer

als erster Ordnung weggelassen werden diirfen, ist somit
lim 2 = mp®+up° (11)

g=hH=0

Nun erkennt man aber aus (9), daf§ filir jedes geniigend kleine §j
und fiir jedes angenommene Verhdltnis von m und n -—
9r0  9y°

(abgesehen von M = —=—

T T ) — stets ein solches geniigend
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ileines g gefunden werden kann, daff bei festem g:j der Grenz-
wert (11) erreicht wird. Da p° und ¢° laut Vorraussetzung nicht
|ongruent sind, kann also fast jeder Punkt der Erzeugenden E,
von @, als Grenzlage eines Punktes der benachbarten Kurve K|
erhalten werden und damit ist nachgewiesen, dafi

Jic Flache L die Erzeugende E, enthdlt und daff K, in diesem
Fall als Grensform dev K; in E; und eine »eigentliche Kurve

Ky« zerfallt.

K, schneidet dabei E, in einem Punkt &, der sich ergibt,
wenn man bei festem 8§ —§, den Parameter t =1, werden lafit.
Man erhdlt nach der Regel von de I'Hépital

. . _ 910 ono

Him B (8 80) = ko = a—gtp“ + -gt-)t—- 9" (12)
also gerade jenen Punkt, fiir den in (7) § = O ist, der also nicht
als Grenzlage eines Punktes von Kj nach Gleichung (11) erhalten
werden kann. Dies entspricht auch dem Augenschein der in Fig. 1
dargestellten rdumlichen Lage von Ky, K,, E, und k;, womit zu-
gleich der allmdhliche Ubergang von Kj in K, und E; veranschau-
licht wird.

Wir wenden uns nun dem Fall zu, da A°=0, jedoch vom
Range 1 ist. Es gibt dann stets ein Verhiltnis g:§) von g und [,
fir das

0 _ o0~ ay0_ By
ETa i PR Tl i P A (13)
ist. Fiir alle iibrigen Werte von g:b ist hingegen immer
90 o’ ..
ET R TIE
310 310 ) (1‘1)
ig-l-—l’)- h=1.¢

3t 03
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A . o o 9x" 3y
wobei j, | zwei feste Zahlen sind, die sich z. B. wie —Jt— %

verhalten (die nicht beide — O seien). Somit ist
. . , \ 9x° ay

lim %2 = lim ((1p°+lq°)e+(. ) e+ ): 5 ])°+—~4 q° (15)
g=h=0 g=h=0 / t

fur fast alle Richtungen der Anndherung an die Stelle t,, &, Daraus
folgt, daBl die Fldche X die Gerade £, in einem einzigen Punkt £ trifft !
dafl also die Kurve K als Grenzform der K; in diesem Fall
nicht zerfallt. Es fragt sich nun, welche besondere Eigenschaften
der ®; und K; ein solches Verhalten veranlassen konnen. Aus (13)
erkennt man unter Beachtung der Entwicklungen

3y oy !
£ (ty+g 5o+D) =12 +<8L 8+ 52 f)> g7 (e )+

» (16)
9
y (t,+q, 8,+5) =1° +< TR g+ = oy b) -21, O+ [

daff die Zahlen y und Y in diesem Fall auch an der zu t, §, be-
nachbarten Stelle

(17)

verschwinden. Somit besitzt die zu &, benachbarte Fliche &,
an der Steile t;, §, gleichfalls eine Erzeugende E, auf welcher d61
Schnittpunkt der zu K, benachbarten Kurve K, unbestimmt ist.
Ein solcher Grenziibergang liefert fiir unsere Zwecke kein Resultat
und bleibt, wie beabsichtigt war, aufier Betracht.

90
Es ist noch zu beachten, daff A° auch infolge von B—lt =
2 . . .
= '(;)t — 0 verschwinden kann. In einem solchen Fall ist der

Grenzpunkt lim 2 wie oben nach (14) und (15) bestimmt; man er-
g=h=0
kennt aber aus (13), daf dann §) =0 ist und daher die zu t,, 8,
gehorige Erzeugende E auf der Fliche ®, selbst liegt. @, besitzt
dann zwei benachbarte Erzeugende, auf welchen die Schnittpunkte
von K, unbestimmt sind, wéhrend die benachbarte Fliche ®, keine
solche Erzeugende aufweist. In diesem Fall vollzieht sich die Form-
dinderung der ®; und K; so rasch, daf die Art des Grenziiberganges
zundchst nicht erkannt werden kann. Es 146t sich dann aber

1 Vgl. Goursat, Cours d'analyse, 4eéd. (1925), t. I, p. 63, wo gezeigt
wird, daB der Quotient zweier Funktionen U (x,9) und B (r,4) an einer Stelle, wo
1, B und ihre Funktionaldeterminante verschwinden, eindeutig bestimmt ist.
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immer, ohne hierbei die ®; und K; zu dndern, durch eine einfache
Transformation des Parameters 3 der Fall herbeifithren, da in A°
samtliche Glieder verschwinden.

Setzen wir ndmlich
) = 8—8, = w? (18)

so ergibt sich die urspriingliche Flidche fiir i — O und es ist, wie
man aus den Entwicklungen (16) ohne weiters erkennt,?
0r® _ 9y’ _ 8" _ 9y’ _

9t 9t ow  ow 0.

Dieser Fall soll spater beriicksichtigt werden.

Es sei zundchst noch darauf hingewiesen, daf 1% y° und A°
insbesondere auch dann verschwinden, wenn die Grofien p (t, 3)
und Y (t,8) im Bereich B einen bei t,, 8, verschwindenden Faktor ge-
meinsam haben. In der Tat, ist

L8 =08 I3
£ ( )_<.'>( VT 9) } 20)
1) (t) Q):(P(t, Q)U(t’ f’))
wobei I° und §)° nicht gleichzeitig = O sein sollen, und ist
¢° =0,
so ist =1 =0 und auch
10 _ . 000 _
T TR 9g® 0® 1Z°}°
A0 = = -Tas |20z | =0 21)
| 890 B0 ot 98 |1’y
|85 'Y B

Somit gilt auch in einem solchen Fall die Gleichung (15),
d. h. ein an einer Stelle t;,, 3, verschwindender gemein-
samer Faktor ¢ (t,8) von p(,8) und Y (t,8) kann kein Zer-
fallen der Kurve K, veranlassen.

Da8 p(t) und y(f) wegen der gemeinsamen Nullstelle ft,
mindestens den Faktor t—t, gemeinsam haben,? steht hiermit nicht

ip Widerspruch, da ein solcher Faktor in Gleichung (5) i. a. blof§
fir 8 =3, existiert und hernach A° nicht verschwindet. Setzen

wir nidmlich
rt3) =9 B¢ 3) }
ht8) =9 By 3)

1 Die Nullen deuten jetzt die Stelle t =13, =0 an.

2 Es ergibt sich dies auch aus der Entwicklung von g (t, 8) und y (t, 3;) an
der Stelle to-

(22)
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wobei ¢ (t,) = 0 ist und p*° und y*° nicht gleichzeitig verschwinden,
SO ist

& IO DXO
A0 = &0 M , also i. a. 3=0. (23)
FEEE

Dieser Fall kann wieder mittels (18) auf jenen zurlickgefiihrt werden,
bei dem

sind und der nunmehr zu untersuchen wiére.

Um jedoch zu einem allgemeinen Resultut zu gelangen, wollen
wir gleich annehmen, daff in (5) die Groflen x(t,3), Y (t, 8) und
deren sadmtliche Differentialquotienten nach t und 8 bis
einschlieBlich zur (f—1)-ten Ordnung an der Stelle t,, §, ver-
schwinden. Die Entwicklung (6) erhilt dann die Form:

atgo £ 3Igo 4 af

afno t)o - ]
MANTIC IS T ri ag’f b) @)

Hierin konnen die beiden Formen f-ten Grades

9ty0 gty0
ff(Q,[)): aif gr+atf_llaggf_lb+' ]l
afl)o ' BTDO 1 (20)
gt (g, b) = G g+ 3tt—13§9 h+

teilerfremd sein oder nicht, je nachdem ndmlich ihre Resultante

R==0 oder =0
ist.
Im ersteren Fall gibt es auf ®; in der Umgebung von t, 3,
keine Stelle, bei der p(t,8) und Y (t,3) gleichzeitig verschwinden.
Man kann dann analog (7) g:b stets so wihlen, daf

f0 9t1y0

35 g+ g = l

afI)O fI)O it (26)
T8t gy =

ist, wobei wieder & geniigend klein ist und m, n beliebige Zahlen
bedeuten, die nicht beide = 0 sind. Aus (26) ergibt sich ndmlich
durch Elimination von ¢
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on? 3f&~0 N0
’37;{ m —a 193 m —5‘8? nm [

o gt + sty g+ ...+ otyo '=0. (27)
En—.n —_Lu h i

att 0t—103 agt

Da sich die linke Seite dieser Gleichung in f lineare Faktoren
zerlegen 1dt, haben die {2 Wertepaare, die (26) befriedigen, die
Eigenschaft, daf je f davon dasselbe Verhiltnis

g b= b (b7=1,2...9 (28)

3E£0 afno
besitzen. Da von den Grofien B und 53 Wesen R=3=0 wenig-
stens eine =0 ist, so sind alle b; im allgemeinen von Null ver-
980 5o
schieden. Nur wenn m:n = _b‘_zi}_ -5%— gewdhlt wurde, ist wenig-
stens eines der b; = 0, d. h. ein Wert von g;:§; = oo.
Durch Einsetzen von (26) erhilt (24) die Form

k(ty+g, 8+Dh) = (mpo+ng®) ef+(...)eHH14+
so dafl
liin k(ty+g, 8,+h) = mp'+nqg® (29)
g=h=0
wird, wie auch m:n gewdhlt werden mag. Damit ist gezeigt, dafi
auch in diesem Fall jeder Punkt der zu t,, §, gehdrigen Erzeugenden
von ®, als Grenzlage eines Punktes der zu K, benachbarten
Kurve Kj erhalten werden kann. Aus obigem folgt ferner, dafi es
fiir fast jedes m:n und fiir jedes geniigend kleine ) = 0.8 stets f
verschiedene Werte von g — a;.8 gibt, derart, daf} bei festgehaltenem
a; b die Grenzlage (29) des Punktes % erhalten wird.
Jeder solche Punkt kann daher auf f verschiedene Arten er-
reicht werden oder mit anderen Worten:

In der Umgebung jedes Punktes von E; liegen i. a
genau f Punkte von Kj Somit zerfdllt K, als Grenzform
der Ky in diesem Fall in die f-fach zu zdhlende Erzeugende
E, d. h.in f, bei t, benachbarte Erzeugende und in eine
»eigentliche« Kurve K,. Letztere schneidet E, in einem Punkt Z,,
der wieder durch Variation von t allein erhalten wird. Es ergibt sich

£,.0 1,0
: e (30)

= _ 9
=i k8= S5 s

also gerade jener Punkt, fiir den in (28) ein b; == 0 wurde, der
also in (29) hochstens (f—1)mal erreicht werden kann. Den

allmihlichen Ubergang von Kj in K, und E, veranschaulicht Fig. 2,
und zwar fiir f = 4.
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Es konnte auch vorkommen, daf in (30) beide Differeniy).
quotienten verschwinden. Dies wird jedoch spater untersucht werde,

Wir betrachten jetzt den Fall, daf die beiden Formen (25)
einen gemeinsamen Teiler besitzen und setzen dementsprechend

fe@ =T H) /(5 H) }
ot(e =< (g h)-g (g, h)

Ist T vom Grade c(f=c¢=>0), so gibt es ¢ Wertepaare
g 0iG=12,. .¢c), die ¥ und somit auch f; und g zum Ver-
schwinden bringen. Man erkennt dann aus (16), worin jetzt alle
Glieder bis zur (f—1)ten Ordnung gleich © sind, daBi die Grofen
r(t,8) und y(t,8) auch an den zu t,, 8, benachbarten Stellen

(31)

to+8i 8o+D0i = 1,...0) (32)

verschwinden, daf also die zu @, benachbarte Fliache ®; in der Um-
gebung von E; ¢ Erzeugende besitzt, auf welchen die Schnittpunkte der
zu K, benachbarten Kurve Kj; gleichfalls unbestimmt sind. Eine
solche Forméanderung bleibt aber wie frither aufier Betracht.! Ist ¢ ins-
besondere = f, so sind die Formen (23) bis auf einen konstanten
Faktor identisch; wie frither ergibt sich dann, daf die Kurve K
ohne Zerfallen in K, ibergeht. Letzteres ist insbesondere auch
dann der Fall, wenn [analog (20)] die Grofien y(f,8) und y(1,%)
einen gemeinsamen Faktor o (t,8) besitzen, der bei t, 3, samt
seinen Ableitungen bis zur (f—1)ten Ordnung verschwindet.

Es ist noch der Fall zu untersuchen, daf in (5) oder (6) die
GroBen (1, 8) und y(t, 8) und deren Ableitungen nach t (allein)
bis einschlieflich zur ((—1)ten Ordnung bei t, 8, verschwinden,

1 Es lift sich zwar zeigen, dafl in einem solchen Fall i. a. (f--¢) Er-
zeugende von @y, die bei t, benachbart sind, zur Kurve K, gehoren. Diesc Art des
Zerfallens von K soll jedoch nicht ndher untersucht werden, da iiber die restlichen,
zu Ey benachbarten Erzeugenden nichts ausgesagt werden kann.
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qaB 10, y jene Ableitungen niedrigster Ordnung bezeichnen,
i 8 — 8, nicht gleichzeitig = 0 sind. Von den Ubrigen
oy 0y

38’ 93’
.inc von niedrigerer als [-ter Ordnung bei t,, & von Null verschieden.
{lierin ist offenbar der in (30) ausgenommene Fall enthalten. Mit.
Hille der (18) analogen Parametertransformation

e fir t = to

itungen von p und Y (ndmlich ..) sei wenigstens

Able

) =8—8, = w (33).
wonach fiir @,
w=20

su setzen ist, kann dann immer erreicht werden, dal auch sdmt-
iche Ableitungen von g und Y nach t und w bis einschliefflich zur
(| —1)-ten Ordnung an der Stelle t =1, w = 0 verschwinden. In
der Tat, betrachten wir die Entwicklungen (16) und ersetzen
wir hierin gemdfl (33) das Inkrement f) durch ! so ergibt sich

aix() aft)() .

Y ) o i=1,2,...((— ‘ner

S = o, =0,f=1,2,...({—1)], ferner

u+iyo ov+iyo ]

e = oo =0 =12...((—

9t 01w’ 3tv 91w [B=1, (=D (34).
hingegen ist

8[}:0 ) a g() 3'[ 1)0 ) 3 IJ()

at-Ap—y -2 “J

PP =1 %8 und ol — s

Die Formen (25) gehen danach in

B[ <0 8‘0
ﬂ:__.&._g[_l_‘[!_%ml
93

— ot 35)
00)
- 3[9() ) 31)0
& :“‘s‘t[‘ g[ + ! ‘8‘6— 1!
liber, deren Resultante, vereinfacht, die Form
K
| ott 93
R=1 (36)
Aye 3y’
|9t 93

erhdlt. Somit besitzen diese Formen dann und nur dann einen
gemeinsamen Teiler, wenn
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ty 20
KT

A} = =0
BIUO 3no
ot 93

ist. Ist hingegen A? von Null verschieden, und dies ist der all-
gemeinere Fall, so besitzen f; und g; keine gemeinsame Nullstelle
und es konnen wieder die zu (26) bis (29) analogen Gleichungen
gebildet werden.

Somit ergibt sich der wichtige
1. Hilfssatz. Ist eine analytische Regelschar
r=up)+oqg@) (¢ <t<t,)

und awf ihr eine analytische Kurve K, durch die Gleichung

kp=1r®)-rO+y®)-9® ¢ <t<ty)
gegeben, und ist fiir einen Wert t, von t({, <<t,<<t,)

L) =9 ) =2 (t) =9 () =- - . =2V (k) =9 () =0,
wdhvend die f-ten Ableitungen yO(ty) und yO(t,) nicht gleichzeitig =
sind, ergibt sich ferner K, aus der stetigen Reihe von analytischen
Kurven K,

ks =y (48).p (4 3)+y (L 3).9(t83)
ft, <<t<<t,
8, <8 << §2>
Sfiir 8 = 8, wobei die Funktionen y(t,8) und y(t,8) so beschaffen
seien, daf

3\'20 agO
ot 93
A — %0
oy’ 8y’
| ot 93

ist, so zerfillt K, als Grenzform der K; fiir 8 — 8, in eine »eigent-
liche Kurve Ky« und in ¥, bei t, benachbarte Erzengende von @,
Die letzteren werden hievbei von K im Punkt

= 3?20 0 3‘[1)0 0

o= P
geschunitten.
010 Yo . . .
3:’: :3—92 O und wenigstens eine Ableitung von &
oder y nach t und 3 von niedrigerer als [-ter Ordnung fiir t =1,

Wire
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3 =8, ungleich Null, so kann &hnlich wie mittels (33) stets der
Fall herbeigefiihrt werden, dafi alle Ableitungen von g und Yy bis
einschliellich zur ((—1)ten Ordnung bei t,, 8, verschwinden. Hierauf
wire wieder die Resultante der Formen (25) zu bilden, die wie
frither iiber das Zerfallen von K entscheidet.

Mo 3yo

off 7 ot
alle Ableitungen von p und § nach t und 8§ bis einschlieffilich zur
{-ten Ordnung fir t;, &, verschwinden, so reduzieren sich die
Formen (25) auf

Tritt endlich der Fall ein, dal — abgesehen von

5010 30
A= —3%— gt und g(= —% g'

und daraus folgt, das dann die zu K benachbarte Kurve Kj in
gleicher Weise unbestimmt ist wie X! Die Funktionen g(t,3) und

y(t,3) haben hierbei, wie man aus (16) erkennt, einen Faktor y (t)
gemeinsam, so dafl

tt3=y®.2(t3) und yt, )=y ®.H{3)
wird, wobei 37
L) =7 ) = %"V ) =05 % t)F0

ist. In diesem Fall kann also K als Grenzform der Kj unter keinen
Umsténden zerfallen.

Ist nun eine beliebige Regelschar ®; und auf ihr eine Kurve K,
durch (1), beziehungsweise (2) gegeben, wobei die Grofien (1)
und Y (t) an einer analytischen Stelle t, samt ihren Ableitungen bis
einschlieflich zur (f—1)ten Ordnung verschwinden, so kann man
hiezu auf die verschiedensten Arten eine stetige Reihe von Regel-
scharen ®; und Kurven K; finden, da die Funktionen y (4,3), y (t, 8)
und p (t,8), g(t, 8) bis auf ihre Anfangswerte bei 8, willkiirlich
sind. Laft man nur solche Formidnderungen zu, bei welchen die zu @,
benachbarte ®; in der Umgebung von t, keine Stelle besitzt, bei
der y und Yy gleichzeitig verschwinden, so ist nach obigem Af

stets =0.

Somit kann dem 1. Hilfssatz hinzugefiigt werden:

Die genannte Art des Zerfallens dev Kurve K, tritt i. a.
immer ein, wie auch die Reihe der ®; gewdhlt werden mag, so-
bald vorausgesetzt wivd, dafp die zu K, benachbarte Kurve Ky in
der Umgebung von t, nicht unbestimmt ist.

1 Es ist klar, dafi hiebei nur in ganz speziellen Féllen eine Parameter-
transformation von der Form t = 3 und damit eine Zuriickfiihrung auf einen der
friiheren Falle moglich ist. Obiger Fall ergibt sich aber auch, wenn in (33) der
Exponent von w grofer als [ angenommen wird.
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Aus diesen Resultaten folgt jetzt die eigentlich selbstversting-
liche Tatsache, dal man immer eine solche Formédnderun
herstellen kann, dafl beliebig viele, bei einer beliebigen
Stelle t; benachbarte Erzeugende von ®; zur Kurve K, zu
zdhlen sind.

Man kann nédmlich, ohne damit die einzelnen Punkte von K
zu dndern, y (t) und y () mit einem Faktor y (f) multiplizieren, der
samt seinen Ableitungen bis zur (f—1)ten Ordnung bei t =1t; ver-
schwindet, und hierauf die Funktionen y (t,8) und y (t,3) so wihlen,
daB A{4=0 ist. Es ist hiebei allerdings zu untersuchen, ob diese

Multiplikation mit ¥ (t) der Definition von K, untergeordnet werden
kann. Wie man aus Nr. 1, (15) leicht ersieht, ist eine solche Mul-
tiplikation bei der Striktionslinie einer Regelschar nur dann
zuldssig, wenn der Faktor y(t) die Form (t—t,)%"—2 (n beliebig)
besitzt, so dafl hienach jedes p; und q; durch (t—t,)"; beziehungs-
weise (t—t,)* q; zu ersetzen ist; wodurch ®; nicht gedndert wird.
Des weiteren ist zu beachten, dafl die Striktionslinie einer Regel-
schar nicht als Grenzform einer beliebigen Kurve, sondern als
Grenzform der Striktionslinie einer zu &, fast dhnlichen
Regelschar aufzufassen ist. Wie wir spéter sehen werden,! reicht
aber auch diese Einschriankung nicht aus, um in allen Fillen von
einem Zerfallen der Striktionslinie sprechen zu koénnen. Es ist
vielmehr noétig, den Flichen @, und ®; bestimmte gemeinsame
Bedingungen aufzuerlegen. Im folgenden werden zunédchst nur
solche stetige Reihen von Regelscharen in Betracht gezogen, bei
welchen alle ®; untereinander kollinear sind. Es geschieht dies
mit Riicksicht auf die spater zu untersuchenden algebraischen
Regelfldachen.

Nr. 3.

Ist die stetige Reihe der Regelscharen von der Art, dafi alle
®; untereinander kollinear sind, so gibt es immer eine Reihe von
Kollineationen fs von welchen jede die urspriingliche Fldache @,
in eine ®; der Reihe uberfiihrt. Da es gleichgliltig ist, welche
Kurven auf jeder ®; als deren Leitkurven ps, g« gewiihlt werden,
koénnen wir annehmen, dafi die Leitkurven

p=p35,) und ¢g=gq(t,3,)

von @, durch die Kollineation &5 in die Leitkurven

ps =p (£ 8) und g: = q (4, 3))

von ®; ibergehen. Sind umgekehrt alle Kurvenpaare p;g; zum
Kurvenpaar p ¢ kollinear, so sind auch die ®; zu @, kollinear.
Nun 148t sich (nach Grafimann) jede Kollineation des Raumes

1 Vgl. Schluff von Nr. 3.
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dadurch verwirklichen, daff man die urspriinglichen Einheiten ¢, ¢, ¢, ¢,
durch vigr andere von einander unabhdngige Punkte a,a,a,a,
ersetzt, flir welche

Ay = Qgg Cy+ 0oy €1+ Ogo o+ 0gg €5
@y = Qg0 6+ 04y €3+ 055 G045 €

(2)
Ay == lgg €0y €3 F0yp Cy+ 055 €5 [ '

ag = (39 €4+ 034 €403, €, 035 €3

ist, wobei die Determinante |air| F=0 sein soll.
Somit ist das Kurvenpaar p;g: dann und nur dann zu pgq
kollinear, wenn die Ableitungszahlen von p, und ¢: die Form haben:

Psi = Qo7 Po+ Ay Py Az Po+0as; P } (=0,1,2,3) 3)
Oei = Qoi Qo+ 17 Q1+ Qa7 Qo+ Qi O3 I

wobei die yp;=yp;{t) und q; = q;(t) ¢ =0, 1,2,3) die Ableitungs-
zahlen von p, beziehungsweise ¢ sind. Sollen alle ®, auf diese
‘Weise zu erhalten sein, so sind die a; als solche Funktionen a;; (8)
des Parameters 8 zu wihlen, daf§ fiir $ = §,

a,-izl, (i:O, ],2,3)
A = O, 1#: /('
wird. Setzen wir voraus, das alle q;;(8) in der Umgebung der

Stelle 8, analytisch sind, so kénnen sie an dieser Stelle entwickelt
werden. Es ergibt sich dann fiir jedes ®; = P,

€

S 1. _
i (8) = e (B, +1) = S+auh + 2 Qe 07+ ®)
(4, k=0,1,2,3)
worin fir ¢ =k die Gréfle 8 = 1, fiir /=% hingegen & — O sei und
die a;, @,. die 1,2.,.. Ableitung der a; (8) nach 8, genommen

an der Stelle 8 = 3, bedeuten. Hienach erhalten die Gleichungen (3)
die Form

Psi = Pgi = Pi—+(To; Po—+ 0y Py 0s; Po+-0si P3) h +

1 - = i a ?
+ 5 (@i Po+ 0y P1+ s P2+ Ps) O+
(i_0,1)2)3)'

Osi = g = Gi+(Toi Go+ 017 G108y Go4zi qs) h + (6)

1 = = = = o
+ 5 (Qor Qo+ 01; G140 Go—+0si 03) H2+
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Setzt man
foi Po+ sz P10z Pot-Tsi Y3 = Pi
Qo Qo+ 01; 1+ Qpi o+ 0zi 3 = T,

ferner . —_
Qoi Po+01; P14 qo; Po+0gs Py = 1=J ¢=0123 v
Qoi Qo+ 01 1+ 8o Go+031 2 = ]

USW.

und bezeichnet man die Punkte mit den Ableitungszahlen ; p,, .
und q; q;,.. (¢ =20,1,2,3) der Reihe nach mit p,7,. ¢q,g,.
so ergeben sich fiir die Leitkurven von ®; die Entwicklungen

py= p+pf)+~ pf) +
, (8)
Q=q+qh+ ,qf)“

die die allgemeinste Form des Kurvenpaares pjq; darstellent
Letzteres bestimmt die zu ®, kollineare Fliche ®;. Somit gilt der

2. Hilfssatz: Die allgemeinste Form einer ®, enthaltenden
stetigen Reihe von Regelscharen ®g, von welchen jede zu @ kol-
linear ist, wird evhalten, indem wman zundchst die Griffen dy,
G, - beliebig wahlt und hievauf gemdf (7) wnd (8) die Punkte
Py qy bildet. Diese sind dann als Funktionen wvon t gegeben und
stellen fiir jedes Y) die Leitkurven einev durch

¥ = u.py+b.q )
gegebenen Regelschar ®y dieser Reihe dar.

Nun ist fiir jede der ®; die Striktionslinie zu berechnen. Zu
diesem Zweck haben wir in den Gleichungen (15) und (164, b, c)
von Nr. 1 an Stelle der p;, q;, Vi, qf die GroSen Py, gy [siehe oben
Gleichung (6)] und deren 1. Ableitungen nach t

Phi = Pl (8o Po+ 81 PL4-os Po+3; ph) h+ .
Ohe = i+ (Foi G0+ 0as Q1+ 0os o+ 037 05) H+ .

einzusetzen. Da die p;(t) und ¢; () nach Voraussetzung analytisch
sind, so gilt dies wegen (6) auch fiir die pg (t) und qg (t) und

1 Hierin sind, wie man aus (7) unmittelbar erkennt, die Kurvenpaare 7 g,
73,... gleichfalls mit p g kollinear, wobei aber die zugehorigen Determinanten
{Qk|, |Qik[,... nicht von Null verschieden sein miissen. — Die a;r kénnten auch
ganze rationale Funktionen von § sein.



Zerfallen''der Striktionslinie ‘von Regelflichen. 249

ebenso fiir pj, 7 und i, g% Daraus ergibt sich, daB die Striktions-
linien Sy der @y gleichfalls eine stetige Reihe bilden und
damit ist gezeigt, daB auf sie der 1. Hilfssatz angewendet
werden darf.

Die in Nr. 1, Gleichung (16a, b, c) auftretenden dreireihigen
Determinanten dndern ihre Form nach dem Einsetzen der py und qy;
in der Weise, dafl z. B.

! /o I = /
l Pro go Pso l Po Qo Yo /| BooPo o Po 11 dhnliche Determinanten, in
- ! = !
| D2 Gpe Poe | = | P Qg P2 | + | | BgaPo G P2 | + welcheg neben den p,q,piqh|
: ’ ’ = / blofl die @;, auftreten
I P43 Ggs Pos | s Q3 Ps Qo3Po 3 P3 ik

1 Determinanten, in welchen
+— neben den p;, q; v, qf, @ |52+ ... (10)

auch die @, auftreten

wird und analog gilt fiir jede andere Determinante ® in Nr. 1,
(164, b, ¢)

. 1 R , R
@[} = @0""@] (ﬁiky pi’ qis p{’ l]f) [) + DY @2 (aik) QAiks ‘pi’ Gi pf’ qf) I)d+ . )
= 11)
Die in Nr. I, Gleichung (15) stehenden Grdflen p, q, erhalten
fiir eine beliebige ¥y die Form

Do = Po+ (Tgg Po+ 810 Py + g P+ 050 P3) hH+ . } (12)
G0 = Go~+ (oo Go+yo Gy + s Gp+ 050 95) H+

Wir betrachten nun jene Stelle t; auf der urspriinglichen
Fliche ®,, bei der die beiden Faltprodukte?

X={P.c0} und Y = —{eP.po}

gleich Null werden und nehmen ferner gleich an, dafi f
die Ordnung der niedrigsten, fiir t =1, nicht gleichzeitig
verschwindenden Ableitungen dieser Gr6flen nach t angibt.

Es ist sodann der Parameter 8 nach Nr. 2, Gleichung (33)
zu transformieren, d. h. in obigen Gleichungen (10), (11) und (12)
die Grofle § durch w! zu ersetzen. Bilden wir hierauf nach dem
1. Hilfssatz die Determinante A{, so erkennt man aus (10) und (11),
daff dieselbe bloB von den a; abhingt, da die p;, q; yi, i fiir t =+t
feste Zahlen darstellen, die mit der urspriinglichen Fliche gegeben
sind. Wie in Nr. 2 ist daher A i. a. von Null verschieden.

Nur wenn die beliebig gewdhlten Gréflen a; zufillig die
Gleichung

A)=0

1 Siehe Nr. 1 (13).
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befriedigen, ist die betrachtete Formidnderung wie frither, von der
Art, daf die zu <I) benachbarte <I>[, in der Umoebunv dex Stelle t,
01elchfalls unbestlmmte Punkte der Strlktlonshme aufweist, \\d\
wnedel aufler Betlacht bleibt.

Nach Nr. 2, (37) wire jedoch A? unabhéngig von den ay.
immer = 0, sobald X und ) einen Faktor y (t) gemeinsam hitten,
Um zu untersuchen wann dies im vorliegenden Fall eintritt, be-
trachten wir die Gleichungen (15) und (18) von Nr. 1 und denkep
uns hierin wieder die Groflen py und qg eingesetzt. Man erkennt
dann mit Hilfe von Nr. 1, (164, b,c), daB X (t,§) und 9 (t,§) dann
und nur dann einen Faktor y () gemeinsam haben,! wenn entweder

a) Po Py, P und pg  oder
b) go, 04, g, und q; oder

A ! / / ! / ! !/
C) po, pla p’b pB) flo, qu ‘]27 und q:;
einen Faktor y (t) gemeinsam haben oder, wenn

d) in (12) alle @;,, @Qjg,-- gleich Null sind und p, und g,
einen solchen Faktor aufweisen oder endlich, wenn

e) fir einen Wert von t die Punkte p’ und ¢’ aus p und ¢
linear ableitbar sind, oder wenn

f) die vorliegende Regelfliche ®; abwickelbar ist.

Im letzten Fall ist, wie man auch aus Nr. 1, (18) erkennt,
die Striktionslinie (Gratlinie) von der Eigenschaft, daf sie durch
Jjede Kollineation immer wieder in die Siriktionslinie (Gratlinie) der
zu ®, kollinearen Fldche {ibergeht. Somit kann bei solchen Flidchen
mit Hilfe einer stetigen Reihe von der Form (9) nicht konstatiert
werden, ob einige ihrer Erzeugenden zur Striktionslinie zu =zdhlen
sind. Wir betrachten daher im folgenden blo windschiefe Regel-
scharen, die aber eine diskrete Anzahl von Torsallinien be-
sitzen konnen.

Im Fall a) oder b) wire p; = y (f).p/*, beziehungsweise g, =
=y ®).97°(¢=0,1,2,3), wobei die p> und ¢~ teilerfremd seien
und y (t,) = O ist. Hernach ist

P (k) = q () =0
Da wir aber annehmen konnen, dafi die Leitkurven P und @

nirgends unbestimmt sind, werden diese auch durch p* :2 e

3 0
beziehungsweise qx:Z g~ ¢; dargestellt. Somit kann ohne

0

1 Jede der Determinanten in (16) hat nur dann einen solchen Faktor, wenn
wenigstens die Glieder einer Reihe diesen Faktor gemeinsam haben. Andere Faktoren
als d1e im Text genannten konnen nur bei spezieller Annahme der @z, Gir.
vorhanden sein.
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Beschrdnkung der Allgemeinheit vorausgesetzt werden, dafi sowohl
die p; als auch die q; teilerfremd sind und demnach bei keinem
Wwert von t gleichzeitig verschwinden. Darnach kdnnen die Fille a)
und b) nicht eintreten, und man erkennt, dafi es im vorliegenden
Fall durchaus unzuldssig ist, die Grofien X und § mit einem
Faktor  (t) zu multiplizieren. Im Sinne der Definition der Striktions-
linie miften ndmlich hernach alle p; und ¢; mit einem bei t; ver-
schwindenden Faktor multipliziert worden,! worauf A nach obigem
piemals =0 sein kann.

Im Fall ¢) verschwinden alle p/ und g} und daher auch p/
und ¢’ bei allen Nullstellen von y (t). Ist dieses Verschwinden keine
Besonderheit der Parameterdarstellung wie unter a) und b), so tritt
es nur dann ein, wenn die betreffende Erzeugende von @, eine
Riickkehrerzeugende (Kuspidalkante) ist. Man erkennt ndmlich
aus Nr. 1, (7), (8) und (8a), dafl alle Punkte einer Erzeugenden,
bei der p' und ¢’ = 0 ist, Kuspidalpunkte der Fliche sind. Alle
zu ®, kollinearen Regelscharen besitzen dann an den Kkorre-
spondierenden Stellen gleichfalls solche Kuspidalkanten.? Es ist
somit in diesem Fall unmdglich, die Fliche ®, durch stetige Form-
inderungen in eine Kkollineare ®; tiberzufithren, bei der die Grofen
X und 9 an der entsprechenden Stelle nicht verschwinden.
Das Gleiche gilt auch im Fall e), wo eine Erzeugende der Fliche ®,
von P und Q berlihrt wird. Solche Erzeugende kdonnen daher
nicht zur Striktionslinie gerechnet werden (sofern nur stetige
Reihen von kollinearen Regelscharen zu betrachten sind).

Schliefllich erkennt man aus (2) und (5), daB im Fall d) alle
¥y zu ®, affin sind. Es besitzen dann alle Fldchen der Reihe
an jeder Nullstelle von ¥ (t) eine uneigentliche Erzeugende
und auf dieser einen unbestimmten Punkt der Striktionslinie.
Setzen wir hingegen voraus, dafi die zu ®, benachbarte ¥y nicht
affin, sondern allgemein Kkollinear ist, so kann ein Faktor von p,
und g, blof fiir ) = O vorhanden sein.?

Aus obigem und dem 1. Hilfssatz ergibt sich nun der

1. Hauptsatz: Gegeben sei eine windschiefe Regelschar &
durch die Gleichung

r=1u.p ({t)+v.q),

wobei p und q an einer Stelle t, von t analytisch seien, und es
moge in geniigend groffer Umgebung von t, keine Stelle geben,
bei der

1 Siehe Nr.  Schlufbemerkung.
Dies zeigen auch die Gleichungen (3) und (6) dieser Nummer.
Vgl. hierzu Nr. 2, (22).

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. IIa, 135. Bd. 20
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1. die Punkte p und q kongruent sind,
2. p =0 oder q = 0 ist oder

3. die ersten Ableitungen p', ¢' von p, beziehungsweise 4
gleichzeitig verschwinden oder aus p und q ableitbar sind. Stell

sodann

c=XMH.rO+YM-q®
die Striktionslinie S von ® dar und besitzt S die Eigenschaft, daf
die Grifen X und ) und deven sdamtliche Ableitungen bis ein-
schlieflich zur (§—1)ten Ordnung fiir t =t, verschwinden, wdihrend
die f-ten Ableitungen von X und ) fiir t=1t, nicht gleichzeitig
gleich O sind, so zevfdllt S als Grenzform dev Striktionslinie
einer zu ® fast dhulichen, kollinearen Regelschar @y fast
immert in die f, bei der Stelle t, benachbarvten Erzeugenden von ®
und in eine, die letzteven im Punkt

_ 9t X0

'af@()
k=34

at!

schueidende »eigentliche Striktionslinie«.

pO + qO

Die hierin genannten Voraussetzungen sind dann und nur
dann erfiillt, wenn obiges Verhalten von X und §) durch spezielle
geometrische Eigenschaften von @ in der Umgebung der zu t, ge-
horigen Erzeugenden E; veranlafit wird.? Hiebei ist nur von den
schon erwadhnten Riickkehrerzeugenden abzusehen. Welche ver-
schiedene Fédlle von Erzeugenden, die zur Striktionslinie gehoren,
moglich sind, wird in Nr. 4 ndher untersucht werden. Aus obigem
soll sogleich die eingangs genannte Verallgemeinerung des
Sturm’schen Satzes abgeleitet werden.

Zu diesem Zweck nehmen wir jetzt an, daff @, eine alge-
braische Regelfliche sei und daf es { Werte t,,t,,.. t; des
Parameters t gdbe, fir welche die zur Striktionslinie S, von ®,
gehorigen Punkte wegen X — ¥) = O unbestimmt sind. Hiebei sei
aber vorausgesetzt, dafl nur eine diskrete Anzahl von solchen
Stellen existiert.

Die durch p(t) und g(t) gegebenen Leitkurven P und Q von
®, konnen dann stets so gewdhlt werden, dafi sie in geniigend
grofien Umgebungen dieser Stellen keine gemeinsamen Punkte oder
Tangenten aufweisen, daff ferner die Ableitungszahlen yp;(t) und q;(t)
von p und g Kkeinen gemeinsamen Teiler besitzen und daf die
ersten Ableitungen der p; und g; nirgends gleichzeitig verschwinden.
Um gleich den allgemeinsten Fall zu behandeln, nehmen wir weiters
an, daff auch einige der Ableitungen von X und ) nach t bei den
genannten Stellen — 0 werden und bezeichnen die Ordnung der

1 Sofern ndmlich die Striktionslinic von ®j bei t; nicht unbestimmt ist.
2 Es folgt dies aus der geometrischen Bedeutung der GréSen X und 9).
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niedrigsten Ableitungen der genannten Groflen, die fir t =t,t,. .f;
nicht gleichzeitig verschwinden, der Reihe nach mit f,,f,,. .f; Nach
dem 1. Hauptsatz gehOren daher die f, bei der Stelle t,, ferner die
f, bei t,,- und schlieflich die f; bei der Stelle t; benachbarten Er-
seugenden von @y zu deren Striktionslinie.

Um zu erkennen, welchem Gesetz die Anzahl dieser Er-
zeugenden unterworfen ist, bezeichnen wir die groéfite unter den
zahlen £, f,,.  fi mit 3; sie kann bei mehreren dieser Stellen gleich-
seitig auftreten. Dadurch werden die Stellen t, t,. .t in zwei
Gruppen tf, t3,. . t¥ und #,13,. t) . eingeteilt. Bei den ersteren
ist die genannte Ordnungszahl — 3, hingegen seien die zu den letztern
gehorigen Zahlen £, 19,. . .t Kleiner als 3.

Wir bilden nun nach dem 2. Hilfssatz eine ®; enthaltende,
stetige Reihe von (I)[, und {ben nach Nr. 2 die Parametertrans-
formation

h = ws

aus. Hiebei kénnen wie friher die Groflen a; stets so gewdhlt
werden, dafi alle nach dem 1. Hilfssatz fur t =t t5,...t&& zu
bildenden Determinanten A¥==0 sind. Die GroSe w kann dann
derart gentigend klein gewihlt werden, dafl

1. die zugehorige @, eine Striktionslinie besitzt, in
deren Gleichung alle Glieder von héherer als 3-ter Ordnung
fir t =t, weggelassen werden k6nnen und

2. die Flache @, abgesehen von t,t,,...t; keine neue
Stelle aufweist, bei der X und ¥ gleichzeitig = 0 sind.

Die Striktionslinie S,, von ®, ist dann nach dem 1. Hilfs-
satz an den Stellen t =t} t,...&& vollig bestimmt, und zwar
schmiegt sie sich bei jeder dieser Stellen in 3 zusammenhdngenden
Zigen an die zugehorigen Erzeugenden EY, EX,...EY von @, an.
S, zerfillt daher als Grenzform von S, in eine eigentliche
Striktionslinie S, und in eXj Erzeugende von &, die bei
tf, t.’j,. ..t¥ je zu § benachbart sind. Fir die restlichen Stellen 13,
t),...10 . ergibt sich aus Nr. 2, (34), daf alle Ableitungen der
Groflen ¥ und §) nach t und w oder nach w allein bis einschliefi-
lich zur (3—1)ten Ordnung verschwinden. Daraus folgt, daff sich
die zu ,13,.. .10 . gehdrigen Formenpaare f9, g%; f9,¢%;.  auf ihre
ersten Glieder reduzieren, dafi also nach Nr. 2 die eigentliche Kurve
Sw in der Umgebung dieser Stellen ohne Zerfallen in die eigent-
liche Striktionslinie von ®, {ibergeht. Ferner ergibt sich, dafi die
fir &, geltenden Zahlen £, 8. .f , wieder die Ordnung der
niedrigsten Ableitungen von X und §) angeben, die an diesen Stellen
nicht gleichzeitig verschwinden. S, und S, sind daher bei
1, 13,. . 4. in gleicher Weise unbestimmt.

Somit ist eine zu @, kollineare Regelfliche &, gefunden,
deren eigentliche Striklionslinie S,, durch stetige Formédnderung aus
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der eigentlichen Striktionslinie S, und eX3 Erzeugenden von N
hervorgeht. Werden die Ordnungen von S, und S, mit oy, be-
ziehungsweise p, bezeichnet, so ist daher

D = Dy+e.3. *

Es schneidet nidmlich jede Ebene des Raumes Sy, in o, Punkten
und zu jedem derselben gibt es einen benachbarten Punkt, der ent-
weder S, oder den genannten Erzeugenden von ®, angehort.

Obiger Vorgang wird nun wiederholt. Ist 3 die grofSte der
Zahlen 1),. .f, und tritt 3 bei mehreren der Stellen t,. .t
z. B. bei f, §,...% auf, so bilden wir eine ®, enthaltende
stetige Reihe von kollinearen Regelflachen, bei der nach dem
Einsetzen von .

b = T3

alle zu den Stellen t,,1,,. .l gehdrigen Determinanten A ==0 sind.
Es ergibt sich dann eine Regelfliche &g, die zu ®, und damit
auch zu @, kollinear ist und deren Striktionslinie Sy nach dem
1. Hilfssatz bei allen Stellen t=t%,1,. .t eindeutig bestimmt
ist usw.

Wir erhalten schlieflich nach hochstens f solchen Schritten
eine zu P, kollineare Regelfliche ®, bei der die Groflen ¥ und 9
nirgends gleichzeitig verschwinden, deren Striktionslinie S somit
nicht zerfallt.! Fiir die Ordnung o von S ergibt sich hiebei durch
wiederholte Anwendung von (¥)

D=0.+e.3+0.3+.
= 0o+ +E+ ..+

Besitzt &, als algebraische Regelfliche den Rang r, so gilt dies
auch fir @y, Pz . und insbesondere fiir ®. Die Ordnung der
Striktionslinie S von @ ist aber nach dem in der Einleitung zitierten
Satz von Sturm? gleich 2 r. Somit gilt der

1 Da solche Fldchen immer mdoglich sind, ergibt sich auch aus Nr. 4
dieser Arbeit.

2 In der frither zitierten Arbeit von Sturm wurde zunichst folgendes Er-
gebnis gewonnen: Sucht man zu jedem Punkt x eines ebenen Schnittes D
ciner algebraischen Regelfliche ® auf der durch x gehenden Erzeu-
genden jenen Punkt y, in welchem die Tangentialebene von ® zur
Tangentialebene in x senkrecht steht, so bilden die Punkte y eine
Kurve C, deren Ordnung (i. a.) gleich der doppelten Rangzahl von @
ist. Da es co? ebene Schnitte gibt, existieren auch auf jeder Regelfliche oo2 Kurven C.
Ist D insbesondere die unendlichferne Kurve, so wird C zur Striktionslinie von ®.
Daraus schlof Sturm, da auch die Ordnung der Striktionslinie einer
algebraischen Regelfliche stets gleich dem doppelten Rang derselben
ist. Dieser Schlufl ist aber vorerst nur dann richtig, wenn diese Kurve nicht zer-
fillt. Es eriibrigte sich daher, den 2. Hauptsatz des Textes in aller Strenge nach-
zuweisen. — Uber die Ordnung der Striktionslinie schrieben nach Sturm auch
Migotti (siche »Ill¢, p. 165) und Adler (siche »I<, p.563, vgl. auch »IVg, p. 65,
FuBinote 2) sowie J. Majcen (siehe »Uber die Striktionslinie allgemeiner
windschiefer Flachen« Jugosl. Akad. znanosti i umjetnosti u Zagrebu, Rad 190,
p. 44—53).
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2. Hauptsatz:! Die Striktionslinie einer algebvaischen wind-
schiefen Regelfliche ist entweder von der Orduung 2 x, wemn v
Jen Rang der Fldche bezeichnet, oder diese Kurve zerfillt in eine
gigmtliche? Striktionslinie und in einzelne (besomnderve) Evzeugende
Jer Fldche, wobei die Ordnung der eigentlichen Striktionslinie,
vermehrt win die Anzahl dev zur Striktionslinie gehivigen Er-
engenden, gleichfalls gleich 2 v ist oder endlich die Striktionslinie
iiberdeckt die ganze Fliche.?

Bei vorstehender Ableitung wurden jene algebraischen Regel-
flichen ausgeschlossen, die eine oder mehrere Riickkehrerzeugen-
den besitzen. Diese Beschrankung kann man aber ohne weiteres
fallen lassen, vorausgesetzt, daf} bei keiner der Stellen t,,. .t; eine
solche Erzeugende (allgemeinerer Art) auftritt. Die Riickkehrerzeugen-
den konnen nédmlich, wie schon erwdhnt wurde,* an der Striktions-
linie nicht teilnehmen und dies hat seinen Grund vor allem darin,
daf ihre Existenz ohnehin die Rangzahl® und damit auch die
Ordnung der Striktionslinie teeinflufit.

Durch obige Hauptsdtze ist das Zerfallen der Striktionslinie
von algebraischen windschiefen Fldchen restlos klargestellt; es ist
damit gezeigt, daB solche Flachen, sobald sie von gleichem Rang
sind, stets gleiche Ordnungszahlen der Gesamtstriktionslinie
besitzen.

Um auch fiir andere Regelflichen (z. B. fiir abwickelbare

ldchen) dhnliche Ergebnisse zu erhalten, haben wir auch solche
stetige Reihen von Regelscharen in Betracht zu ziehen, bei welchen
die Nachbarfliche ®; nicht kollinear zu ®; ist. Zu diesem
Zweck nehmen wir an, dafl die Grofien p; (t,8) und g; (t, 8) beliebige
analytische Funktionen von t und 8 seien, die sich fiir 3 =3,
auf p; (t) und g (f) reduzieren. Entwickelt man p; und q; nach §,
5o ergibt sich

— 1 = ©
Pi (@ 8) = pi (t 80 +) = pP+FIh+ 5 IO+ -:pml
(:=0,1,2,3),
1 =0

0t %) = : (1,80 +0) = a?+Th+ ST Y+ :%J (13)

1 Siehe »Ill«, p. 165.

Die Bezeichnung »eigentliche Striktionslinie« findet sich auch bereits in
der genannten Arbeit von Sturm, aber blof fiir den Fall des Rotationshyper-
boloids und des gleichseitigen Paraboloids.

3 Wegen der letzteren Moglichkeit siehe Schluf von Nr. 4.

4 Siche oben Fall c).

5 Jeder ebene Schnitt ciner solchen Fliche besitzt ndmlich so viele Spitzen
als Riickkehrerzcugende vorhanden sind. Vgl. auch zweitnichste Scite, Fufinote 1.
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so erhdlt man
1

{e® .50} = {e® . so} +{e® . so}; g+ ol

1
{e®.paji = {e®.pof,+{e?.pofog+ oy

wobei die Nullen anzeigen sollen, dafl die betreffenden Grofien fiir
t =t, zu nehmen sind.

Sind die Voraussetzungen des 1. Hauptsatzes erfiillt, so ist
die zu t, gehorige Erzeugende E; dann und nur dann f-fach ge-
zdhlt zur Striktionslinie zu rechnen, wenn in (2) die Koeffizienten
aller Glieder von niedrigerer als f-ter Ordnung verschwinden. Nach
Nr. 3 verschwinden aber die beiden Faltprodukte in (1) nur dann,
wenn die betrachtete Regelfliche ® in der Umgebung von E, be-
sondere Eigenschaften aufweist, d. h. wenn die Punkte p,, g, pi
und ¢y gegeneinander besondere Lagen einnehmen. Das Ver-
schwinden weiterer Koeffizienten von (2) gibt dann an, wie weit
solche besondere Lagen von p, ¢, p’ und ¢’ auch bei den zu E,
benachbarten Erzeugenden vorhanden sind. Wir betrachten nun
der Reihe nach die einzelnen Fille.

A f=1.
{e® .60}, = {e®.pa}; =0, ®)
{e®.sa}; und {e®.pa}; nicht beide = 0. '

Dies ist in folgenden drei Fillen moglich:

a) E, ist eine Minimalgerade, aber keine Torsallinie
und die asymptotische Ebene von E; ist eine Minimal-
ebene.

p und o enthalten dann in der Tat den Pol von o beziiglich
des absoluten Kegelschnittes [vgl. Nr. 1, (3) und (4)]. Fir die zu E,
benachbarte Erzeugende sei dies hingegen nicht der Fali. Es gelten
dann wegen (2) die Gleichungen (3).

Nun ist nach Nr. 1, (10)

[go]p—[po]s =qyp—pys =0,
74{e®.ap} —p, {e?. a0}y = {e®. a2} (4)
ist. Mittels Differentiation folgt hieraus

00 {e@ap} — po {e®@.ac}+4qy {e®.ap} —p, {c?.ac) =
={e®.0?} =2 {e®.00d'}. 3)

Die hiebei angewandte Differentiationsregel fiir Faltprodukte folgt
unmittelbar aus Nr. 1, (3) und (4). Nun ist o' ein Blatt durch

sodafl
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die jeweilige Erzeugende der von allen o gebildeten asymptoti-
schen Torse.! Somit enthélt of den Pol von a,, beziiglich des
absoluten Kegelschnittes und es reduziert sich (5) wegen (3) auf

o {e? .00} — q,{e®.pa}) = 0. 3)

Demnach ist der nach Nr. 3, 1. Hauptsatz, festgelegte Schnitt-
punkt von E, mit der eigentlichen Striktionslinie

ko = G920 — Po 205
das ist nach Nr. 1, (9) der unendlichferne Punkt / von E, Dies
liefert den

Satz 1: Jede nicht torsale Minimalerzeugende, deren asymp-
fotische Ebene eime Minimalebene ist, gehort i. a. einfach gezdihlt
sur Striktionslinie und die eigentliche Stviktionslinie trifft sie im
Unendlichen.®

Beispiele von Regelflichen mit solchen Minimalerzeugenden
sind: Das Rotationshyperboloid,® die Regelflichen 3. Grades mit
einem geraden kubischen Kreis als Striktionslinie,* ferner die
Wringflache 4. Grades® usw.

b) E, ist eine Torsallinie, aber keine Minimalerzeu-
gende und die zugehoOrige Torsalebene ist eine Minimal-

ebene.
Nach Nr. 1, (8), ist dann

b py+co, =0, (7

d. h. p, und o, gehdren derselben Ebene an oder p, ist kongruent
(=)s. Setzen wir voraus, dafl der Kuspidalpunkt von E; nicht im
Unendlichen liegt, so ist auch a,=p, =g, und es gelten, wie leicht
zu ersehen, die Gleichungen (3).

Ist & abwickelbar, so gilt (7) auch fiir beliebiges t [Nr. 1, (17)],
wobei b und ¢ Funktionen von t sind. Ist ® hingegen windschief,
so stellt

b p+c®o=p (8)

ein Blatt dar, das die zu t gehorige Erzeugende enthélt. Hier-
aus folgt
0{e®.pa}+c{e®.ca} = {® pa}

-

Vgl. R. Mehmke, Vorl. iiber Punkt- und Vektorenrechnung (1913), p. 202.
»I«, p. 580.

»I«, p. 581.

»III«, p. 168.

Siehe L.Burmester, Kinematische Flachenerzeugung vermittels zylindrischer
Rollung, Zcitschr. Math. Phys., 33 (1888), p. 342 f.

_-
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und
0/ {e? . poy+d {e? .50+ 0 {e?. po} 4 {e?. 50} =

{e® . pa} = {e?.p/a}+{e® . po'}. ©

Ist nun fiir t =1t, die Gleichung (7) erfiillt, so ist . =0 und
k=Dbpy+cq,

ist der Kuspidalpunkt von E, p, ist dann die Grenzlage von p,
wenn deren Berlihrungspunkt ldngs einer beliebigen Kurve in den
Kuspidalpunkt von E; rickt. Es ist daher

D, {e®.pa} 4-co {e® .50} = {e@p/a}.

Da 2 ein Minimalblatt ist und E, keine Minimalerzeugende sein
soll, ist {e®.p/a} nur dann gleich Null, wenn p'=a ist, d. h.
wenn bei t, mehr als zwei sich schneidende, benachbarte Erzeu-
gende vorhanden sind. Es gilt dies insbesondere fiir abwickel-
bare Fldchen. Da hernach

{e?.pa) —{e® .50y =¢, — b,

ist, gilt der

Satz 2: Jede Torsallinie, die keine Minimalerzeugende ist und
deven Torsalebene eine Minimalebene ist, gehort (einfach gezdihll)
zur Striktionslinie; die eigentliche Striktionslinie enthdlt hiebei i. a.
nur dann den Kuspidalpunkt, wenn die betveffende Fliche ab-
wickelbar 1ist.

Beispiele hiefiir bieten die algebraischen Kegel, die 2 m solche
Erzeugende besitzen, wenn m die Klasse (= Rang) des Kegels be-
zeichnet, und wobei die eigentliche Striktionslinie aus einem einzigen

Punkt, ndmlich dem Kegelscheitel, besteht. Fiir algebraische
Kegel gilt hiemit auch der Sturm’sche Satz.

c) E, ist eine Torsallinie mit unendlichfernem Kus-
pidalpunkt.?
In einem solchen Fall ist p; =3, und

%y = o Po— Py 3 = O, (10)

sodal in der Tat die Gleichungen (3) gelten, sobald {¢®.sa}’' und
{e®.pa} nicht gleichzeitig = O sind. Nun ist nach (10)

{e® .50}y = {e® .50},

{e® . paky = {e?.pa},.

1 K. Zindler (Innsbruck) nennt solche Erzeugende »Wendeerzeugende«;
‘vgl. seine Liniengeometric, II., p. 41 f.

und
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\Vie oben bei po ergibt sich aber, da o) die Grenzlage der
leymptotischen Ebene darstellt, sobald eine beliebige Erzeugende
in E, riickt. Wir haben daher vorauszusetzen, dafl o} nicht senk-
recht zu py E=5,) sei. Eine Torsallinie von dieser Art soll eine
sewohnliche zylindrische Erzeugende heiflen. Ist hingegen
20(2)‘57/}0:{6(2).{30/}0: 0, so liegt eine spezielle zylindrische
krzeugende vor (siehe unter f)). Im erstern Fall ergibt sich der
Schnittpunkt der eigentlichen Striktionslinie mit E; wie unter a)

Also gilt der

Satz 3: Jede gewohunliche zylindrvische Evzeugende gehort
(einfach gezdhlt) zur Striktionslinie und die eigentliche Striktions-
linie enthdlt ihven unendlichfernen Kuspidalpunkt.!

Als Beispiele hiefiir sind zu erwéhnen: Die in »IV«, p. 86f
behandelten speziellen Regelfldchen 3. Grades 0y, ferner die speziellen
Regelflichen 3. Grades A, bei welchen zwei gewdhnliche zylindri-
sche Erzeugende auftreten, die zugleich Minimalerzeugende sind,?
und schlieflich alle Zylinderfldchen, bei welchen alle Erzeugenden
von obiger Art sind, so dafl die Striktionslinie die ganze Fldche
iiberdeckt.

B. f=2.
{e®.poyy={e®@ .50}, =0 '
{e?.pa}p={e®.50},=0 [ (11)
{e® .pa}y und {e®.co}y nicht beide = 0.

Dies tritt bei folgenden Féllen ein:

d) E, ist eine nicht torsale Minimalerzeugende, deren
asymptotische Ebene eine Minimalebene ist, und die be-
nachbarte asymptotische Ebene ist gleichfalls eine Mini-
malebene.

Es existieren dann i. a. drei benachbarte, nicht torsale Mini-
malerzeugende und es gelten immer obige Gleichungen, sobald nicht
mehr als drei solche Erzeugende vorhanden sind. Wir werden
spiter (siehe Satz 11) den allgemeineren Fall untersuchen, dafi an
einer Stelle n benachbarte, nicht torsale Minimalerzeugende
eXistieren. Fur n = 3 ergibt sich hieraus der

Satz 4: Von drei benachbarten, nicht torsalen Minimal-

evzeugenden gehoven immer zwei zur Strviktionslinie und die eigent-
liche Striktionslinie enthilt ihven uneigentlichen Punkt.?

1 Vgl. »IV«, p. 65.
»Ill«, p. 173.
3 »I«, p. 580.
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Beispiele von Regelflichen, bei denen dieser Fall eintritt,
sind die allgemeinen, in »IV« untersuchten Regelflichen dritten
Grades O, deren unendlichferne Kurve den absoluten Kegelschnitt
doppelt oskuliert; jede solche Fldche besitzt zwei Tripel von be-
nachbarten Minimalerzeugenden.

e) E,ist eine Minimalgerade und zugleich eine Torsal-
linie, deren Torsalebene eine Minimalebene ist, und die
asymptotische Ebene der benachbarten Erzeugenden ist
keine Minimalebene.

Wie unter b) ist dann py=o,=0,. Nun ist ¢/ ein Blatt durch
die jeweilige Erzeugende der ® lings P umschriebenen Torse.
Besitzt ® eine Torsallinie, so ist sie zugleich eine Erzeugende der
genannten Torse.! Somit enthalten im vorliegenden Fall pj, 54 und )
die Erzeugende FE, Es ist daher

{e® . paly = {e® . a},+{e®.pa'}y =0
{e® . sa}y = {e®.d a},+{e®.50'}; =0 (13)
und es gelten die Gleichungen (11). %k, ergibt sich wie unter b)
fiir t = t,, sobald (v) abermals differenziert wurde. Man erhlt

Do {e®.pa}y + ¢, {e®.aayy = 24{e®.p/ o'},

wobei der Ausdruck rechts i. a. blofl fiir abwickelbare Flichen = 0
ist. Dies liefert den

Satz 5: Jede Torsallinie, die eine Minimalderade ist und
deren Torsalebene eine Minimalebene ist, gehdrt i. a. zweifach ge
zihlt zur Striktionslinie,® und die eigentliche Striktionslinie enthdilt
hiebei nur dann den Kuspidalpunkt, wenn die betveffende Regelschar
abwickelbar ist.

Erzeugende von diesen Arten treten z. B. beim Rotations-
kegel auf, wo zwei Stellen existieren, bei welchen je zwei Er-
zeugende von der Art b) zusammengefallen sind, ferner die in
»II« behandelte Normalenfliche des Torus ldngs eines Loxodromen-
kreises. 3

f) E, ist eine spezielle zylindrische Erzeugende (siche
oben unter c)). Setzen wir voraus, dafl bei t; nicht mehr als zwei
benachbarte Erzeugende sich schneiden, so sind die Gleichungen (11)
erfillt. £, ergibt sich hiebei wie im vorigen Fall. Somit erhilt man den

1 Dies ergibt sich auch mittels Rechnung. Nach Nr. 1, (7), ist nidmlich
p=[pqp'] und p'=[pg'p'Hpqep"], so dab [p'ql=[pqg'p'q)=—[pep'q ist.
Da letzterer Ausdruck fiir torsale Erzecugende =0 ist, enthilt p' bei einer solchen
stets den Punkt g usw.

»I«, p. 581, Satz 2.

3 »Il«, p. 628.
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Satz 6: Jede spezielle zylindvische Erzeugende gehirt rzwei-
fach gezdhlt zur Striktionslinie, und die eigentliche Striktionslinie
“weht 1. a. muwr dann duvch den Kuspidalpunkt, wenn die betrachtete
';«‘/c‘iche abwickelbar ist.

Als Beispiel fiir eine Regelfliche mit einer solchen Erzeugen-
den ist die metrisch spezielle Regelfliche Oy anzufiihren! Es ist
aur noch nachzuweisen, dafl die Torsallinie 7; dieser Flidche in
der Tat eine spezielle zylindrische Erzeugende ist. Dies folgt
aber aus »IV«, p. 88, Fig. 11, wo die Torsalebene von T, LII, ist
und aus »IV«, p. 78 f,, woraus ersichtlich ist, daB die Schnittkurve R*
des Richtkegels von @y eine Spitze besitzt, bei der die Tan-
gente || II, ist.

Der Fall f) liegt insbesondere auch dann vor, wenn E, eine
torsale Minimalerzeugende mit unendlichfernem Kuspidalpunkt ist
und oy oder p, (=s,) einer Minimalebene angehort. Letzteres tritt
bei den in »Ill«, p. 171 f betrachteten Regelflichen (dritten Grades)
An auf.

g) E, ist eine unendlichferne Erzeugende, wobei das
$ lings E, oskulierende Paraboloid nicht gleichseitig sei.

Da p und ¢ laut Voraussetzung niemals = sind, féllt E, dann
und nur dann ins Unendliche, wenn p,, = qqo = O ist. Nach Nr. 1, (9)
und (10) ist dann auch

lo = Qoo Po—Po0 9o = O (14)
und desgleichen ist
oy = [Pq¥) = g9 Po— P00 % = 0. (15)

In der Tat, ist = qoopy—Wo gy d. i. ein Punkt auf E, nidm-
lich der Schnittpunkt der unendlichfernen Kurve L von ® mit E,.
Aus (15) folgt

0'.6 = q{)O po - Df)o 50 (1 6)

und dies ist nach Nr. 1, (7) die Tangentialebene von @ im Punkt
Iy.ob gehort daher der unendlichfernen Ebene an und es ist

o =a.m, 17

wobei a eine Zahl ist, die nach den Voraussetzungen des 1. Haupt-
satzes nur dann gleich O sein kann, wenn E; eine Torsallinie ist.
Somit ist wegen (15) und Nr. 1, (4)

{e® . payy = {e® . pap,+{e? .pa'}y = a{e®.po}, =0 .
{e® .50} = {e .50} +{e® .50/} = a{e? .50}, =0 (18)

1 »IV«, p. 73, 86 und 88f.
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Aus (13) ergibt sich ferner

{e® . pa}y = {e®.pa}, }

{e® .o}y = {®@.c0"},

Hierin ist of ein Blatt, das die durch i gehende Erzeugende 4
der asymptotischen Torse enthdlt. Da aber die in [, an L gelegte
Tangente T die zweite Haupttangente von ® in 7§ ist, fillt 4 mit 7
zusammen.!

T=A ist somit die unendlichferne Gerade von a§. Da E, die
unendlichferne Gerade der Bldtter p, und o, ist, ist dann und
nur dann

(19)

{e® . 5o}y + {e@.pa}y = 0, (20)

wenn E; und A im Bezug auf den absoluten Kegelschnitt kon-
jugiert sind.

E, und A sind zugleich die unendlichfernen Erzeugenden
des ® lings E, oskulierenden Paraboloids f. Setzen wir daher
voraus, dafl P nicht gleichseitig sei, so sind nach obigem die
Gleichungen (11) erfiillt.

Um %, zu finden, bilden wir aus Nr. 1, (10) die Gleichung

of = qop—p05+qyp'—p, 0.

Hieraus folgt

Q0 {e?. poy—po{e®. sap+g,{e®. g a}—py {e®.o'a} = {e®.20}. (20

Wird dies zweimal differenziert und t =1, gesetzt, so ergibt sicl.
wegen (13), (17) und (18)

000 {€@ . payy — Poo {e® .00}y = 0.
Also ist B
ko = Qoo o — Poo 9o = 1o,
und es gilt der

Satz 7: Jede wicht torsale, unendlichferne Evzeugende, lings
dev das oskulievende Parvaboloid wicht gleichseitig ist, gehort zwei-
Sach gezdhlt zur Striktionslinie, und die eigentliche Striktionslinie
enthdlt dem auf dieser Erzeugenden befindlichen Beviihrungspunkt
der unendlichfernen Ebene.?

Beispiele von Regelflichen mit einer oder mehreren unendlich-
fernen Erzeugenden von der genannten Art sind: Das nicht gleich-
seitige hyperbolische Paraboloid, bei dem die eigentliche
Striktionslinie jeder Schar eine Parabel ist, ferner alle nicht
geraden Konoide u. a.

1 Dic Erzeugenden der einer Fldche ldngs einer Kurve C umschricbenen
Developpablen sind ndmlich die konjugierten Tangenten zu den Tangenten von C.

2 Vgl. R. Sturm, a. a. O,, p. 256, Schluff von Nr. 21.
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Ist ® eine algebraische Regelfliche u-ten Grades, r-ten Ranges
und besitzt @ e unendlichferne Erzeugende E; von der Art g), so
ist ihre eigentliche Striktionslinie S nach Satz 7 von der Ordnung

D=2 (r—e). (**).

Hiebei ist allerdings vorausgesetzt, daB aufler den E; keine Er-
seugende von @ zur Striktionslinie gehort. Ist d die Ordnung der
Doppelkurve D von @, so ist

r=1nm—1)—205,
da die ebenen Schnitte i. a. keine Spitze besitzen konnen. Da
ferner auf jeder der e Erzeugenden E; n—2 Punkte von D liegen?
und die E; untereinander _e_(e_;_l)_ Schnittpunkte besitzen, ist die
Klasse der neben den E; verbleibenden unendlichfernen Kurve L, von &

T, = (n—e) (t—e—1)—2 <b—(n—2)e + e(e—o—l)> =

=nu(mn—1)—2d0—2e.

Nun beriihrt die Kurve S die unendlichferne Ebene ® in den
auf den E; befindlichen Berithrungspunkten von ® mit . Ferner
enthdlt S alle jene Punkte, in welchen die gemeinsamen Tangenten
von L, und dem absoluten Kegelschnitt die Kurve L, beriihren.?
Somit ist die Anzahl der Schnittpunkte von S mit

2e+21, =2n(n—1)—4d—2e=21—2¢

und dies stimmt tatsdchlich mit (**) tiberein.
h) E, ist eine unendlichferne Torsallinie, deren Tor-
salebene aber nicht unendlichfern ist.

Es gelten dann wie unter g) die Gleichungen (14), (15) und
(17), worin a = O ist und auflerdem ist

epy+fs, = 0.
Da ferner

Ih=epy+ig,
als Beriihrungspunkt von o zugleich der Kuspidalpunkt von E ist
und E; i. a. von der Kurve L in [ beriihrt wird, ergibt sich der

Satz 8: Jede unendlichferne Torsallinie, fiir die die un-

endlichferne Ebeme mnicht Torvsalebene ist, gehort zweifach gezdhlt
sur Striktionslinie wnd die eigentliche Striktionslinie beviihrt i. a.
diese Tovsallinie in ihvem Kuspidalpunkt.

1 Vgl. z. B. Zindler, a. 0., p.
»I«, p. 579.
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Als Beispiele fiir diesen Fall lieen sich leicht besondere
Regelflichen dritten Grades angeben.

C. f£=3.
{e? .paYy = {e®@.pa}y = {e®.pa}f =0
{e® .00}, = {e®.co}y = {e® .00} =0 21

{e®.pa}y” und {e®.ca}’ nicht beide =0

Von den hierther gehorigen Féllen seien erwéhnt:

i) E, und die drei zu ihr benachbarten Erzeugenden
sind nicht torsale Minimalerzeugende,

j) E, ist eine Minimalgerade und zugleich eine Tor-
sallinie, deren Torsalebene eine Minimalebene ist, und
die asymptotische Ebene der hiezu benachbarten Erzeu-
genden sei gleichfalls eine Minimalebene.

Diese beiden Fille sind in den unter m) behandelten all-
gemeineren Fillen enthalten (siehe weiter unten!).

k) E, ist eine unendlichferne Erzeugende, ldngs der
das oskulierende Paraboloid von ® gleichseitig ist.

Wie im Fall g) gelten dann die Gleichungen (14) bis (18) und

auflerdem ist
(e payly = {e. 00 =0, )

sodaB i. a. die Gleichungen (21) erfiillt sind.

k, ergibt sich jetzt durch dreimaliges Differenzieren von (20).
Man erhdlt dann fir t=t, nach einiger Rechnung den

Satz 9: Jede wunendlichferne Erzeugende, ldngs der das os-
kulierende Paraboloid gleichseitig ist, gehort dveifach gezdhlt zur
Striktionslinie, und die eigentliche Striktionslinie geht i. a. nicht
durch den auf dieser Erzeugenden befindlichen Beriihrungspunkt
der unendlichfernen Ebene.

Als Beispiele fiir diesen Fall seien genannt: Das gleich-
seitige Paraboloid selbst, bei dem die eigentliche Striktionslinie
jeder Schar die Scheitelerzeugende der anderen Schar ist; die
in »IIl« behandelten Regelflichen! A; ferner die Normalenfldchen
(vierten Grades) von Fldchen zweiten Grades ldngs ebener
Schnitte, die i. a. zwei Erzeugende von der Art % besitzen, u.a. m.

1 Siche insbesondere »Ill«, p. 166. Das jede Fliche .\ lings Eu oskuliercnde
Paraboloid ist in der Tat glcichscitig, da cs, wic .\ selbst, dic Gerade M zur
Svmmetricachse hat.
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D. t=4.

Die Reihe obiger Sétze lieSe sich natlirlich beliebig weit fort-
setzen. Um aber wenigstens alle jene Félle zu erwidhnen, die bei
den Regelflichen dritten Grades auftreten kénnen, wollen wir in
Kiirze noch folgende spezielle Erzeugende besprechen.

I) E, ist eine unendlichferne Torsallinie, flir die die
unendlichferne Ebene die Torsalebene ist.

Die unendlichferne Kurve L von @ schneidet in einem solchen
Fall E, in einem Punkt /,, der i. a. vom Kuspidalpunkt von E,
verschieden ist. Bezeichnen wir die Tangente von L in /, mit T,
so konnen T, und E, beziiglich des absoluten Kegelschnittes kon-
jugiert sein oder nicht. Je nachdem ersteres oder letzteres eintritt,
kann man sich dann E; durch Zusammenriicken zweier Erzeugen-
den von der Art k) oder g) entstanden denken. Dementsprechend
ergibt sich auch (dhnlich wie friiher) der

Satz 10: Jede wumnendlichferne Torsallinie, fiiv die die un-
endlichferne Ebene die Torsalebene ist, gehort sechsfach beziehungs-
weise vievfach gezdhlt zur Striktionslinie, je wnachdem die un-
endlichferne Kurve diese Tovsallinie senkvecht schueidet oder wicht.

Als Beispiele fiir den ersteren Fall seien die Konoide
dritten Grades erwidhnt, die durch eine Parabel in einer zur
Richtebene A senkrechten Ebene als Leitkurve und durch eine
letztere schneidende Gerade als Doppellinie gegeben sind. Alle auf
einer solchen Fldche liegenden Kegelschnitte sind Parabeln. Unter
ihnen befindet sich auch die eigentliche Striktionslinie. Letztere
ist ndmlich die Umrikurve der Fldche fiir zu )\ senkrechte Seh-
strahlen, d. i. fiir einen Augpunkt, der sich auf der unendlich-
fernen Torsallinie der Flache befindet.!

m) Schliefllich wollen wir noch den allgemeineren Fall be-
trachten, daf8 bei einer Stelle t, der betrachteten Regel-
schar 1 benachbarte windschiefe Minimalerzeugende vor-
handen sind. (n=2,3,. ..) Hierin sind die schon genannten
Fille a), d) und i) enthalten. Aus (2) ergibt sich dann ohne weiteres,
d=8 die Groflen {e®.sa}, und {¢®.pa}; und deren Ableitungen bis
einschliefllich zur (n—2)-ten Ordnung fiir t, verschwinden. Daraus

folgt dhnlich wie unter a) und d) (wobei (4) (n—1)mal zu differen-
zieren ist) der?

Satz 11: Von n benachbarten, nicht tovsalen Minimalerzengen-
den gehovem immer n—1 zur Striktionslinie uwnd die eigentliche
Striktionslinie enthdlt ihven unendlichfernen Punkt.

1 Vgl. E. Weyr, Geometrie der rdumlichen Erzeugnisse ein-zwei-deutiger
Gebilde, insbesondere der Regelflichen dritter Ordnung. Leipzig, 1870, p. 94f.

2 Vgl. »I¢, p. 580.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. Ila, 135. Bd. 21
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Wire aber E, eine Torsallinie, wobei es gle10hgu1t1g ist,
wie viele benachbarte Erzeugende sich schneiden, so ist, wie untel
e) gezelgt wurde, fir n = 2 auch { =2 und daher ist wegen (2)

= Daraus ergibt sich der

Satz 12: Besitet eine Regelfidche n benachbarte Minimal-
erzeugende und bilden wenigstens wwei davon eine Tovsallinie, so
gehoren diese w Erzeugenden zuv Striktionslinie und die eigentliche
Striktionslinie geht i. a. wnicht durch den Kuspidalpunkt dieser

Torsallinie.

Als Beispiele von Regelflichen, fiir die dieser Satz zur An-
wendung kommt, seien genannt: Die in »I« untersuchte Regelfldche
dritten Grades mit einer Ellipse als eigentliche Striktionslinie! und
die in »Il«, p. 631, erwdhnte spezielle Fliche W bei der an zwei
Stellen vier benachbarte, sich schneidende Minimalerzeugende vor-
handen sind.

Aus der Ableitung obiger Sdtze und auch aus Nr. 1, Glei-
chungen (14) bis (16a, b, ¢) erkennt man unmittelbar, da eine Er-
zeugende E, einer Regelschar nur dann zur Striktionslinie gehoren
kann, wenn

entweder in der Umgebung von E, wenigstens zwei
benachbarte Minimalerzeugende existieren oder, wenn E,;
eine zylindrische oder unendlichferne Erzeugende oder
eine Torsallinie mit einer Minimalebene als Torsalebene
ist oder endlich, wenn fiir E, mehrere dieser Eigenschaften
gleichzeitig zutreffen.

Hieraus ergibt sich, dafi jede Regelschar ®, bei der solche
Erzeugende auftreten, mittels einer Kollineation in eine solche

Regelfliche ®; ubergefiihit werden kann, bei der keine Erzeu-
gende von dieser Art existiert. (Siehe Ableitung des zweiten Haupt-

satzes!)

Zum Schlul seien noch jene Regelscharen hervorgehoben,
bei welchen die Grofen {e®.pa} und {e®.sa} identisch ver-
schwinden, so daB an jeder Stelle f—= oo wird. In jedem solchen
Fall konnen wir daher alle Erzeugenden der Regelschar zur
Striktionslinie z&hlen und diese Kurve {iberdeckt die ganze
Fldche. Die Striktionslinie einer algebraischen Regelfliche von

1 Siehe insbesondere »l«, p. 591.
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dieser Art Dbesitzt dann gewissermaflen die Ordnung unendlich
(. i. die Anzahl der Schnittpunkte mit einer beliebigen Ebene).
|iir solche Flidchen verliert auch der 2. Hauptsatz seine Giiltig-
keit, da in Nr. 3 angenommen wurde, daf die Stellen 1 P FHN ¢
in endlicher Anzahl vorhanden seien. Regelscharen von obiger Art
«nd: Die schon erwédhnten Zylinder, ferner die Regelscharen,
deren siimtliche Erzeugenden Minimalgerade sind, und
endlich die als ausgeartete Regelflichen zu betrachtenden Ge-
rndenscharen, die einer Minimalebene oder der unendlich-
fernen Ebene angehdren.
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