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Die Differentialgeometrie des riumlichen
Vektorfeldes I

Ein Beitrag zur Differentialgeometrie der Kurvenkomplexe

Von

Franz Knoll (Wien)

(Vorgelegt in der Sitzung vom 10. Juni 1926)

Einleitende Bemerkungen.

Monge hat in seiner » Application de U'analyse a la géométrie«
und seiner Arbeit »Swupplément, on Pon fait voir que les équations
aux différvences ovdinaives pour lesquelles les conditions dinté-
grabilité me somt pas satisfaites somt susceptibles d’ume véritable
intégration et que cest de celte intégration que dépend celle des
équations aux différences partielles élevées«, Mémoires de I'Académie,
Paris 1784, p. 502, wohl als erster geometrische Probleme, die sich
an Gleichungen von der Form & (v,, x,, #,, d¥,, da,, dx,) =0, die in
den Differentialen homogen sind, anschliefen, untersucht; die Fragen,
die sich an den Fall, wo  linear (homogen von der ersten Ordnung)
in den Differentialen ist, anfligen und unter dem Pfaff'schen Problem
bekannt sind, haben in eingehenden Werken (Darboux, v Weber,
Goursat) Behandlung gefunden; gewisse tiefschiiffende geometri-
sche Untersuchungen iiber hierher gehdrende Fragen bilden den
Hauptinhalt des Werkes: S. Lie, Geometrie der Beriihvungstvans-
formationen, dargestellt von S. Lie und G. Scheffers, I. Bd,,
Leipzig 1896.

Eine Monge’sche Gleichung erster Ordnung (eine Pfaff’sche
Gleichung, ein kovariantes Vektorfeld) definiert durch die Menge ihrer
Integralkurven einen Kurvenkomplex ersten Grades, in dem man eine
Differentialgeometrie studieren kann, die weitgehende Analogien mit
der gewohnlichen Flidchentheorie zeigt (§ 1).

Mit jedem derartigen Vektorfeld ist in jedem Punkte eine
Korrelation verbunden, deren invariante Elemente bei eingehenderen
Untersuchungen in den Vordergrund treten (§ 2).

Da jedes Vektorfeld mit einem Einheitsvektorfeld in engstem
Zusammenhang steht und sich die Formeln fur Einheitsvektorfelder
Ubersichtlicher gestalten, werden im folgenden nur Einheitsvektor-
felder untersucht (§ 3).

Ist aja=1, rot a=G, |€]|=C, a|€ = Ccos, so gilt fiir die

Flexion 1~ der Stromlinien eines solchen Feldes der Satz:

5y

6, Csint=1 (§ 4). 0]
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v g 1
Fiir die Torsionen —5 der Haupttangenienkurven gelten
)

o’ o
dic beiden Formeln
1 1 )

— ,, —=— Ccost, I
o) ol !

| . |
L jay ay Ayy Aoy gy Q3| Uy
1 2y — ) /

oyl o |y Ao dgo dg3| |3 Fqq

die in Verbindung mit (I) ergeben:

12 /1 R N
(51> - (U(Z_U_ - fj'{—'z)—> _= (./', ([\ )

Aus (I) erkennt man, dafi die den Satz von Enneper liefernde
Tatsache, dafl die Torsionen der Haupttangentenkurven sich nur
durch das Vorzeichen unterscheiden, nur fiir Kurvenkomplexe, die
auf einer Fldachenschar f(x,, 1, ,) == K liegen, erfiillt ist (§ 5).

Den Krimmungslinien der gewdhnlichen Fldchentheorie ent-
sprechen in der Differentialgeometrie der Kurvenkomplexe zwei ver-
schiedene Kurvengattungen. die Kviimmungslinien, Komplexkurven,
langs welcher die Normalen eine Torse bestimmen, und die Haupt-
kurven, langs welcher die Kriimmungen der Normalschnitte extreme
Werte annehmen.

Bei Bestimmung der Kriimmungslinien trifft man auf die Grofien

1 1
H &= —(aj+ay,+ag) =- +-

)
ke, k,
! 1 f
A Ayl a,, a, Agq 1 .
K — |11 Gaz2f |22 Des +’ 33 “a1| __ s (V)
1@y dyy Ay Agg| |%s 9 g Ky

welche die milllere Kriimmung und das Kriimmungsmaf des
Komplexes in jedem Punkte angeben. Man findet die Formel

oD ol =k, k, (§§ 6, 7). (VD

Bezeichnet man mit 2 den Winkel der Haupttangentenkurven,
mit » den Winkel der Kriimmungslinien, so ergeben sich die fol-
genden Sitze:

1
H prm— (';(22)‘ —_— ;‘j)) cot 22N (\,H)
1 1 ) .
(W -+ _6_7:@) ‘ S 2
cos % — - - ; (Vi)

1 1 \)
Eolrr

H cos » = C cos 7 cos 2. (IX)
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Die Kriimmungslinien stehen also, wenn 2320, nur dann auf-
einander senkrecht, wenn der Kurvenkomplex von der ‘Gattung 1
ist (§ 8).

Zwischen dem doppelten Orthogonalsystem der Hauptkurven
und den Haupttangentenkurven besieht ein enger Zusammenhang,
insbesondere gelten die Formeln

1 1
H= g * )
R, R,
1 H> 1 /1 1 >~z
R‘ [\)2 — —4— t‘o 7 = — 4 ‘\ 2) - 0,321)_ (XI)

Endlich kann man einen dem FEwnler'schen Satz entsprechenden
Satz ableiten (§§ 9, 10).

An formalen Voraussetzungen wére das Folgende zu erwéhnen:
Die Schreibweise schliefit sich im wesentlichen an Runge C., Vektor-
analysis, Bd. 1, Leipzig 1919, an. Einheitsvektoren werden mit kleinen
Buchstaben bezeichnet, insbesondere ist mit t der Tangenten-, mit {
der Hauptnormalen- und mit b der Binormalenvektor einer Raumkurve
bezeichnet. Das Summationszeichen wird unterdriickt, wenn in dem
betreffenden Ausdruck zwei gleiche Indizes auftreten; es ist also

a; b= /Y‘ "a; b;. Die Schreibweise ig=k==! 1, 2, 3 soll andeuten, daf
1

flir 74/ irgendeine der drei Permutationen 123, 231, 312 gesetzt

werden kann.

Hinsichtlich der Stetigkeit und Differenzierbarkeit werden die
in der Differentialgeometrie iiblichen Annahmen gemacht. Mit Riick-
sicht auf die Sonderstellung der Minimalkurven werden in der vor-
licgenden Arbeit auch jene Vektorfelder, in welchen bei irgendeiner
der im folgenden betrachteten Kurvengattungen Minimalkurven auf-
treten konnten, von der Untersuchung ausgeschlossen.

§ 1. Der Integralkurvenkomplex.

Durch eine Pfaff'sche Differentialgleichung
Xidxi = 0; X (v, %, %,); (1)
oder, was damit gleichbedeutend ist, durch ein kovariantes Vektorfeld?

36 = A'Y-,‘ ¢ (2)

1 Uber den Begriff vgl. Study E.. Einleitung in die Theorie der Invarianien

linearer Transformationen auf Grund der Veklorenrechnung, 1.T., Braunschweig, 1923

Weitzenbick R., Tnvarianleittheorie, Groningen, 1923; Schouten J. A., Der Ricci-
Kalkiil, Berlin, 1924.
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wird auf jeder Flache I': (x; [u,, u,]) eines euklidischen Raumes, wie
man durch einfaches Einsetzen erkennt,

X; " diy = 0,1 (3)

1 by ‘

eine einparametrige Schar von Kurven f(u,, u,) =— K ausgezeichnet,

némlich jene Kurven, welche dieser Differentialgleichung (3) gentigen.

Bezeichnen wir alle Kurven C:(x;[#]), welche der Bedingung

X2t =0 &)

identisch genligen, als Infegralkurven der Differentialgleichung (1)
und nennen wir eine Mannigfaltigkeit von Raumkurven von der Be-
schaffenheit, daff auf jeder Flédche stets eine einparametrige Schar
von Kurven der Mannigfaltigkeit liegt,® einen Kurvenkomplex, so
kann man sagen

Satz I: Ein kovariantes Vektorfeld induziert auf jeder Fliche,
sofern wicht die Differentialgleichung (3) identisch verschwindet, die
auf ihr liegende einpavametrige Schar seines Integralkurvenkomplexes.

Der ausgeschlossene Sonderfall kann tibrigens, wie die all-
gemeine Theorie des Pfaff'schen Problems® zeigt, nur dann eintreten,
wenn die bekannte Integrabilitdtsbedingung

Xy (Xza—st) +X, (X:n_“Xls) +Xs (X12—‘X21) =0 ®)

erfiillt ist und daher eine einparametrige Flachenschar I (x,, %,, x,) = K
existiert, so dafl identisch gilt

Xidx; =M (3, %, %y) d F(x,, %,, ). (6)

Fiir alle Kurven dieser Flachen ist dann die Beziehung (4)
identisch erflillt und der Integralkurvenkomplex besteht dann offenbar
aus der Menge aller Kurven auf der Flichenschar und auf jeder
anderen Fliche werden als Integralkurven die Schnittkurven mit der
Schar F = K induziert.

Aus Griinden, die mit der allgemeinen Theorie des Pfaff’schen
Problems, beziehungsweise mit den Typen der Nullsysteme des Uber-
raumes zusammenhédngen, sprechen wir, wenn die Bedingung (5)
erfillt ist, von einem Kurvenkomplex der Gattung 1, wihrend wir
im allgemeinen Falle den Integralkurvenkomplex als zur Gattung 2
gehorig bezcichnen.

1 Es ist natiirlich auch in X einzusetzen.

Die Bezeichnung ist der Bezeichnung der Liniengeometric nachgebildet.
Im folgenden ist
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Aus den allgemeinen Sétzen iiber das Pfaff'sche Problem folgt,
daB in dem letzten IFalle immer identisch eine Darstellung von der
Form existiert:

Xidxy = M, dF,+M,dF, (7)
wobei die Funktionen F}, F,, Fl voneinander unabhidngig sind.
2

§ 2. Die begleitende Korrelation.
Aus (4) folgt, dal die Ebene
Xio (0i—xi,0) = 0; Xio = Xi(vy, 15,0, 43,0)" @)
die Tangenten an alle durch den Punkt (x;,) gehenden Integral-

kurven C: (x; [£]), x;(t,) = x;, 0, enthélt; wir nennen sie die Tangential-
ebene im Punkte (x; o). Die Gerade

Vi = %0+ Xjo® 9

heifle die Normale im Punkte (¥; o).

Mit Rucksicht auf spatere Untersuchungen heben wir noch
einige weitere bei eingehender Behandlung wichtige geometrische
Gebilde hervor, ohne auf die Griinde der Wichtigkeit eingehen zu
kénnen.®

9
Durch die Grofien 8X iz wird die begleitende Korrelation
Yr
im Punkte (v;) in der Form
XipAd;Br=0 (10)

efiniert, darin sind die Grofien 4; und B; Richtungsparameter zweier
vom Punkte (x;) ausgehenden Geraden.
Der Kernkegel dieser Korrelation 148t sich dann unmittelbar
in der Form
‘(Yilx A,' Ak =0 (1 1)
gewinnen.
Die durch die folgende Doppelgleichung definierte Gerade

B el WD s WP i T (12)
Xza_‘st Xy1—Xis Xla“X‘n

1 Die y; sind laufende Koordinaten.
Vgl. Anm. 1. \ ist ein Parameter.

3 Die Bezeichnung schliefit im wesentlichen an Sturm R., Dic Lelwre von
den geomelrischen Verwandischafien, Bd. 11, p. 74 ff., Leipzig, 1908, an.

1 Die Groflen X; transformieren sich der Voraussetzung gemidf bei allen
Transformationen der Form

5“,‘ == —'V,’ (5’]_1 Yo ,1'3>; = 1) 2) 3; (Y)
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nennen wir in Anlehnung an einen physikalischen Begriff die
Wirbelachse, die auf ihr normale Ebene Wirbelebene.l

Durch?
X1 Xip Xy A4
X?l Xz-z Xg.s; Ab
Xy Xy Xy Af
B By By O |

wird die reziproke begleitende Korrelation im Punkte (r;) definiert.

Der ihr entsprechende reziproke Kernkegel 146t sich in der Form
| X X Xoy A
| Xy X Xoy Ab
AX-'.‘-’.I X32 X33 Ag
Ay Ay AL 0

— Y, Al 4, =0 (14)

ansetzen.
Die reziproke Wirbelachse hat die Doppelgleichung:

S S TR ¢ S s B 3)
T Y. =Y., T Y.,—Y, (15)
31 13 12 21

Die Ebene, welche im Punkte (x;) auf der (reziproken) Wirbel-
achse senkrecht steht, nennen wir die (reziproke) Wirbelebene.
kovariant. Dagegen sind die Groen X, ; und X;,~+X; ; nur dann Bestimmungszahlen
eines kovarianten Affinors, beziehungsweise Tensors, sofern man affine Transformationen
(Study) .

Np= a0 e Y a g vy =1, 2, 35 “h
zuldft. Die Grofen X, ,—X, ; sind jedoch wieder Bestimmungsgréfien eines kovarianten
Bivektors bei allen Transformationen (7).

1 Die Polaritiit in bezug auf den absoluten Kegelschnitt ordnet auch zu jeder
begleitenden Korrclation eine zu ihr »normale« Korrelation

X, A B, =0 (10a)

und den entsprechenden Kernkegel
¢ I = (11 )
Xy Af =0, (11a)
der selbst wieder auf dem Kernkegel (1Q0) normal ist, zu. (Den hier auftretenden
Grofien ;’l{. und Bﬁ, kommt die Bedeutung von Stellungsparametern von Ebenen zu.)
A% und Bf. sind in den folgenden FFormeln Stellungsparameter von Ebencn,
welche durch den Punkt x; gehen. Die Korrelation (13) ist das zu (10) duale Gebilde

und wird im allgemeinen mit dem unter (10a) erwihnten Gebilde nur in Ausnahms-
fdllen zusammenfallen. Analoge Bemerkungen gelten fiir (14) und (11a). Dic Polaritit
beziiglich des absoluten Gebildes fiihrt auch hier zu den »normalen« Gebilden

Yy A; B, =0 (13a)

Y. d; Bp=0. (14a)

Die auftretenden Gebilde sind jedenfalls kovariant bei allen Transformationen (.1).
Konsequenter wire es, hier zuwerst die reziproke Wirbelebene einzufiihren.
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Durch die Wirbelachse gehen (im allgemeinen) zwei Ebenen,
die die beiden einander lings zweier Geraden beriihrenden Kernkegel
in diesen Geraden beriihren, die erste und zweite Grundebene. Die
Verbindungsebene der beiden eben erwidhnten Geraden ist identisch
mit der reziproken Wirbelebene, die wir als dritte Grundebene be-
zeichnen. Analog nennen wir die beiden Geraden und die Wirbel-
achse die Gruudgeraden der begleitenden Korrelation.

§ 3. Einfachste Beziehungen im Einheitsvektorfeld.

Bei den zunichst folgenden Untersuchungen werden wir stets
voraussetzen, dafl der Vektor ¥ ein Einheitsvektor sei, und wir
werden ihn mit

a=a;e;; a;(ry, 1 v3); (16)

bezeichnen; es ist dann

»—A[\ J:;

ial=1: (17)
daher
aiaip;, =0, h=1,2 31 (18)
Wir setzen weiters

ajp—ap; = Cp; idzkgl = 1, 2, 3; (19)

3
= vz C?; (19a)

A

1

a; C;= CcosT. (20)

Durch die Beziehung (20) ist der Winkel zwischen Normale
und Wirbelachse bestimmt. Die Integrabilitditsbedingung fiir den
T

6’.

14

Vektor a lautet dann einfach: v =

Aus (18) folgt dann noch:

iy Gy Gy
Ay gy dyy = 0. (21)
H 1
|dgq dzo Ay

§ 4. Die Stromlinien.

Eine Kurve, welche in allen ihren Punkten auf den durch diese
Punkte hindurch gehenden Kurven eines Komplexes senkrecht steht,
nennen wir eine orthogonale Trajektorie des Kurvenkomplexes.

L 9 a;
1T Es ist a;, = _——
X
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Die orthogonalen Trajektorien eines Kurvenkomplexes nennen
wir auch kurz Stromilinien. Eine Stromlinie ist also definiert durch:
t=al (22)

Bezeichnet man den Radius der ersten Kriimmung einer Stromlinie

mit o,, so folgt aus den Serret-Frenet'schen Formeln

]2,'
—=aipty = a; ap. (23)
Gl i

Wegen (18) kann man fiir (23) auch schreiben:

i —any t = | U i 1, 2, 3 (24)
34 ) i (-'k C/
oder auch vektoriell
§= 5, (@XE). (25)

In Worten:

Satz II: Die rektifizievenden Ebenen der Stromungslinien eines
Einheitsvektorfeldes gehen in jedem Punkte duvch Novrmale wund
Wirbelachse.

Iir o, erhidlt man aus (24) wegen (19a) und (20)

s, Csiny=1. 4))
Der Binormalenvektor ist gegeben, wie eine einfache Rechnung

zeigt, durch:
b = 5, (a C cos1—@). (29)

§ 5. Die Haupttangentenkurven.

Eine Kurve eines Kurvenkomplexes, deren Schmiegungsebene
in jedem Kurvenpunkte mit der Tangentialebene des Komplexes in
diesem Punkte zusammenfillt, nennen wir Haupttangentenkurve.

Fir eine Haupttangentenkurve gilt also

bh=nqal 27
. . . L1 1 .
Bezeichnet man ihre Kriimmungen mit —— und —, SO ergibt
o a.
1 2

sich durch Anwendung der Serret-Frenet'schen Formeln:

B gt i1, 2,8, (28)

Da aber t auf § und §) senkrecht stehen mufi, so folgt aus

1 Im vorliegenden Paragraphen beziehen sich t. [, b auf die Stromlinien.
2 Im orliegenden Paragraphen beziehen sich t, ), b auf die Haupttangenten-
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a; t; = 0 (29)
aipr ti tk = 0.

Es gehen also durch jeden Punkt des Raumes (abgesehen von
jenen Punkten, flir welche die Tangentialebene den Kernkegel be-
riihrt) zwei Haupttangentenkurven, deren Richtungen durch die
Schnittgeraden von Tangentialebene und Kernkegel gegeben werden.!

Da aber [) = pXt ist, so kann man an Stelle von (28) schreiben,

|
=ay, t,; idsk=El: 1, 2, 3. (30)
3

Es seien nunmehr t& und t® die beiden Richtungen der Haupt-

L . 1 .
tangentenkurven in einem bestimmten Punkte und o und — die
28 ol

zugehorigen Torsionen. Aus (30) leitet man sofort die beiden Be-
ziehungen

;)
) (G G G4 = a, 1P 1 (31a)
s
T rA
5@ (%1 de g =a, o) (31b)
- If§2) If,(_,'") 1%2)

ab und gewinnt daraus durch Subtraktion

( I
t(ll) t;l) t(sl)

1
() 0 010
) T ey a, ay

= a,, (KD £9—£D £2), (32)

Es ist aber
0) 1 £}
ay QI 0) = =, (ay,—a,) () P—10 1) (33)

und daher
!Cl C:! C3
g (69 KO— 19 1) = | 1 4
LD 0 40

. (34)

i
1 Es sind also ausgeschlossen alle Punkte, fiir welche

|
I 2ay;  aygtay; agztagg ag

arotdsy 2030 daytaye ay
layg—+azy agg+dge 2az3  ay|

oA a2 a3 0!

=0.
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Multipliziert man (32), beziehungsweise (34) mit
{t(ll) l’le) tgl)
it(lz) 12 421,
la, a, a,

so erhidlt man bei Beachtung von (20) und (29) nach einfachen
Umformungen

1 - \
oD 7(;_)7 = — (cos, )

eine Formel, die fiir Kurvenkomplexe der Gattung 1 identisch mit

dem einen Teil des Satzes von Enneper ist.
Da
a sin o = tO X @2 (33)
und
I ON (O (OF O}
1)t J 1] 7]

(1) £(2) (2) 42 3 (36)
apg tk tl_ arg t]:) tg")

(@, 19 D). (a5 1) =

Die letzte Determinante ist aber, wie sich nach ldngeren
Rechnungen? ergibt, gleich

J Ay Ay
|21 G

‘“33 a3y
Qg Ay

Qo Gy
Q3o Qg

} sin? 2, (37)

so daf} sich durch Multiplikation von (31a) mit (31b) nach erfolgter
Kirzung durch sin®oa ergibt

1 1

7_!21) !7..(_,2) -

Qgq dyg!
3o Ay

|
A1 Gyo
o1 @yy

‘7'33 d3ll (IH)
ay3 aul,

was fir Kurvenkomplexe der Gattung 1 dem zweiten Teile des
Satzes von Enneper entspricht.®

1 Zum Satze von Enneper vgl. Bianchi L., Vorlesungen iiber Differcuiial-
weometrie, deutsch von Lukat, 2. Aufl, Leipzig 1910, p. 119f.; Blaschke W
Vorlesungen iiber Differentialgeometric, Bd. I, Berlin 1921, p. 76 f.

2 Es ist gesetzt cos o= t(1)|t(@.

3 Wegen )

< ) ,0) __ _
I.jt,)xj =0, h=1,2.

1 Bezeichnet man die zweizeiligen Unterdeterminanten der Matrix '{ aiy mit

-1 ;, und beachtet man (18), so gelangt man zu dem Ansatz

Via,=4, (a,

3

worin die Grifen 17; durch dic Bedingung Zi a? =1 bestimmt sind. Die Deter-
minahte in (37) ist daher wegen (35) gleich
V;a, a;a, sin®o = Via; sin? o = (g +-dya+-1gy) si (by

5 Vgl. Anmerkung 1.
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Wichtig erscheint auch die Beachtung der Tatsache, die sich
durch Verbindung der Formel (I) mit (II) ergibt:

11\ \
o+ ) =C2 (V)

§ 6. Konjugierte Richtungen.

Durch die begleitende Korrelation (§ 2) wird jeder Geraden
durch einen bestimmten Punkt eine Ebene zugeordnet. Sie schneidet
die Tangentialebene in diesem Punkte in der zu dieser Richtung
ronjugierten Richtung (Definition).!

Es sei t die gegebene Richtung, dann ist die konjugierte
Richtung gegeben durch:

K= ‘““ i i ikl 1,2, 8. (38)

Qe b Qi L

Man beweist dann sofort, dafl die Richtung einer Haupt-
tangentenkurve mit ihrer konjugierten Richtung zusammenfillt; |der
Beweis ldfit sich aus (38) bei Benlitzung von (27) und (28) direkt
ablesen].

Ebenso unmittelbar liest man aus (34), (22), (23) ab:

Satz lIl: Die zur Stromlinienvichtung konjugierte Richtung ist
durch die Binormale der Stromlinie in jedem Punkte gegeben.

§ 7. Die Kriimmungslinien.

Wir definieren nun die Kriimmungslinien eines Kurven-
komplexes als jene Kurven, deren Tangentenrichtung in jedem
Punkte der Kurve auf der ihr konjugierten Richtung senkrecht steht.?

Die Kriimmungslinien sind also gegeben durch:3

4 t, s
a, a, a |=0; (39a)
ajili arit; ag;l;!

a; t; = 0. (39b)

Abgesehen von gewissen auszuschlielenden Punkten, deren
Lage sich mittels bekannter Methoden der analytischen Geometrie
sofort angeben tdfit, gibt es im allgemeinen in jedem Punkte zwei
Richtungen, die den Tangenten der durch diesen Punkt gehenden
zwei Kriimmungslinien entsprechen.

1 Bianchi; a. O., p. 106 1.; Blaschke, O, p. 71f.

Vgl. Anmerkung 1.
3 1, ), b beziehen sich im vorliegenden Paragraphen auf die Krimmungsiinien.
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Aus Gleichung (39a) erschlieen wir
A f,’+{1¢(l,j+‘l air tk:O, Z:l, 2, 3. (40)

Daraus gewinnt man durch Multiplikation jeder Gleichung
mit a; und Addition aller drei Gleichungen: p. = 0. Multipliziert map
jede der drei Gleichungen mit # und addiert, so erhdlt man

A 1
— -, il lity = — iz (40a)
so daf} also ist:
t; .
_.7\:-:61;11,‘[, i=1, 2, 3. (41)

I .
Daher erhédlt man fiir " die Bedingung

1
A1t 7 e 3
1 —
oy gy + 7 G =0,
1
@31 O3q A3+

die man wegen (21) vereinfachen kann

J
\

Qgg Gog + ‘

|
O35 31|
Qg Gy |

Ay Ao

1 1 i
Pa1 G2 }+ik- (a11+a‘22+“33>+'k—2 =0. (42

3o A3y

Bezeichnet man im Anschlufl an die klassische Fldchentheorie
H=—(a,+a,,+a,,) (43)

als die mittlere Kriimmung und
|
Aoy oy

Q3o 33 !

Q33 gy

(44)
alS al 1

als das Kriimmungsmaf} des Kurvenkomplexes,! so erhdlt man fiir
die Wurzeln der Gleichung (42) die bekannte Beziehung

1 i 1 .
— 4+ — K v
3 + by < V)

= -—
ky ky

H=

was in Verbindung mit (IlI) die Beziehung
o) o) = I, I, VD)
ergibt. B -

1 Vgl. hierzu Pascal E., Repertorium der hoheren Mathemaltik, herausgegeden
von Timerding, II. Bd,, 2. H., 2. Aufl,, Leipzig 1922, p. 1074.
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Schreibt man die Beziehung (39a) in der Form
d
txaxZL =0,
ds

<o erkennt man, dafl die Krimmungslinien jene Kurven des Komplexes
sind, lings welcher die Normalen des Komplexes eine Torse be-

stimmen.t

Wir gehen nun daran, den Winkel zwischen zwei Kriimmungs-
linien, welche von demselben Punkte ausgehen, zu bestimmen; der
Winkel sei %, die Richtungen der Kriimmungslinien seien gegeben
durch t® und t®.

Es ist also jedenfalls

a sin % =t X t® (45)
und ferner wegen (39a)
1») OB O

a, a, a,

. —0,A=1,2 (46)
a1 a, 1) ay, Zf‘(i)‘)|

Multipliziert man jede dieser beiden Determinanten mit

!
’ a, a, g
| tgl) t‘(ZI) tgl)

|
ERRCEC)

\

b

s0 erhédlt man bei Beachtung von (40a) nach einigen Vereinfachungen

5 1
a;; £ tj(l) = ~ % cos % (47 a)

1
(1) $&) —
a; 0 £ ) — o cos (47D)

23

2

und durch Subtraktion und einer analogen Umformung wie in (33)
und (34)

{ C, Cy, G
— COS % (7— )= RS (48)

\ ey 2/ tgl) 2/«§)1) j2eY]

! ¥ by

und daher wegen (20)
1 1 >

wloo ) —  sin %. 49)
cOs % <761 i Ccos sin% (49)

—_—

t Blaschke, a. a. O., p. 61.
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Aus Gleichung (39a), érschlieien wir
M+pa+vapt,=0,1i=1,2,3. (40)

Daraus gewinnt man durch Multiplikation jeder Gleichung
mit @; und Addition aller drei Gleichungen: p. — 0. Multipliziert man
jede der drei Gleichungen mit #; und addiert, so erhidlt man

A 1
— a4l =— 7 (40a)
so dafl also ist:
t; .
_7?:4”1(,’ 1:], 2, 3. (—1-])

{2

Daher erhélt man flir ]1— die Bedingung

1
‘111""_]; 2P 3
1
Qyq oo+ W Aoy =0,
a3y Q3o gyt

k

die man wegen (21) vereinfachen kann

J
\

|
a’33 a31| 1_ _lv - "
+|a,13 an!}+ % (@yy+ gy +agq)+ e =0. (42)

oy Qo3
a

Ayy Qo
Aoy Qoo

-+

32 33

Bezeichnet man im Anschlufl an die klassische Flidchentheorie

H= — (a;;+ay,+ay,) (43)
als die mittlere Kritmmung und
],v__{"n a’l?'_l_ Qoo Qa3 A33 gy (44)
Doy Goy Qgo As3 Gs Dyq

als das Kriimmungsmaf des Kurvenkomplexes,! so erhdlt man fiir
die Wurzeln der Gleichung (42) die bekannte Beziehung
1 i 1 .
H=—+— K V)
ky

— 70
ky ky k,

was in Verbindung mit (IlI) die Beziehung
o o =k, k, (VD
ergibt. T ;

1 Vgl. hierzu Pascal E., Reperlorium der hoheren Mathemalik, herausgegeben
von Timerding, II. Bd, 2. H., 2. Aufl,, Leipzig 1922, p. 1074.
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Schreibt man die Beziehung (39a) in der Form
da
tX ﬂx-zs— = O,

so erkennt man, dafl die Kriimmungslinien jene Kurven des Komplexes
sind, lings welcher die Normalen des Komplexes eine Torse be-
stimmen.!

Wir gehen nun daran, den Winkel zwischen zwei Kriimmungs-
linien, welche von demselben Punkte ausgehen, zu bestimmen; der
Winkel sei %, die Richtungen der Kriimmungslinien seien gegeben
durch {® und t®.

Es ist also jedenfalls

a sin % = tM X @ (43)
und ferner wegen (39a)

O R R

al \=1, 2. (46)

t0> a, tO) a, t<’!

Multipliziert man jede dieser beiden Determinanten mit

ia a, a, \

K0 4D 40|,
¢<2) t(z) t(?)x

so erhélt man bei Beachtung von (40a) nach einigen Vereinfachungen

1
(2) #(1) — - .
a1 ) e ) = 2 cos % (47 a)
1
(1) #(8) —
a;; & ) tj o cos (47b)

2

und durch Subtraktion und einer analogen Umformung wie in (33)
und (34)

{ ) C, C, G
— COS % ( e 12 12 12 (48)
A R
und daher wegen (20)
cos % 1 ~1—> = Ccos 7 sin x. (49)
\ &, £y ’

1 Blaschke, a. a. O., p. 61.
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Man schliefit daraus den

Satz IV: Die Kriimmungslinien stehen nur im Falle dev Kurven-
komplexe der Gattung 1 aufeinander senkvecht.

Der Beweis des folgenden Satzes ist so einfach, daf auf seine
Durchfiihrung verzichtet werden kann.

Satz V: Haben :zwei Kurvenkomplexe eine Kriimmungslinie
Semeinsant, so schueiden sie sich unter konstantem Winkel entlang
dieser Kuvve,; schuneiden sich wingekehrt zwei Kurvenkompléxe ldngs
einer Kurve, welche eine Kriimmungslinie eines der beiden Komplexe
ist, unter konstantem Winkel, so ist diese Kurve: auch Kriimmungs-
linie des zweiten Komplexes.

Dabei heifit Schuittkurve zweier Komplexe a'V. und a'® jede
[ntegralkurve des simultanen Systems

abdy.,—=0 (50)
1 1
aifz) d ¥, = 0

und Schuittwinkel der durch

cos o = a\ al? (51)
definierte Winkel.

§ 8. Kriimmungslinien und Haupttangentenkurven.

Um aber gewisse tiefgehende Unterschiede, welche die Kriim-
mungslinien allgemeiner Kurvenkomplexe gegeniiber den Kriimmungs-
linien auf Fldchen besitzen, besser erkennen zu koénnen, wollen wir
die Kriimmungslinientangenten in ihrem Zusammenhang mit den
Haupttangentenkurven studieren.

Es sei also durch t die Tangente an eine Kriimmungslinie
gegeben, wihrend die Tangenten, beziehungsweise Hauptnormalen an
die beiden Haupttangentenkurven mit {0 (§®) und t® (§®) bezeichnet
seien. o sei der Winkel, den die Haupttangentenkurven miteinander
bilden. Die {ibrigen Groéfen werden in ihrer obigen Bedeutung ge-
braucht.

Man setze nunmehr

t= T, tO+ T, t&), (52)
substituiere in (41) unter Berticksichtigung von (28) und erhilt
| Lip My _
- (T, Y+ T, ) + \ Lo + 7, Fo) =0, :i=1,2,3 (53

Aus diesen drei Gleichungen erhdlt man durch Multiplikation
jeder einzelnen mit £V, beziehungsweise #» und Addition aller die
beiden Gleichungen:
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1 . in o

o (Ty+Ty cos o) + T, S%‘2‘)1:01 (54a)

1 sin o

— (T, cos atT,) —T, <5 =0. (54b)
‘2

Daraus gewinnt man in bekannter Weise

1 cotga [ 1 1 o .
=5 () ey =° 59)
und

T? 1 T3 ! T, T, L ! =0 56
1—U§S+ 2;'%2—)"‘ 1 44 COS O a—gl)“'l-@— . ( )

Aus (55) leitet man neuerlich (VI) und
H= ! ! VII
= @ — ;{)ﬁ cotg o. ( )

ab. (56) gibt einen Weg zur neuerlichen Bestimmung von = an.

Sind die beiden Losungen der Gleichung (56), die t als Ein-
heitsvektor bestimmen, (T®, T() und (T®, T{®), so gilt fiir sie

(6] @)
7y + I osa <1 +

oD
T T T T

oD\ TP TP
) TOT® — @

Da aber

o — (TP O+ TP ) | (TP 1O 4+ TP D) |
OB T+ T @)X (TP 1+ TP )]

und )
a sin o = tOX®),

so erhdlt man nach einer lingeren Rechnung

1 1 .
_a.ﬁ,l) -+ —ai,?) sin 2.

cotg » = 3 BT 7] (67)
_ 9, *
\/< o a.s;2>> COS™ & = o
1 Es ist

F YOI =05 F OO =4 F IO =0 —-

2 Beachte, da@

A\ B
tg L AB=———,
cots [UXB |
wenn | AXB | den Betrag von AXMB angibt.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. K1., Abt. IIa, 135. Bd. 37
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und

! + ! )sin o.
oD o®

1 1 >
FolEo)

Man liest aus der letzten Formel ab, dafl, abgesehen von o — 0,
die Kriimmungslinien im allgemeinen nur bei Kurvenkomplexen der
Gattung 1 zueinander senkrecht sind. Eine bemerkenswerte Formel
gewinnt man aus der Verbindung von (VIII) mit (VII) und (II):

(VIIT)

COS % —

H cos » = Ccosy coso. (IX)

§ 9. Die Hauptkurven.
Wir wenden uns nun der Untersuchung der Analoga zu dem
Meusnier'schen und zu dem Euler’schen Satze zu. Von der fiir jede

Komplexkurve fundamentalen Identitat a;# — O ausgehend, gelangt
man unter Verwendung der Serret-Frenet'schen Formeln zu

a; hi

=0. 58
‘. (58)

ajtit; +

Untersucht man nur Kurven derselben Tangentenrichtung, so
ist flr alle diese Kurven der Ausdruck a;;?; ¢ fiir einen festen Punkt
konstant, also auch der zweite Teil der Gleichung; wé&hlt man ins-
besondere die ebene Kurve, fiir welche a =1 ist,! und setzt ihren
Kriimmungsradius », so erkennt man, dafi der Meusnier’sche Satz
auch fiir Kurvenkomplexe der Gattung 2 gilt.

Die Frage nach dem Extremum von # beansprucht ein ge-
wisses Interesse.

Die Behandlung dieser Aufgabe erfolgt auf einem &hnlichen
Wege, wie wir ihn im vorhergehenden Paragraphen einschlugen.

Es sei t die Richtung, in der » ein Extremum wird, R dieses
Extremum; ferner mogen ), h), t®, @, o dieselbe Bedeutung wie
im vorhergehenden Paragraphen haben. Man setze

t= S, {0+ S, @, (59)
Es ist aber

_212_ +aijt; ijO (60)

und wenn man (59) beriicksichtigt, (29) beachtet,

1
S, S, (@, K9 19+ a, 19 49) = 0 61)

1 Diese Kurven kann man als Normalschnille bezeichnen.
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mit der Nebenbedingung
S24+ 82425, S, cosa=1. (62)

Den Klammerausdruck in (61) driickt man wegen (31a) und
(31b) in der Form aus:

\ in2
! 1 )sina=—H STy (63)
COS o,

m % ® #0) = (e —
(@, K9 19 + a, 19 K >)—(a$‘) o

so dafi man schliellich erhdlt

COS o.
st — S; S, (64)

Weil aber R ein Extremum sein soll, so hat man die Be-
dingungen
S, +A(S; + S, cosa)y =0 (65)

Sy + A (S, + S, cos o) = 0.

Daraus leitet man in bekannter Weise ab:

N — 2cos a
T RHsin%a
und in (65) eingesetzt
2 cos a
Sl -+ m (82 -+ Sl coSs OL) =0 (65&)
2 cos o.
SZ -+ Tm (Sl -+ 82 CcoSs Cl) =0.

Dies flihrt einerseits zu

1 H Higa

Rt R 4

=0 (66)

anderseits zu
Sf —S$2=0. (67)

Aus der letzten Formel erkennt man, dafi die beiden aus-
gezeichneten Richtungen
0 4 @
\/ 2 (1d=cos a)

aufeinander senkrecht, stehen; wir wollen diese Richtungen die Haupt-
vichtungen nennen.

(68

1 Wegen (VII).
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Aus (66) leitet man die Formeln

L Hlao L(L Ly
RER, - 48T Tr\® P (XD

Zum Schlusse definieren wir als Hauptkurven des Komplexes
jene Kurven, ldngs welcher die Kriimmungen der Normalschnitte
extreme Werte annehmen. Sie werden offenbar wegen (60) und der
Nebenbedingungen durch

ab.

aijti+ ajiti+Naj+pt;=0,=1,2,3, (69)
oder besser durch
a;t; =0 (70)
und
4 ly l
a, a, ay =0 (71)
it ayt; Gt gty Azt 4+ asi l;
definiert.

§ 10. Der Euler’sche Satz.

Legt man die Hauptkurvenrichtungen m® und m® der Be-
stimmung irgendeiner Richtung in der Tangentialebene etwa durch

t = M, m® + M, m® (72)

zugrunde, so kann man ein Analogon zum Euler'schen Satz be-
weisen. Es ist

1
R + a;;t: 4, =0
1
E— —+ d;‘jtg.)‘) t})‘) =0, r=1,2.
Man erkennt ferner, dafi sich (69) in der Form

2
(a,;+a)md)—(a,mda)a, + B mP =0, A =1,2;!
7=123;

annehmen 148t und gewinnt daraus die beiden Beziehungen

2
™ 932 — V) @) —
(ai]. +a, ) m m )+ R, D m) = 0,
(a,. + a.) m® m® 4+ 2 mD m® = 0
ij Jji T J Rz J J 7

1 Nicht summieren {iber .
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woraus man folgert, wenn R, &= R,,
(@, +a;) m® mj(?) =0, (73)
m](l) mj(.2> =0. (74)

Fihrt man nun (72) in (60) unter Berlicksichtigung dieser
Beziehungen ein, so folgt:

1 M2 M2 _
—_— 1 R2 , (70)

2

R~ R

1
wobei M, und M, der Bedingung geniigen:
M2+ M:=1, (76)

das ist aber der wesentliche Inhalt des Euler'schen Satzes.
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