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Erginzungen zur Kontinuititstheorie der
Rontgenstrahlenausbreitung in Krystallen

Von
Erwin Lohr
(Vorgelegt in der Sitzung am 2. Dezember 1926)

In ciner ausfiihrlichen Abhandlung?! (hier als I zitiert), auf die
beziiglich aller hier nicht behandelten Einzelheiten verwiesen sei,
habe ich die Theorie der RoOntgenstrahlausbreitung in Krystallen
vom Kontinuitidtstheoretischen Standpunkte entwickelt und gezeigt,
dafi schon unter weitgehenden vereinfachenden Annahmen die aus
der Theorie gezogenen Folgerungen den charakteristischen Er-
fahrungstatsachen dieses Gebietes entsprechen. Die folgenden Unter-
suchungen bezwecken, die Theorie etwas zu verallgemeinern und
die Deduktionen in einigen praktisch bedeutungsvoll gewordenen
Punkten zu erginzen.

1. Das Gleichungssystem.

Meine Theorie baut sich auf den Jaumann’schen Differential-
gesetzen auf und geht von dem Gedanken aus, daff sich als Folge
des anisotropen Zustandes eine rdumlich dreifach periodische Struktur
ausbildet. Diese Struktur habe ich? durch die skalare Funktion:
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gekennzeichnet, worin der Ortsvektor durch

| I e A VI o A\
gegeben und
To =Ty vy Py A+ Ty vy P + Tig vy v
B, = B n.n, = By, By, B, (29

ist. Die p; sind drei nicht koplanare Vektoren, die p} das zu diesen
reziprokale Svstem, die 7; ganze Zahlen einschliellich der Null:
g, ist ein konstanter Faktor, die v; sind reelle, die 53;; im allgemeinen

1 E. Lohr, »Kontinuititstheoric der Rontgenstrahlaushreitung in Krystallen«,
diese Berichte 1924, 733, p. 517 bis 572.
I, p 525 und 526.
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komplex geschriebene Materialkonstanten, die zu entgegengesetzt
gleichen Werten der ; gehirenden Bj; miissen konjugiert kom-
plex sein.

Fur die Art und Weise, wie sich die periodische Struktur in
den Differentialgesetzen geltend macht, sind nun beim gegenwirtigen
Stande der KNontinuitéiitstheorie verschiedene Ansitze maoglich. In
mciner ersten Arbeit habe ich einen tunlichst einfachen Ansatz
gewiihlt,! es scheint mir jedoch, daf die im folgenden prézisierten
Annahmen der Natur der Sache angemessener sind. Es wird voraus-
gesetzt, daff es zwei Gruppen von stofflichen Gleichungspaaren gibt,
W elche durch die Indizes % und 7 unterschieden werden sollen. Die
Materialkonstanten der einen Gruppe (Index =), der jedenfalls die
optischen Eigenfrequenzen zugehoren, sollen von der periodischen
Struktur vollig unberiihrt bleiben; die Differentialgesetze dieser
Gruppe sind durch die Grundgleichungen (III) und (IV) der ersten
Arbeit (p. 521) gegeben. Die Gleichungspaare der zweiten Gruppe,
~welche jedenfalls die Eigenfrequenzen des Rontgengebietes enthalten,
sollen bei Vernachlissigung der Absorption lauten:

a5 i v

B;I + i ki m—ug V) a; (35.0) [ =0, (1)
105 sy | 4+ BT (5.0 =0 7,
Sigy—li%i+ P m—n; ] A 577 (5. 6) T = 0. (I\"y

Die 3, 7 sind die dyadischen stofflichen Variablen der zweiten Gruppe,
die Rotore (Vektoren) dieser Dvaden sollen wieder durch sy, <y, ihre
(ersten) Skalare durch 55, t;s bezeichnet werden. ¢ bedeutet den elektri-.
schen m den magnetischen Vektor, 2, ist die im »homogenen« Krystall
riiumlich konstante dielektrische Dyade. Alle tibrigen Griéflen sind skalare
Materialkonstanten. Die Differentialgesetze (I[l’) (IV') unterscheiden
sich formal von jenen der ersten Gluppn. nur dadurch, dafi dort
die g,-, g7-Tetraden sind, wihrend wir die g, ¢} als skalare Grofien
ansehen wollen. Der wesentliche Unterschied der beiden Gruppen
liegt in der Annahme, daf3 die Materialkonstanten g, &, 17, Ry, Iy ayy b
simtlich einer periodischen Raumfunktion 3; der Form (1) pro-
portional sind, wiihrend die entsprechenden Mlaterialkonstanten der
ers{en Gluppe im »homogenen« Krystall rdumlich konstant bleiben.
Die elektromagnetischen (‘lcnchungen entsprechen den Gleichungen
(I) und (II) der ersten Arbeit (p. 520) und lauten ausflihrlich ge-
schrieben:

Bc -
Bf 2, -\/)Z("/ ,,\+br,\)+Z(a,J,\+b .,\)’_c(,"7 Am (D)
am . 1 > y ,

ot — — >< e— ; (l\/ St L, vu) - (kl Sir+1i 'Il) (”)

0 #

1L p. vgl. aber auch die Variante auf p. 564.
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worin ¢, die Vakuumlichtgeschwindigkeit bedeutet, fiir den gesamten
Klammerausdruck [ ] auf der rechten Seite von (II) werden wir
wieder & schreiben, dieser Vektor tritt hier sowohl im Energiefluf
wie in den Grenzbedingungen an die Steile von ¢.! Wir verzichten
wieder auf die Behandlung der Longitudinalstrahicen. setzen also
7.(z5.¢) und sdmtliche 3.4 . i %is gleich Null voraus und
integrieren das Gleichungssystem durch:

/ \
¢ = ée—lpt — (60 -+ Z e}‘ell’l)‘.l‘) el ux—pn 3,
/. /

worin p die Kreisfrequenz bedeutet und durch analoge Ansitze fiir
W, Sy Tur, i T Beziiglich der Durchfiihrung der Rechnungen sei
auf I (besonders p. 521 bis 526) verwiesen, analog wie dort
erhiilt man:

. A D 2?2 ]1, +[ A
—1pso.8:c‘0{l+1—23 <l)+/~§s > _" N ~‘\"J.T//<m h
- o o /17(‘5'1(31‘ r
—iph=—¢, 7 X

Gemif (8), I, (), 1, (12), I lautet die Dyade @ jetzt:

A +EA, . BAA+EA, .

L5 7 R | 2h
P- .‘1-,,1 A'A,-‘r‘/- r° A"-’: ‘-J'/-:— T

/('5 A ,,+[f -A'/.;-, €.

p’_’ ‘4'43 ‘4{‘:1_1 %

b=

— Z

die skalaren Grofien 4., AL, usw. sind wieder durch die Material-
tetraden 7 bestimmt. FEtwas abweichend von (20)[ wollen ir
fordern:
lim
j,? il o)

(p?e, <[>) ;’, (1+v)—[‘ (6)

doch soll die durch die Konstante v gegebene positive oder negative
Abweichung klein gegen Eins sein. Weiterhin nehmen wir an, dafi-
fiir Roéntgenfrequenzen nicht (6), sondern nur

o, L
e, <I>—¢(,‘e (1+U+l—lj)-—l‘ (6"
.

zutritft, worin auch w rdumlich konstant und — klem gegen FEins
P

ist. Man sieht leicht ein, daBl sich die Forderungen (6), beziehungs-
weise (6') durch geeignete Konstantenrelationen stets erfiillen lassen.

w
—

Vel L p. D
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Da die Konstanten der i-Gruppe sidmtlich mit 3; proportional sein
sollen, konnen wir

o— B.g . oh— .ol sw n
g = 3ifoir &= ﬁ;gm usw., (/)

setzen, worin die gy, g},,- usw. dann rdumlich Kkonstante Grofien
bedeuten und erhalten so in unmittelbar verstiindlicher Schreibweise:

912 S T2y 9 12 ol 2N
1)17' k; §i+]i,§’i_ 5 (?]J koigni—l“lolg()/) —@ P (S)
A T el L I W - S 2 ) — Pidi X
C(", PEEiLi—Ti NGy P80 Soi — Toi

Gehen wir mit (6/) und (8) in die erste der Gleichungen (4), so
lautet sie:

’ \

. A nw N .

—ipe =z (l4v+ S+ DEE) TXH ()
\ Va 7 .

Nun sind die P; ridumlich konstante Funktionen der Frequenz und
werden auch von dieser merklich unabhingig, falls p® einiger-
2
Toi . N . .
" ist. Der Fall, daf dic Frequenz gegen eine
On: .
Soi &oi
der Eigenfrequenzen konvergiert, wo dann die Absorption nicht mehr
vernachlissigt werden diirfte, soll hier ausgeschlossen werden.

Wir schreiben:

maflen groff gegen

w
1+v+~p~2+ g Pi= 1+ (10)

T
und koénnen dann

¥ =8 ), Blet, (11
K3

setzen, worin die §, wieder durch (2) definiert sind, die B’ sich aus
den Beitriigen der einzelnen Gleichungspaare additiv zusammen-
setzen und im allgemeinen noch Funktionen der Frequenz sind.
81 By soll dem rdumlich konstanten Anteil von @’ entsprechen. Der

reelle Faktor 2 werde so bestimmt, dafi der Betrag von ZBiefﬁ,'”
kA

in jedem Raumpunkte f{iir den in Frage kommenden Frequenzbereich
unter der Einheit bleibe, und wir setzen voraus, daf sich p| selbst
klein gegen Eins ergebe.

SchlieBlich definieren wir:?!

1 Was speziell die Ndherung = —3' betrifft, sicht man, ctwa mittels der
Bessel'schen Ungleichung fiir die Quadratensumme der Fouricr-Koeffizienten, leicht
ein, daff auch dic Summe der vernachlidssigten Beitrdge zu den cinzelnen
Fourier-Koeffizienten f hochstens von der Groflenordnung 42 ist. Demnach
ist diese Niherung fiir Fourier-Koeffizienten der Grofienordnung P'y jedenfalls
zulidssig. Einc schiirfere Abschitzung wire derzeit wohl zwecklos.
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1 . .
L b= g =1—F+@ =@+ =1-¥ (12)

‘J
und erhalten aus (9) nach Kiirzung mit der kompletten Dyade
A
—ip(1+BL=¢, Xi
Elimination von 11 aus dieser und der zweiten Gleichung (4) ergibt:

A

(1 +p=Jvxvxd (13)

das ist aber genau die allen weiteren Deduktionen zugrunde liegende
Gleichung (31) der Arbeit I

Der Vorteil, welchen wir durch die neue Formulierung erreicht
haben,! besteht lediglich darin, daB wir jetzt jedem der stofflichen
Gleichungspaare s, t; eine besondere, ihm eigentiimliche periodische
Struktur §; zuordnen kdnnen. Da verschiedenen chemischen Elementen
verschiedene stoffliche Gleichungspaare entsprechen werden, schien
mir eine solche Verallgemeinerung theoretisch geboten. Praktisch
ergibt sich hierdurch auch fiir die Frequenzabhingigkeit der ein-
zelnen Fourier-Koeffizienten in § eine weitgehende Anpassungs-
maoglichkeit. Betont sei jedoch, da die Forderung (6) und die durch
sie bewirkte Frequenzabhiingigkeit des rdumlich konstanten Gliedes
%1 B, auch im Rahmen des urspriinglichen Ansatzes zuliissig wiire.

2. Abweichung vom Bragg’schen Reflexionsgesetz.

Gleich am Anfange der speziellen Dedukiionen habe ich in
der ersten Arbeit (p. 533) das auch dort auftretende rédumlich kon-
stante Glied 3, B, zur Vereinfachung der Rechnungen durch eine
Ad-hoc-Annahme eliminiert, da es mir wesentlich darauf ankam,
die Wirkungen der periodischen Struktur moglichst durchsichtig
herauszuarbeiten. Die Folge dieser Vereinfachung war die exakte
Gliltigkeit des Bragg'schen Gesetzes, wihrend die Beobachtungen
eine kleine Abweichung deutlich erkennen lassen. Es soll im folgen-
den gezeigt werden, dafl fir diese Abweichung tatsichlich nur das
rdumlich konstante Glied verantwortlich ist. Wir behalten die Be-
zeichnungen der ersten Arbeit bei und gehen von den Gleichungen
(63 1) aus:

o c
I+ B B& + 3 By :pf_f (a5 L1045 90) - &

> ch 9 .
(I +8 BYY + 8,8, & :],f_f“lil—‘h 500)- Yy (14)

L Denselben Vorteil bictet natiirlich dic Variante der ersten Arbeit (p. 564),
es sollte aber hier gezeigt werden, dafi auch cine den urspriinglichen Jaumann’schen
Differentialgesetzen angepafite Formulierung zum Ziele fiihrt.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. K1., Abt. 1la, 133. Bd. 49
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Sie folgen aus (13) und den Ansiitzen (3) unter der Voraussetzung,
dafl auBiler der Hauptwelle mit der Amp]itude < mu eine \eben-
welle vergleichbarer Amplitude ¥, existiert. £, und ¥, sind im all-
gemeinen komplexe Vektoren. Wie in [ (Gleichungen (55), (71)his (73))
setzen wir:

Jo =0 + ®a (154
0 =g + T, =+ 7q; + 0a (15b)
2q,.f;, +\=mn (15¢)
P (27 5
2_q‘_<)‘) (15d)

) bedeutet die Wellenldnge in Luft (genauer im Vakuum),
o bestimmt sich aus (14), a ist ein Einheitsvektor in Richtung des
in den Krystall hineinweisenden Einfallslotes, die Richtungen der
Vektoren q., q,, 0, entsprechen den Fortpflanzungsrichtungen der
Einfallenden-, der Haupt- und der Nebenwelle. @, ist durch (2)
gegeben und entspricht irgend einem bestimmten Wertetripel /1,
Iy, g5 bedeutet d® den Dbetreffenden »Nelzebenenabstand«, so gilt
nach (172) I:

T dY=2= (16)
Schreiben wir noch:
8 By=0C, 3 B_y=e "B, 3, B, = e'v B, a7y

folgt aus (14) durch Elimination von ¥¢; (oder analog von ¥)):

\

’(1 +C-——2 ‘h) E ql, a0, }

il

qo ]7"’ Gos qo»
—B I} Q=0 (18

Gleichung (18) kaann nur erfiillt werden, wenn die in geschweiften
Klammern stehende Dyade mindestens planar ist. Als Bedingung
dafiir findet man, dafi entweder:

(1+C qu)(l—l—(~-1;~_ ';’)—B“:O (19 a)
oder

L/ cz N/ c2 N : o2
M c—"0452) (1 DO g2 ;2} ’ (2 — ;zl 2 (20}
+o—ag) (14c F R N R A

’ 2

q0><q1) 0 (19D
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sein mufl. Im ersten IFalle steht sowohl &) als ¥, auf der Ebene
0y 0, senkrecht, im zweiten IFalle liegen ¥ und ¥, in der Ebene
0y, 0, derart, dafi zwar nicht exakt aber in erster Ndherung
) 2 ¢
Yo Lo X Loy (20)

zutrifft. Wie in (73),1 wiihlen wir die Léngencinheit so, daff fir die
betrachtete Wellenliinge:

" Ly (21)
VT

wird. Von dieser Voraussetzung kénnen wir uns nachtriglich, wie
man leicht Uberblickt, wieder befreien, indem wir in den Schiufi-
formeln

e , p? ,
B durch ©', B und (" durch *-; C (22)
ey (2
crsetzen.

Wie in der ersten Arbeit erdrtert wurde, sind o, n, B klein
geeen Eins und von derselben Grofienordnung soll auch C sein.
Geht man mit den Anséitzen (15) und (21) in die Gleichungen (19 a)
und (19 b), bezeichnet den Winkel zwischen g, und g, wieder mit g,
so erhiillt man jetzt in erster Ndherung statt (78), I und (78 a), |

1 < n—C C)
) — ( —_— +

4 \(q.+7,).a  Qe-
1 H u——( C 4 B2 e
b + 42 (23a)
4 \/ \(qe41,) -0 q(.a," - Ge. @ (q.4+1;)
) — — 1_ __{J'_-_—(‘ _q_)_|_
T ANQe+g).a gead T

L wC + C \"—’+ 4(Bcos&?
4\ (@470 qeeal T Qea(ge4m,) a

(23 h)

Mit diesen Werten flir o und Beniitzung von (20) erhiilt man aus
den Gleichungen (14) in erster Niherung:

1/ q..a n-—C ("
Vo=, el = ‘ ' =+
R S \eta).a B Tl
1 / 0. n—C (N2 '
w0 e u—C O o0 l (24 0)
2 V \(ge+7,) B B) (T 0 '
ot Je. n—C O
= ¢ el?’-—-w o N it )=
e 2 \(qg+ﬁl) o Beost T i3 cos

1

4 n—C C 7\"-’ N ge-a | o b)
2 \/ (q.+q,) a B cos g+l'f cos :) + (q,+qﬁ.a‘ (21b)
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worin wieder:
[ C ) Y- 'O ) =
U=V Y=Yy (25)

ist. Man bcachte nun, dafi die Formeln (24a) und (24b) in dic
Formeln (80) und (80a) der ersten Arbeit tibergchen, wenn
man dort w durch

p=p—-C+C (‘L_'tﬂl_)_ﬂ
Qe. 0

(26)
ersetzt. Dasselbe gilt dann natiitlich fir die \Werte &y, &, &, #,.
wenn man \wie in (11()) I die beiden durch (24a) und die buden
durch (24b) gegebenen Relalionen zwischen Haupt- und Neben-
wellenamplituden in der IForm schreibt:!

/ / .

L=k &y, Y=k, ¥, 27 a)
! Y -

i = ky Yo, ¥y =k, ¥y (27 h)

Bezeichnen wir \weiters die den beiden Vorzeichen in (23 a)
cntsprechenden Werte durch o, und o,, in (23b) durch o, und o,
die Dicke der Krystallplatte durch d, so wird auch

I 2
\ 4 Ig' o 1)g .
‘ — [ — l)' 20 d
—7 \/ \g1) o/ TGy e

‘”1 0,

(03—(o*d_1 /(' o )’-’ + (B cos §)? g (281
2 \/ \(qe~410,) -0 + 0e-a (qe=47,) - =

1 Auch im Falle senkrechter Inzidenz (q¢ a=1) und sn-symmelrischer
Nebenwellen (s. I, p. 540 bis 543, ferner p. 553) ergibt sich analog wie oben:

1/ uw—C /

0= —---| ———

p—(, )2 41 B2cos?
Cl4- - 2
(Ge .—(]v.).(l

mit
\

2qe. Qut-Gui=p4 B <u cos? 5 1 )

/

und als Relation zwischen Haupt- und Nebenwellenamplituden

0z Q=
& o < 1+-C—FB )

worin sich % aus (105), I bestimmt, wenn dort wieder p. durch p.' ersetzl wird. Die
Richtung der aus dem Krystall austretenden Nebenwelle fiir p' =0 wird jetzt in
erster Niherung durch:

1 B (1 cos? _— 42 sin? S
2a

e+ —
’ (QL —“+0x).a

gegeben sein. (Abweichung im Lauefall, vgl. I, p. 533).
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mit den IFormeln (127), [ identisch, wenn man dort wieder n mit o/
verwechselt.

Da es nun bei der Losung des Randproblems (Berechnung
der Intensititen) in erster Niherung sowohl im Laucfall, als im
Braggfall lediglich auf die Werte von &, &, &, &, 9, ¥ ankommt,
bleiben alle weiteren Rechnungen und Ergebnisse der ersten Arbeit
richtig, wenn wir nur in den entsprechenden Formeln iberall
durch n/ ersetzen. Hingegen bleibt p. natiirlich in allen jenen Formeln
stehen, bei denen es sich um direkte Amvendungen der Definitions-
gleichung  (15¢) handelt (also in den Relationen (113), I, (123),],
(133), T bis (140), I, (143), I, (162), I, (164), I, (169), L.

Uns interessiert hicr besonders das Randproblem im Bragg-
fall (rickliutige Nebenwelle):

(qe + ) a<<O.

Es ergeben sich dann nach (23 @), (23 b) und (26) je zwei zusammen
gehorige Werte von o, also o, und w,, heziehungsweise o, und o,
solange konjugiert komplex als

n!'? Qe

— ) 1 (290 ¢
4 B? (q.+7,) «a 20 a)

bezichungsweise
u!2 qe- 0

_— ¥ 20 Iy
4 (B cos&)? (g.+7,).a =1 (29b)
ist. Komplexe o-\Werte bedingen, wie in I (p. 557 bis 501) gezeigt
wurde, bei hinreichender Dicke des Krystalls Totalreflexion. Jeden-
falls liegt das Intensititsmaximum des reflektierten Strahles bei
v/ =0 und seine Intensitiitsverteilung ist in erster Niherung sym-
metrisch  beziiglich der Nullstelle von 1/: dieser Nullstelle (und
nicht u=0) wird also dic experimentell feststellbare Richtung des
reflektierten Strahles entsprechen.
Bezeichnen wir den Winkel zwischen g, und —g, wicder durch %
(Einfallswinkel beziiglich der »Netzebene«) und setzen:

00° =1

(Glanzwinkel beziiglich der »Netzebene«), so folgt aus (15¢), (15d)
und (16):

(42 (30)

2dWsin = A ( 1—un -,—)

. 2

Fiir p=0 geht (30) in das Bragg'sche Reflexionsgesetz {iber; hin-

gegen erhalten wir fir p/ = 0 nach (26), indem wir uns noch durch
(22) von der individuellen Mafieinheit befreien:
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(31)

1»-—(‘(1__ (9e+0y) - | /)‘.’ (Zuffl

- > -
qe-0 /ey \2w/ .

oder auch, da das zweite Glied in der eckigen Klammer klein gegen
Eins ist, genédhert:

N ‘ 7 . l‘+_. ) 1\‘ 52 d(])\ 27 .
zmﬂ1+ch “ m)vjo@ ) |5

) \ (P c3\2x
Bedeuten n,, beziehungsweise np Einheitsvektoren in Richtung der

cinfallenden, bezichungsweise der reflekticrten Welle, so kann man
in (31, wegen der Kleinheit des IFaktors C genihert:

(31)

f9.4+1;). 0 _ e (32)
0.0 Ne. 0
setzen, denn es ist ja nach (162), I bis auf kleine Grofien:
2w :
Qe = qe =, T (33)

liiegen spezicll die reflekticrenden Netzebenen der Krystalloberflidche
parallel (symmetrische Reflexion), so wird:

—p. 0= ..0

72 )
2m01+9(P(‘)]gnn:z (317

Ein Vergleich dieser Formel milt der von Axel Larsson!
am Glimmer experimentell gepriiften (1. ¢. 5b) zeigt volle Uber-
cinstimmung, wenn p*C einen merklich konstanten negativen
Wert hat.

Bezcichnen wir die rdumlich konstanten Anteile der §; durch
Bioy 5O wird nach (10), (11), (12) und (17):

@
PROC=p25 Bya2 — p2 B Bl = — [w4-p? (v + }_, Bio Pi)]. (34
!

Die Versuchsergebnisse verlangen also lediglich, dafi fiir Glimmer
im untersuchten I‘requenzbereich merklich:

N1 : .
v 2 b =0 (34
1 Axel Larsson, Zeitschr. f. Phy 35, 401, 1926; entsprechende Messungen

Gips hat E. Hjalmar, Ann. d. Phys., 79, 550, 1926, durchgefiihrt.
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gelte, eine ohne weiteres erfiillbare Bedingung.! Ein von Null ver-
schiedener Wert von (' bedingt natiirlich cinen von Kins ver-
schiedenen Brechungscxponenten fiir Rontgensirahlen auch
dann, wenn Kkeine Nebenwelle vergleichbarer Intensitit existiert.
Ist £ merklich gleich Null, so folgt aus der ersten Gleichung (14)
sofort:

2
1§, By=1+C=c3 (;‘_70) = (35)
worin 2 den Brechungsindex bedeutet. Dieses lirgebnis entspricht
wieder vollkommen den Uberlegungen von Darwin, Ewald, Steng
strom.?2 Wie bei diesen Forschern folgt aus (34) ein Brechungs-
index kleiner als Eins, demgemifi mufi flir Rontgenstrahlen Dbei
hinreichend kleinen Glanzwinkeln gewOhnliche Totalreflexion auf-
treten, eine Folgerung, die durch neuere Versuche bestitigt wird.?

Es seien nun die reflektierenden »Netzebenen« unter einem
Winkel © gegen die Krystalloberfliche geneigt (Winkel zwischen
— 1, und a), wobei wir uns, der Einfachheit wegen, auf den Fall
beschriinken wollen, daf §, in der Einfallsebene liegt. Den Glanz-
winkel des einfallenden Strahles gegen die Krystalloberfliche be-
zeichnen wir mit , so daf}

.0 =sind

wird und jenen Winkel, welcher bei gegebener Wellenlinge ) dem
Bragg'schen Gesetze entsprechen wiirde mit 71, setzen somit:

2dWsin 1, = (36)
Bis auf kleine Grofien wird dann

np oo sin(2hy—%)

=T (37)
Ne.q sin
Rechnet man die .f./:‘., erhiilt man aus den Larsson’schen Werten
n ..
C=—=7228"1 106
1)’.‘

G. 1. Darwin, Phil. Mag. (6), 27, 315, 1914; L., Fwald, Ann. d. Phys.,
F4,519, 1918; W Stenstrom, Diss. Lund 1919.

A. H. Compton, Phil. Mag., 45, 1125, 1923; M. Siegbahn, Fysisk
Tidsskr,, 21, 170, 1923; H. E. Strauf}, Nature, 774, 88, 1924; L. R. Laird, Phys.
Rev. 2), 27, 510, 1926; \V Linnik und W Laschkarcw, Zeitschr. f. Phys., 38,
659, 1926. Es scien hier auch dic schr interessanten Messungen crwiihnt, welche
kiirzlich W. Ehrenberg und Il Mark, Zeitschr. f. Phys., 38, 129, 19206, zum
Nachweise des anomalen Verhaltens des Brechungsexponenten {iiir Rontgenstrahlen
der Zinkblende in der Nihe der Absorptionskante des Zinks durchgetiihrt haben.
Dic Deutung ihrer Ergebnisse, welche mit dem der Ewald’schen Theorie zugrunde-
licgenden Dispersionsgesetz nicht iibercinstimmen, wire im Rahmen unserer all-
gemeinen Ansitze bei Beriicksichtigung  der Absorption zwar formal leicht durch-
fithrbar, eine wirklich befricdigende Behandlung dieser Verhiltnisse wiirde jedoch
eine vollstindig durchgefiihrte Kontinuitiitstheorie  der Fmission und Absorption im
Rontgengebiet erfordern.
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Es sei schlieilich die Winkelabweichung A%, also:
= o + A1 (38)
und genihert, da Aq eine kleine Grofie ist:
sin 1 = sin 1, + A7 cos 1. (38

Aus (31) ergibt sich nun mit Benlitzung der Relationen (32), (36),
(37), (38') leicht:

2

A= — -~ (cotd + tann,) (39)

l\D

in voller Ubereinstimmung mit der von P.P. Ewald aufgestellten
und an den Versuchsergebnissen von Bergen Davis und v. Nar-
droff gepriiften Formel.!

3. Intensitédtsfragen.

In der ersten Arbeit habe ich den Energieflufl berechnet, welcher
bei gleichzeitiger Veriinderung der \Wellenlinge und der Einfalls-
nchtung in einer ganz bestimmten Rlchtung aus der Krystall-
platte austritt, beziehungsweise von ihr reflektiert wird. Tatsichlich
werden natlirlich auf eine bestimmte Stelle des photographischen
Filmes Strahlen verschiedener Austritts-, beziehungsweise Reflexions-
richtung einwirken. Dieser Umstand soll im folgenden berticksichtigt
werden, wobei wir jedoch zur Vereinfachung voraussetzen, daf i,
in der Emfﬂllsebene liegt und uns auf das ebene Problem alle
Ebenen parallel zur E,mf'tll%ebene gleichwertig) beschridnken wollen.

Wie in T (p. 544) sollen €, L’ 1, g, beziehungsweise L", [ \‘p
die senkrecht zur Einfallsebene, bezichungsweise in ihr liegenden
Komponenten der einfallenden, der (I.aue’'schen) austretenden, der
(Bragg'schen) reflektierten Welle bedeuten. ¥, nehmen wir wieder
reell an und setzen die Intensitit der einfallenden Welle fiir einen
Wellenldngenbereich 4 ) und einen Glanzwinkelbereich % mit

Q24 dhd (40)
proportional. IR UNES benehungswelse Q412 'L’M- bestimmen

sich aus &, beziehungsweise ¢2 genau so wie in I, wenn man
tiberall p. durch p/ ersetzt. Es genligt daher wohl, wenn wir die
Formeln fiir den praktisch wichtigeren Braggfall nochmals an-
schreiben. Es ist fiir das (Gebiet komplexer w-Werte:

.y L
smh-(‘) \/1-_,1»:/

o Q0 02 (41).

Qe+ ginpe < \/1— a2 ) + 1z

1 P. P. Ewald, Zcitschr. f. Phy~ 30, 1, 1924 (Formel 13); siche dort auch.
weitere Literaturangaben!
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fiir das Gebiet reeller w-Werte:

., (D _
sin® | %\ /22— 1>
1. '9 qf'a ad Q2 ;
;JR}' = — ("_,_’_—T& ] ‘D - e, (42
Je+0q1)- 0 gip2 (\E \/x2_1> + 12—
worin wie in I (p. 539, Formel 177)
Bd 43
\/— - a (@41, a
jedoch jetzt
qg- a AN
== 44
2 B\/_(qg_{_q1 (44)

zu setzen ist (d Dicke der Krystallplatte). In den sonst gleich-
lautenden Relationen fiir |2z |2 steht lediglich B [cos &} an Stelle von B.
Den von #? abhingenden (zweiten) Faktor in (41) werden wir zur
Abkilirzung mit F (¢2), jenen in (42) mit f (+*) bezeichnen.

Wir wollen drei idealisierte Sonderfille untersuchen.

I. Die einfallende Welle umfait nur einen &duflerst kleinen
Wellenldngenbereich A), ist also praktisch monochromatisch,
hingegen stehen alle Einfallswinkel, bcziehungswei% Glanzwinkel
von ¢, bis b,, soweit ihnen {berhaupt noch ein merklicher Beitrag
Zur Intensﬁat entspricht, zur Verfligung. Dann wird der gesamte
dem Wellenlidngenbereiche AL entsprechende reflektierte Energiefluls
nach (40) mit:

[0}
=
I

-@i?%lﬂAde¢qgnw+4§M% (45)
Oe- 0 . :

proportional sein, worin durch den ersten Faktor die Querschnitts-
dnderung des .Strahlenbiindels bei unsymmetrischer Reflexion (in
l\onsequentel NxhemnO) berlicksichtigt wurde.

Nun erhalten wir aus (30) fiir konstantes . mit Bentitzung
von (36) innerhalb unserer Nédherung:

L/Ti — s []:}‘ (‘4’6?'
o

Ferner, da
Y= (47
ist

db =dr (47"
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und aus (20) bei konsequenter Vernachldssigung Kkleiner Grofien:
JR— /
dp ="dv (48)

Betont  sei, daf streifender Eintritt oder Austritt ausgeschlossen
werden muB, da in diesem Falle unsere Ndherungen nicht mehr
statthaft sind. Wir merken noch an, dafi im Integranden in erster

Niaherung sowohl D als auch /_i_u_ als konstante Grofien
V=G@+1)-a
angesehen werden konnen. Nach (32), (37), (47) haben wir dann:

/Mﬂ — fsin (1, + ) (49)
e- 0 ! sin (G, — %)

Aus (41), (42), (44), (46), (47), (48), (49) erhalten wir mit Beriick-
sichtigung von (29 a):
, _ 2
(00 5y fd" r,2 =
Je-Q N

+1 ay —A

fsin (1y +9) 0 B2 22 Udu«(x)+ d\f(t’g)+}dtf(t) (50)
L 1

\ Sll’l (I]O___rr) “l‘ u.‘ Sln ’) f]

-—1 1

Dic drei in den eckigen Klammern stehenden Integrale sind (es
ergibt sich jetzt », und —=x, positiv) genau die in I (p. 560 u. f))
hehandelten ; unter analogen Voraussetzungen wie dort, konnen wirihre
Summe genihert als konstant ansehen und gleich S setzen! Das
Integral {iber 'Ux'2 ist genau so zu bilden, es tritt dann in (50)
B cosélan die Stelle von B.

Multiplizieren wir, um uns von der individuellen Mafleinheit

9

zu befreien, gemiifl (22) wieder mltjw so wird:
0
”? B)" .
r =8 B1)
ct4w

und wir erhalten fiir unpolarisiert einfallendes Rontgenlicht, wenn
wir im Zeitmittel:

G=t= o
setzen: 2
Q2
R :Tf lbln(q“—l—w)A,Bgl-l-lCOSA (52)
2V sin (4, —¢) sin 24

1 Es ist lim S == vergleiche I. Waller, Ann. d. Phys. 79, 266, 1026,
D= o0
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Ehe wir dieses Ergebnis diskutieren, sollen zunédchst die beiden
anderen Sonderfélle, bei denen wir uns wohl kiirzer fassen dirfen,
erledigt werden.

II. Die einfailende Welle ist auf einen &duflerst schmalen
Winkelbereich A% beschriinkt, hingegen stehen alle Wellenldngen 7,
bis 7, soweit ihnen ein melkllchel Beltlzy0 zur Intensitéit entspncht,
zur Verfligung. Analog zu (435) erhalten wir aus (40)

2

/ (q"+ql) 'aA dn ( Up [ >+ "JR %) (33)

qe- @

[

o

und es folgt aus (30) mit Beniitzung von (48) fiir konstantes  also
konstantes 7, gendhert:

DN

N I8 -
di=_. -, dv (34)
16 %2 sin?7q, S

worin A% wieder als konstante Grofie angesehen werden darf. Die
entsprechende Wiederholung der obigen Uberlegungen fiihrt zu dem
Ergebnis:

|
o~ l 2 js]l](-qo )A'/\I)SI—FWCO), (_,_,A
SR = CIAVE p) I0)
Z \' sin (7‘0 LP) sin? fm

HI. Statt der einfallenden soll schliefilich die reflektierte Wellc
auf einen duflerst schmalen Winkelbereich Adp (vr Glanzwinkel
der reflektierten Welle in bezug auf die Krystalloberfliche) heschrankt
scin. Wir setzen noch:

Y =1+ 7, (56

Avorin dann 7/ den Glanzwinkel der reflektierten Welle beziiglich
-der Netzebene« bedcutet. Die flir diesen Fall in der ersten Arbeil
Ap. 549, 550) abgeleilete [Formel lautet in unserer jetzigen Schreibweise

/; % sin (1, —1%)
oh= -
1672 sin? 7, sin (1, + o)

du, (>7)

Der Faktor, um den sich (57) von (54) unterscheidet, fdllt aber in
dem Ansatze (40) wieder heraus. Es gilt ja:

v (OR 9 B
Q2+ dnddy =2+ Y| ) <@ :’ Fduddy (08)
)y \8 G/
) N CLA R
B lSt durch (57) gegeben, den Wert flir ( = . erhiiil
l

.0 J[»’/ \0 Q/
.mcm, wenn man unter Beibehaltung Kkleiner Grofien erster Ordnung
statt (33):
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. 1 u, a 2z . <9
e+ — 57— v -0— L R (09}
el Ty (9e+1,).a o

. . .. . . .) I .
setzt, mit §, skalar multipliziert, wobei sich ng.q, = pe) sin q ergibt

und p. mittels (15c¢) eliminiert. Es folgt dann, innerhalb unserer
Nédherung nattirlich:

9 sin (1
( ’]) __sin (g, +) (G0
b/h " sin (1, — )
Man erhdlt demgeméfl lbereinstimmend mit (35):
------- ) leos &
Ry :lg-’ /’5‘“(%""?)_3.' rBST Ticoss (61
2 \ sin (1 — ) 2 sin® g,

Die Verhiilltnisse bei den {liblichen Verfahren der Rintgenspektros-
skopie werden durch unsere 1. Idcalisicrung, welche zu Formel (52)
flihrt, approximiert. Handelt es sich speziell um eine bezlglich der

Krystalloberfliche symmetrische Reflexion (e = 0), so wird geniihert:
cos & =cos 27, (02
also
I+ cosé’ ‘CO“I() fir 24, <<90° 03
o O
sin 21, ltan, fiir 24, = 90°
Die Formel
~ & .
SrR= 5 (A%) B S cot, (527

fiir 21, << 90° entspricht im wesentlichen der von P. P Ewald!
unter analogen Voraussetzungen aus seiner Theorie abgeleiteten,
welche er mit den von Sir W. H. Bragg? an kleinen Diamant-
krystallen durchgefithrten Intensititsmessungen in guter Uberein-
stimmung fand.

Wic schon in der ersten Arbeit (p. 531) gezeigt wurde,
ergibt sich die Intensitit aus meiner Theorie (in Ubereinstimmung
mit der Erfahrung) der ersten Potenz des »Strukturfaktors I
proportional. In der oben zitierten Arbeit kommt Ewald zum gleichen
Resultat.?

Das Analogon cines »Gitters« mit »Basis« Dbildet jetzt das
Zusammenwirken verschiedener stofflicher Gleichungspaare der

1 P, P. Ewald, Phys. Zeitschr.,, 26. 31, 1925.
2 \W. I. Bragg, Proc. London, Phy-. Soc., 33, 304, 1921.
Wie bei I. Waller: »Zur Theoric der Rontgenreflexion«, Ann. d. Phys..
79, 261, 1920, ist auch bei mir die Proportionalitit mit B cine Folge der Vora
selzung, dafi die Krystallplatte hinreichend dick
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Gruppe, 7. GemdB (1), (10), (11), (12) ist der Koeftizient B, B, von
2% ¥ gendhert durch:

y ‘
By B = — .0y Pi By, (649
1

oder. wenn wir den Index ¢ flir den Augenblick, um Verwechslung
mit der imaginiiren Kinheit zu vermeiden, durch ¢ ersetzen, durch:

1 W
e Ifz:—;ﬁlzl’zlf,,:——;pl,lﬁ, By, ¢t (64 a)

gegeben. Um die formale Ubereinstimmung des Koeffizienten B, mit
der »Strukturamplitude « hervortreten zu lassen, kann man noch die
Bezeichnungen:

1 7 ) -
é‘ 2yt I)l![)[‘/-l = Ap, Ot = o Tt (65)
1

cinfithren, worin die 1, geeignet gewihlte Kkonstante Vektoren
bedeuten. Die Ubereinstimmung ist aber natiirlich nur eine formale.
Da wir nicht von cinem Atom-, beziehungsweise lonengitter aus-
gegangen sind, stehen uns alle Fourier-Koeffizienten By, (be-
ziehungsweise I3;,) flr die Anpassung der Formeln an die Erfahrung
zur Verfiigung.! Vermoge der von der Frequenz abhidngenden
Grifien P (bezichungsweise /) wird die Anpassung auch in dieser
Hinsicht sichergestellt. Der Charakter der Frequenzabhiingigkeit
entspricht hier dem Jaumann’'schen Dispersionsgesetz, wollte man
cine formale Ubereinstimmung mit der Ewald'schen Fassung er-
reichen, so mifite man von der am Schlusse der ersten Arbcit
skizzierten Variante ausgehen.

Bei. unsymmetrischer Reflexion beziliglich der Krvstall-
oberflache ist nach (47) und (H6):

Y =<dp fir =0

U=y flir ©<O0.
‘Charakterisieren wir flir gleiches 7, und gleiche Betrige von ¢ dic
[ntensitdt im ersten Falle durch Jg,, im zweiten Falle durch Jg,. so

wird nach (52):

Sk, __sin (o + )
IR, sin (', —)

(66)

1 Wogegen der korpuskulartheoretische »Strukturfaktor- im engeren Sinne
zur Charakterisierung der Intensitiit im allgemeinen nicht ausreicht. Vgl. dicsbeziiglich
<twa A, E. van Arkel, Zeitschr. f. Phys.,, 37, 672, 1926.
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worin % positiv zu zidhlen ist. Diese Folgerung entspricht, wie
IKwald (L. c.) zeigte, im wesentlichen den Messungen R, v. Nar-
droff’s.?

Die Intensitdtsformeln (52), (55), (61) lassen sich (vgl. I, p. 350
und 551) fiir hinreichend dicke, planparallele Krystallplatten un-
mittelbar auf den Lauefall Gbertragen. Bezeichnen wir den Glanz-
winkel der einfallenden Welle wieder mit %, jenen der abgebeugien,
austretenden Welle mit %4, so konnen wir jetzt geniihert:
b=+,

ha =7 —1,

setzen und haben demgeméfl in den Intensitiitsformeln:

Ry 1 0)
/] .\‘11’17_(}? rm) statt /Sm ( o+ 9) (67)
sin (o + 1) / sin (1, —)

zu schreiben, im iibrigen bleiben sie, bis auf cinen anderen numeri-
schen Wert der Konstante .S, unverindert.

Die Verhiiltnisse bei den Laucaufnahmen entsprechen einiger-
maBen, allerdings nur im Falle einer Nebenwelle, unserer zweiten
I[dealisierung:

:\I:'l — %1. SJ? /Sln ('5_ ’h) A " /.\“.l;_é 1 + l:}OSEJ (55/)
2 \/ sin (o + 1) 2 SN~ 1,

Bei senkrechtem Einfall, also & = 90°, hétten wir speziell:

—_

2., cos O .
Y= s @ANBS 05 W\ cos2, (53
“ sin? 1,

o

i . . . ,
- stimmt nach (2), (10). (36) mit dem Lorentz’schen Faktor

)

sin? 1,
leeleln. Fir zunehmende \Verte von 7, mufl die Intensitdt nach (35”)
in den hoheren Ordnungen merklich stirker abnehmen, als es dem
Lorentz'schen Faktor entspricht.

Treten bei senkrechter Inzidenz . symmetrische Nebenwellen
auf, so erhidlt man:?

I = 9 '”- QLGALLBS CO3 g \/L’OS o (35"
\/” smn?

1 Phys. Rev., 24, 143, 1924,
Fiir die Berechnung dieser Formel vgl. Anm., p. 662 und I, p.553 und 554!
Infolge der geforderten Symmetrichedingungen ist die L.age der Hauptwellenamplitude
<, mnellmlb der auf o senkrechten Ebene fiir die Wellenausbreitung gleichgiiltig
und man crhilt stets die in Anm., p. 662 angeschriehenen w-Werte, Die Integrations-

J' - "'

.
variable ist jetzt statt durch v = '— _ 8 , bezichungsweise v/ = — "~ —-
2B \/ (m—o—qﬁ a 213 |cos &
| aea y e
. — (I, p. 750) durch y = -——- ., — \/ o gegeben. Dems
\( (qc—l—ql) a 2 B cos _\/ " (e —4-0). a
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Schluiwort.

Die knapp gefafiten Untersuchungen dieser Mitteilung sollen
lediglich meine Theorie der Rontgenstrahlausbreitung in Krystallen
in einigen praktisch nicht unwichtigen Punkten ergiinzen.

Obschon das hier \oweochlaﬂene System der Differentialgesetze
ctwas allgemeiner und, wie ich glaube, der Natur der Sache e adiiquater
ist als jenes, von dem ich seinerzeit aus”mg, variiert es doch nur
denselben Grundgedanken. Insbesondere eine vollstiindige Kontinuitéits-
theorie der Emission und Absorption wird diese Differentialgesetze
noch wesentlich umgestalten miissen.

Beztiglich der Einzelheiten in den Deduktionen konnte meist
auf die erste Arbeit verwiesen werden. Es sei hier nochmals betont,
daB dort das Randproblem sowohl im laue- wie im Braggfall
mit Berticksichtigung der Schwingungsrichtung und Phase geldst
wurde. Die seither von H. Mark und [.. Szilard? durchgefiihrten
Versuche {iber »Die Polarisierung von RoOntgenstrahlen durch
Reflexion an Krystallen« entsprechen vollkommen den theoretischen
Ergebnissen meiner ersten Arbeit.

Die der Theorie zugrunde liegenden Differentialgesetze um-
fassen (wie das schon in [, p. 570, skizziert wurde) auch die:
»elektrostofflichen« Longitudinalstrahlen, welche in der Kontinuitéts--
theorie an die Stelle der Korpuskularstrahlen treten. Die rdumliche
Periodizitit der Materialkonstanten in Krystallen mufi sich bei ge-
eigneten Versuchsbedingungen (entsprechender Wellenlinge) auch
in den Erscheinungen der Ausbreitung und Reflexion von Lon-
gitudinalstrahlen auswirken. KEs wiire prinzipiell ein Leichtes, aus
den vorliegenden Differentialgesetzen, in weitgehender formaler
Analogie mit dem Rechenverfahren bei Rontgenstrahlen, entsprechende
IFormeln fiir Longitudinalstrahlen abzuleiten. Die Absorption diirfte
dabei allerdings nicht mehr vernachlidssigt und die Voraussetzung,
dafl der normale Breclmm‘se\'ponent stets nahezu gleich Eins sei,
miifite fallen gelassen werden.? Derartige Deduktionen wiirden aber,
solange die nditige experimentelle Glundlage fehlt, gewissermalfien
in der Luft hiingen und hochstens formales Interesse haben, sie
wurden aus diesem Grunde vorldufig nicht durchgefiihrt. Positive
Versuchsergebnisse, insbesondere bei der Reflexion von lon-
gitudinalstrahlen geeigneter Wellenlinge an Krystallober-

gemifi tritt cos g, in (55"1) an die Stelle von cos?w, in (55') und es erklirt sich

1
das merkwiirdige Frgebnis der Proportionalitit von 3/, mlt -, -, statt mit
1 i
man zunichst erwarten wiirde, aus dem Umstande, dafi ]LtAt cin griferer Wellen-
liingenbereich noch merkliche Beitrige zur Intensitit liefert als im Falle nur ciner
Nehenwelle.
L H. Mark und L. Szilard, Zeitschr. f. Phys., 743, 1925.
Falls dic Longitudinalstrahlen, wie in den weiter unten crwiithnten Ver-
suchen, im elektrischen IFelde verlaufen, wire {iiberdies auf die allgemcine nicht-
lineare Form der Jaumann’schen Differentialgesctze zuriickzugreifen.
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flichen sind vom Standpunkte der Kontinuitdtstheorie grund-
sédtzlich zu erwarten.

Es ist in diesem Zusammenhange auflerordentlich interessant,
dafi die von C. Davisson und C. H Kunsman! gemessene
Winkelabhédngigkeit von Elektronen (also von Longitudinalstrahlen),
die an einer Platin-, .beziehungsweise Magnesiumplatte reflektiert
waren, ausgesprochene Maxima und Minima aufweist. W. Elsasser?
sieht in diesen Experimenten, er allerdings vom Standpunite der
neuesten Quantenmechanik, Anzeichen fiir eine »Interferenz der
Kathodenstrahlen« und kiindigt neue Versuche in dieser Richtung
an. Solche Versuche konnten fiir die Undulationstheorie der Kathoden-
strahlen und aller »Korpuskularstrahlen«, wie sie die Jaumann’sche
Kontinuititstheoric® seit drei Jahrzehnten durchgebildet hat, von
entscheidender Bedeutung werden.

1 C. Davisson und C. II. Kunsman, Phy. Rev. 22 (2), 242, 1923.
W Elsasser, Naturw. 13, 711, 1925.

Erste Konzeption bei Jaumann, Wied. Ann., 147, 1896.

Physikalisches Institut der deutschen Technischen Hochschule inBriinn.
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