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Zur Integration der linearen Differentialgleichungen
(VI. Mitteilung)

Von
Alfred Tauber in Wien

(Vorgelegt in der Sitzung am 13. Jinner 1927)

Die doppelte funktionale Abhidngigkeit der Losung einer (ge-
wohnlichen) linearen Differentialgleichung, einerseits von der Unab-
hingigen selbst, anderseits aber auch von dem gewdhlten Sonder-
werte der letzteren, fiir den diese Losung bestimmte Bedingungen
erfiillen soll, hat zum erstenmal Cauchy in Betracht gezogen und
so eine Methode zur Integration der inhomogenen linearen Differen-
tialgleichungen angegeben. Sein Satz,! in etwas gednderter Fassung
ausgesprochen, lautet: Man erhédlt eine Losung der inhomogenen
Differentialgleichung

d’”’f] \1 . dm—‘/..q o
_d—,l;" _ yn P, (’1’) dl,}',}:x — Q(St’), (1)

1

wenn man diejenige Funktion Y (x,¢) von x und einem Parameter ¢
bestimmt, welche der zu (1) gehodrigen homogenen Differential-
gleichung

d"’)’ dm ~—xj, .
dym .S: P 5, =0 (2)

1

genligt und fiir ¥ = ¢, zusammen mit ihren ersten m—2-Differential-
quotienten nach x verschwindet, wahrend ihr (sm—1)-ter Differential-
quotient fiir ¥ —c¢ den Wert 1 annimmt, mittels der Gleichung

nz(—l)f"fba) Y (50t

Diese ausgezeichnete »Parameterlosung« von (2) steht aber,
vgl. Mitteilung I, in einer gewissermafien dualen Abhingigkeit
von x,c¢, da sie gleichzeitig beziliglich ¢ der Lagrange’schen Ad-
jungierten von (2) geniigt, ndmlich der (gewohnlichen) linearen
Differentialgleichung

Vgl. B. Enzyklopadie der math. Wissenschaften, II, 1, p. 264.
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Y (xc) v P.(c >3"‘—"Y(x ) =

Bc’” Cm—x ) P" (1’) —

1

_ i( () e, ®)

Wm—x
r=1
Offenbar sind auch Losungen von (2), respektive (3), die mit
willkiirlichen Funktionen x gebildeten Aggregate

Y

(c) ;_—, respektive v/,(m sy

\!
P,
Eine fiir manche Probleme geeignetere Darstellung von Y (».¢),
welche gewisse Eigenschaften dieser Funktion sofort aufzeigt, er-
gibt sich, wenn Y (v,¢) als Funktion H(v,e) von » und e = c—x
aufgefafit wird. Man gelangt solcherart fiir die Losungen der vor-
gelegten Differentialgleichung (2) vorerst zu einer Entwicklung der
o0

Form ) g) (x) — mit 'welcher verglichen die sonst intendierte Ent-

[> o]
wicklung Z_.% (¢) i librigens um nichts einfacher ist, solange ¢

0
ein allgemetner Parameter bleibt, und welche sich schlie@llich immer
in diese durch die Substitution * = c—e iberfithren 146t, wofern
man nicht die frither besprochene Quadraturdarstellung vorzieht.

Ein &dhnlicher Ansatz flir die Losungen der linearen partiellen
Differentialgleichungen erster Ordnung lieferte ebenfalls, vgl. Mit-
teilung V, § 4, eine einfache Integrationsmethode, deren Grundprinzip
auch auf nichtlineare partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
anwendbar ist, denn wenn man in

2 N 0z 0z
3~, =F ( Ay Xy X, %

Yoa, ) @

[e.e)
-\

A c—% )
flir einen Ansatz Zf., (v, x, i) Q—VTE macht und diesem ent-
0 o0
: = o . (c—x)Y
sprechend dierechte Seite von (4) in eine Reihe ZFv(x,n:l,. Xy) .y

0
nach Potenzen von ¢ —x entwickelt denkt, so bestimmen sich die
gesuchten Entwicklungskoeffizienten f, aus der Rekursion fiy, =

_ ¥,

5 L, bei willkiirlich bleibendem f.
X
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Der systematische Ausbau der skizzierten Theorie lag aufer-
halb des Rahmens dieser Mitteilungen, nur einzelne der zahlreichen
entstehenden Probleme konnten hier Erdrterung finden. Gegenstand
der vorliegenden Arbeit ist neben der Erweiterung einiger friiherer
Sdtze die Betrachtung der allgemeinen ILame’schen Differential-
gleichung

_3 2. 1
Ly@)y" + Ly (x)y" + Ly(x)y = 0, (5)

wo der Grad der Polynome L, L,, L,, respektive 3,2, 1 nicht Giber-
steigt, sowie die Entwicklung der L.ésung der in die Form

n—=1

L
L ("’)J'{m'*‘L (Fp* D+ 4L, 4wy’ +L,y=0 6)

gebrachten allgemeinen linearen Differentialgleichung mit rationalen
Koeffizienten, wofern bereits die [.osungen von Differentialgleichungen
(n-—1)-ter Ordnung der Form

11

Ly{Ey 0+ LD+ L, s(ay =0 (7)

bekannt sind. Fiur n=3 geht (7) in die allgemeine Lame’sche
Differentialgleichung tber.

§ 1. Stellt man die Koeffizienten der vorgelegten Differential-
gleichung (2) der Einleitung als Quotienten mit einem gemeinsamen
Nenner L;(x) dar

‘ZHI*-I i

L() (x) L1 (,1?) __i:-—.—l + +Lm (75)}’ — O> (1)

d 1”
so geniigt die Parameterldsung Y — Y/L, (¢), bezliglich der
Variabeln ¢, der Adjungierten von (1)

S‘L ()aa";:};—o, L= (=1y (771—%) LEn(m), (2

m
A=0

und durch die Substitution ¢ = x4z wird Y (¥,¢) zu einer Funktion
H (x,¢), deren Potenzreihenentwicklung nach ¢

= 1 l gt L (v) em l

=L@ lm=D " L) m

3)
lautet. Die Darstellung der iibrigen Losungen von (2) wird indes
etwas einfacher, wenn man statt Y die Funktion

] st—1 - EI (1) 511 N
(m—1)y L,(x)m! 4)

X@o)=Ln) Y=
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X (x ° X (x
einfiihrt, dann sind X(x ) 9¥X(x0)

oy '’ 942 ,
?,}I_QQ *37”:»’7 {—11 (1) gi—1 )
x T =)l L@ D) )

ebenfalls Losungen von (2).

Auch der Zusammenhang zwischen den Losungen irgendeiner
Differentialgleichung und denjenigen der aus ihr durch Differentia-
tionen hervorgehenden erhdlt mit Hilfe der Funktion Y eine ein-
fache Form.

Differentiert man z. B. die mit irgendeinem Faktor N () multi-
plizierte Differentialgleichung (1)

m

N Nt =0, N,=NL, (6)
-
v=0
nach #, so entsteht die Differentialgleichung
m+1
Z K,y(m—i—l—‘o =0, K,=N,+N,_, (7)

v=0
(N_y = N1 = 0). Die Koeffizienten der Adjungierten zu (6),
respektive (7) sind
x
N, — [ -y ; I —
Ny ...Z( Iy (m—k)NFE ¥ respektive K —

p=0 x
=Yg e

und die Auswertung des zweiten Ausdruckes fir A = m zeigt die

Gleichheit von X, und N;, wihrend K, verschwindet. Weil nun

nach dem fritheren diejenige Losung Y von (1) oder (6), deren
m—1

(m—1)!

Entwicklung mit beginnt, durch

No(B+¢) o
Y= N(—x)—u(,) ©)

gegeben ist, wobei E der Differentialgleichung in bezug auf

om— g gin—1

DM+ s =0 B= i+ (9a)

genigt, anderseits analog die Losung Y, von (7), welche mit
e”/m! beginnt, durch
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]\0 (’L-I—s) =
Yl— K'( ) 1( :") (10)
om+1— 73 ... - X
ZI() (1+8) 3 1, _O, -:-lzm—!“l‘ (IOa)
_ _ _ 3B
so mufl, wegen K) = N, fiir A < m, die Beziehung E = —gei be-

stehen. Dies liefert den Zusammenhang zwischen den Losungen
Y (x,c)= H(x,¢) von (1) und Y, (%, c) = H, (x,5) von (7)

— 9 Hl
H=N,(r+e) 5 N G+o) (11)
Fir die Losungen Y (x,¢) = H(x¢) und )—;l(x, )= H, (x,3),

1 gt 1 e begi
L) D) Ky(x) m1 DB
wird der Zusammenhang einfacher

von (1) und (7), welche mit

H=N(xr+¢) 3?&

Im Falle V=1, wenn also lediglich die Differentialgleichung (1)
nach x aufdifferentiiert wurde, ist H = BHl/as und allgemein H =
em-}-)\—l

Lo( ) (m"i')\_‘l)[

beginnende LOsung der aus (1) durch i-malige Differentiation nach
entstehenden Differentialgleichung bedeutet. Umgekehrt ist

= . s(e_t))rﬂ = = .
H (x,6) = = H(x,t)dt, Y, (v,¢) = jy DT Y (#, 1;)([11;)

= 8)~H;\/8 ¢, wenn Y, (v,c) = H, (v,¢) die mit

c(c__u)t —1

§ 2.
AuBer Y besitzt noch die zur Differentialgleichung (1) in § [
gehorige Parameterlosung
Y= (—1)"e ()Y, L'+ Li¢=0 (1

bemerkenswerte Eigenschaften, insbesondere ist sie bei Differential-
gleichungen zweiter Ordnung eine alternierende Funktion won z,c.
Die Entwicklung dieser Lésung nach Potenzen von:e¢ hat zu An-
fangstermen

(—D"e@)|

II—I (m__l)L (1;) EmJ
n—1)1 L,(») m!
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Wenn die Koeffizienten L Polynome von x sind, so gestattet
Y* eine Quadraturdarstellung, bei welcher (vgl. Mitteilung 5) ge-
wisse aus den L zu gewinnende Polynome

1) —- N I (A—) (4
JW;,,)\(A)‘Z(\)\_Z/) Loz} @)
®“=0
auftreten. Nur wurde hisher die ganze Zahl k& als positiv voraus-
gesetzt, wihrend sich die Ausdehnung der Definition (2) auf negative

k empfiehlt. Es gilt der Satz: Bildet man aus den Koeffizienten L,
der Adjungierten der vorgelegten Differentialgleichung die Polynome

M) =3[, ) o=, Q

z=0

so besteht die Beziehung
My, («V) = ("‘ 1))' j—/[).—m—h —1, % (l) ('l’)

Zum Beweis ersetzt man in (2) die Koeffizienten L, durch
die Werte

L= Y B ®
=0

(wie bekannt, sind dic Beziehungen zwischen den L und L um-
kehrbar), dann wird

<

{7 ) = ho =P\ To—mw(y
My (v) = Z (I_l/) Z(_Du (’Z_t;) L,; m (),

®w=0 =0

und durch Vertauschung der Summationen ergibt sich mit Riick-
sicht auf

Y‘ Cm— \) ( ]z-) (uz«p +h) (1P~ (’)\—I{;mfl>
u e TAVE A—p X h—1.

A=
die zu beweisende Gleichung (4).

Eine andere, unmittelbar abzuleitende Gleichung zwischen
den M ist

d 1{,_ h— (
Mg () My 1) = 010109 ®)
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Die Polynome M, mit negativem % treten auch auf, wenn
man eine Losung der vorgelegten Differentialgleichung, § 1, (1), in

der Laplace-Form fe—"‘fb(t)dt aufsucht und ®(¢) formal nach

Potenzen von ¢ entwickelt, es sind dann, bei ®(f) = Xo,#, die
Rekursionen der Koeffizienten o flir jedes v

Z a; va —1, i+m—v (0) = 0. (7)

[Z vy

Beweis: Entwickelt man in der aufzulésenden Differential-

ﬂl—Xy
gleichung vL( x) 2~ ,—0 die L,(x) nach Potenzen von x, so

72=0
erhillt man fiir ®(¢) die »Transformierte«

Z ZLO)(O) !1) ;p [+ ® ()] = O @®)
2x=0 X

und durch Ausdifferentijeren

Z > LPO=1y Z(’n“uym - p,)(t) 0. ©)]

p=0

Hierin ist ®(#) formal durch eine Potenzreihe Yo;#' zu er-
setzen und die so entstehende vierfache Summe nach Potenzen
von t zu ordnen. Der Koeffizient von #, fir v =m~+i—u—AX\,

Z Y‘(—1)m+f e ()a (:‘JH § L), (10)

146t sich aber einfach berechnen, da die Summe Uber p nach dem
Additionssatz der Binomialkoeffizienten ausfiihrbar wird

\§ /i"«] n—, m+1* _ ymti—r—y f—y—1
L.(\p./ (p.+v—z ( == (\m—{—i—x—v !
It

er hat somit den Wert

Z % Z, <m+z . )LSZH—H_V—Z) ©) (11

und seine Nullsetzung ergibt gemidB (2) die zu beweisende Be-
dingungsgleichung (7).

Beziiglich der Adjungierten von (1), § 1, folgt hieraus, dafl
die Losung ® (f) ihrer Transformierten eine formale Entwicklung
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® () = L&t aufweist, fir deren Koeffizienten analog (7) die Re-
kursionen Xa; M_,_; itm—.(0) = O gelten; d. h. nach (4)

Z a; (’—1)’ ]l/li, i4m—y (0> =0. (12)

§ 3.

Fiir die Losung Y* der allgemeinen Lamé’schen Differential-
gleichung

Ly(®)" + Ly(0)y+ Ly(x)y = O (1)

existiert nach den allgemeinen Sdtzen in Mitteilung 5 eine Qua-
draturdarstellung

. (x—ov)" (c—v)* I'h,(v) )
v f‘”(”)z 2w L 2)

wobei die Polynome Fj, (v) durch die Rekursion
= Fh s+ My s Fy—y sy 4+ My—y, 3 Ly Fj—y vy — (3)
— (Fn—1,9—2 +Ly Fn—s,9—1) + Ly Fn—2,9—2— Mp_0,1 Fn—s.v—
(h > 0,v=>0) mit den Anfangsbedingungen
1 — 0 und Fj, =0 aufier F,, =1 (4)

bestimmt sind. Die Polynome { bleiben willkiirlich, nur muf} ein
% mit einem negativen Index durch Null ersetzt werden. Die Wahl
der § soll nunmehr derart erfolgen, daff der zu inte-
grierende Ausdruck in (2) eine symmetrische Funktion
von x,¢ wird, was sofort die Forderung Y*(x,¢) = —Y*(c,r) er-
fillt: Damit aber

=0 fir hg=v (d)
wird, ist hinreichend (librigens auch notwendig)

Jw =0 fir kv (8)
zu wihlen. Dann darf man die Betrachtung der Gleichung (3) auf
die Fille & =v—1, v,v+1 beschrinken, weil sonst, bei I =v—2

oder 2 =v+2, links und rechts ansatzgemifl der Wert Null auf-
tritt. Aus (3) erhdlt man nun fir # =v—1 die Bedingungen

0=F_ 11— Buezy—2 V=2, (7)

welche die § als Funktionen der F bestimmen, ferner filr /1 = v-+1
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O=MyLy 11— LyFoo1,9—1
oder nach (6), dort v durch v+ 1 ersetzt,

FJI‘I = Mv.‘«)‘ R—l, v—1) (8)
schliefllich fir Z—=wv

Fw — Mv 1,2 F; 1,v—1 + L“ i »—) Y—2 A/[Jf‘_).l %‘A-‘!,‘f——‘z

somit wegen (6)
Fy=LyF,y—M, s F_y g+ M_1:F 4,1 9)

Daher gentiigen die. Polynome F,, von v, fiir die zur Ab-
kiirzung

Fy=G, G,=1 (10)

geschrieben werde, den beiden rekursiven Bedingungen
G\, = L() G{{,14111.,__2_ 1 G(,41 +J1[-,71_ o Gy_l, (1 1 a)
Gl =M, G,_,, (110)

aus welchen sofort eine independente Bedingung fur G,_, allein
folgt, indem man (115) von der nach v differentiierten Gleichung (11a)
subtrahiert. Die so entstehende Differentialgleiching fir G,_,
0=L,Gl y— M, »,,—Lb)G,_1+
(M, — 1”6—2,1) Gy — (My— DMy 5)

erlangt durch Anwendung von Formel (6), § 2, die einfachere Gestalt
O=L, G\ — M, ;1 Gy + My, Gl — M, 1 3Gy (12)

Die beiden Bedingungen (114) und (12) miissen also die
Konsequenz haben, daf§ (12) richtig bleibt, wenn v durch v+1 er-
setzt wird. In der Tat gelangt man umgekehrt aus (I'1a) und (12)
zur Bedingung (114) und verifiziert dann mittels der Gleichungen

G” pm— .ZL[,; , 1 GI,” — 11[ G, 15
dafl G, der Differentialgleichung
LO G\I]II‘AWI)_Q’I G-’,’+ 4’1/1‘,_1, 2 (}.‘,—ﬂ]\,;; G-; j— O (1 3)

gentiigt. Daneben laft sich auch eine lineare Rekursion der G
aufstellen, denn wegen (11%) ist G, =M, , 3G, o und G¥_, =
=M, 1,3 Groo =M,y 3 M, 5 3 G,_3, wodurch (11a) in eine lineare
Beziehung zwischen vier aufeinanderfolgenden der G
iibergeht

G, =M, G‘i—]_ﬂj—v—&l M,_y,3Gos+LyM, 4 s;‘ﬁ/[—z, 3 Gy_s. (14)
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Im folgenden darf vorausgesetzt werden, dafi wenigstens eine
der drei GroBSen L', L{,L; von Null verschieden, G, also vom
Grade v in v ist, sonst wiirde der schon in Mitteilung III behandelte
Fall vorliegen, fiir welchen sich G, auf Konstante g, reduzieren.

Durch (18) und (115) ist G, eindeutig definiert. Geméafi (115)
besitzt in der Entwicklung der Halphen'schen Polynome &, nach
Potenzen von v

Gy= ) guv~ (15)
i=0
der Koeffizient g,, die Rekursion
Vg = Mvsgv~1,0) oo =1, (16)
hat daher den Wert
MM, . .My MY _ -
gvo:—”f% 2 :7%” MIIOT}—I (17)

und solange keine der Konstanten M;; verschwindet, kann

v
v—1

-
G, :gvoZ Qy; thi)_!’ Ayo =1 (18)

i=0
gesetzt werden. Das Resultat der Substitution von (18) in (13) ist
das gy,-fache von

S T e T

2
+ vV i—1
Z z~1)'

—+

<V—§“ 1) Z4(0) — (Vﬁ’i— 1) M1 (0)+
+M,_1,2(0)]+ (19)

() L4<0)—M~,_2,1<0>’| +

+ Z aig 3)‘L0 (0).

Es lassen sich aber die Ausdriicke in den eckigen Klammern
von (18) einfach darstellen, sie sind gleich?

iay Miz(0), — M;4(0),
und hiedurch nimmt (19), mit (—1) multipliziert, die Form an

py—i—2

+ ) O—i—2)i

Lo

1 Nach der allgemeinen Formel

Z (— 1 (“") MO, () = (— 1% M ()

r=0
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VM,sa,, = ZM,,(O)a,, 7;4) +
O Lo Va, U
* ZM“(O)"‘” (v —i—2)! L) ) (»—i —3)!

Aus der Substitution von i—1, respektive i—2, 7—3 in der
zweiten, respektive dritten und vierten Summe findet man somit
als Bedingung fiir die a,, dafli das Polynom

- aemtd
L (—i)!

identisch verschwinden soll. Ersichtlich enthalten, wenn der
Koeffizient einer jeden Potenz von v verschwinden soll, die
Koeffizienten der Bedingungsgleichungen flir die a, gar
nicht die Zahl v, so daf§

ay=a, a, =1 (20)

[Mz%au 1'71, 2(0)‘1‘/, i—1+ ]”1'—2,1(0) a’",l?'—’_LO (O>a","*3]

gesetzt, die Rekursion gilt
Miga;=M; 4 :(0)a;y —M;_» 1(0)ai_s+L,(0)a;i_s. (20a)

Ganz dieselbe Rekursion wiirde sich gemifl § 2, Formel (12),
ergeben haben, wenn man beziiglich der Transformierten der zu (1)
Adjungierten die gesuchte Losung & (¥) formal in eine Potenzreihe
oo

z a; ¥ entwickelt hitte.
0
Von der obigen Voraussetzung, dafi keine der Konstanten Af;,
verschwinde, ist es leicht frei zu werden, man braucht nur die
Groflen bi: G,’ (O)
bi:(l,'Mi%, b(): 1 (21)

einzufiihren, deren Rekursion, vgl. (14), 22)
(

bi = bj_y Mi_y,2(0)—bi_s M;_5 1 (0) M;_y, 5+b;_3 Ly (0) M;_y 3 M;_5 4

lautet, und erhdlt aus (18)

yei v
G, = ZbM,H;( o s F

=0

daher mit Ricksicht auf (5), (10) Y* gleich

(x—0)’ (c— .
‘foz gy Gy = o4

(23)
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— c o (x—’l)> (C—U)J i U"‘id}/
_IW)Z wLey 2 Mg
0 imo

Die zu integrierende Funktion geht bei y—=i+x in eine
Potenzreihe der beiden Variabeln

Y (__
=" Iijjii;) Y =, (25)

iiber, die noch auf ihre Konvergenz zu untersuchen bleibt, und
fiir die gesuchte Parameterlésung ergibt sich

als die allein mogliche Quadraturdarstellung, bei welcher die zu
integrierende Funktion symmetrisch in x,c¢ ist.

Die Untersuchung der Konvergenz der Potenzreihe in (26)
zeigt, da zumindest ein endliches, von Null verschiedenes
Konvergenzbereich fiir die beiden Variabeln 7,7, existiert, in
besonderen Fillen darf sowohl 7, als 7, jeden endlichen Betrag
annehmen.

Zum Beweise werde
Ly (%) = 0y ° + B #* +7, ¥+ 3,
Li(x) = o, 2340, v+, (27)
Ly(x) = 0y +§,

gesetzt, dann ist zunidchst
My = doy+i(GE—1) o, +i(—1)(1—2)a, (28)
und daher bei
fog !t =y 1o, =Ny, (2 =Ny, My <3, A=A+, 4+,
somit wird in (26) die Summe der absoluten Betrdge der von =
abhiangigen Elemente

w1+1 3 ""

L] (i)' 2!

Y‘

=10

(Z+ 1)3 (2+')ﬂ)39[“7‘)|/ (ng)
(F4n)12a!

d. h. kleiner als

1 it ol a (1= Wy D)=
L3 (= O
[
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Fiir o,3=0 konvergiert also die untersuchte Doppelreihe
jedenfalls, wenn [4,| Kleiner als 9—! und die Reihe

[o o]
0
konvergent ist. Hingegen darf fiir &, = 0, wofern wieder die Reihe

(29) fir =1, Kkonvergiert, v, beliebig groff werden, weil dann
[ M, <4 und die linke Seite von (28a) kleiner ist als

b;| 7
|,'!‘gi‘, ="y (1=, |) (29)

oo
¥ 17l

"""" Ay |* =

712
0
Um iber den Konvergenzradius von (29) eine Aussage machen
zu koénnen, werde die Rekursion (22) der b; gemidfi den Glei-
chungen (27) umgeschrieben, b, =
|8y 4 i 1)y (—1) (—2) By Bi—y— (i—1) [, + (i—2) 1) [0
+{(i—2) o, +(1—2) (1—3) 0] bi_s + (i—1) (—2) 3 [0y +(i—2) &, +
+(i—2) (—38) 0] [0y + (—3) &, +(i—3) (i—4) 0,y ] b3

und zum Vergleiche diejenige von positiven Gréfien ¢; > |b;]

6= By +iB, +2B ) ciy + 1 (€ +iC) Wy +3 A+ U +42A ) cimn +
+1213 | (U7 Ay +42 ) ¢y

herangezogen. Dabei bedeutet B, = [B,|, & = |1,| usw.

Auflerdem soll der Einfachheit halber 8, =0 angenommen
werden, aufler wenn L, (x) sich auf eine Konstante reduziert.

Im Falle [BO:f:O kann man statt der ¢; die Grofien d; > ¢; mit
den Rekursionen

d; = *8d;_ +AC*di_», B=FB,+B,+B,, € =¢,+CE, (31)
betrachten, aus denen wegen

. e Gia
d; 2 Pd; T St S
<1:Bd;_, +AC: =1
die Vergleichbarkeit von d;/d;_; mit 72 folgt, so daB die Reihe (29)
jedenfalls konvergiert, so lange |7| unter einer angebbaren, von
Null verschiedenen Schranke bleibt.

Mit derselben Schlufiweise behandelt man den Fall §; =0,
7,3 0. Man definiert Grofien d;> c¢; durch

d;— iBdi+itACd;_
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und leitet eine Beziehung zwischen d;, d;_,, d; 4 ab, welche die
Vergleichbarkeit von d4;/d;_, mit 4% zeigt, so daB sowohl die
Summe der ungeraden als die der geraden Glieder in (29) kon-
vergiert, wenn sich () unter einer gewissen Schranke hilt.

In den drei Ubrigen Fillen, ndmlich L, (x) =%, 1 beweist
man ebenso, daB die Reihe (29) fiir jedes endliche 7 konvergiert.

Als ein Vorzug der hier dargelegten Methode darf es wohl
erachtet werden, daffi das in (26) angegebene Integral unabhingig
von der Wahl des Integrationsweges und auch in dem Falle, wo
die sowohl hier als bei der Laplace-Transformation auftretende
formale Potenzreihe YXa;v' flir jedes vZ=0 divergiert, immer eine
Losung von (1) darstellt.

Beziiglich der Differentialgleichung

3 O 1
Ly ()34 L, (3) 9@~ + L, () y=5 = 0 (31)

resultieren nach Mitteilung 5, § 1, fiir die Quadraturdarstellung der
egt—1

mit (—1)"ch(¢)( s ! beginnenden Lo&sung ebendieselben Poly-

nome F wie bei m — 2, diese Losung ist also

e o0
. (x__v)m—H 2(6‘—1.))\' G (’U) o
f‘”w mv—2T 1 L@y (82)
x 0
§ 4.
Bei Differentialgleichungen #u-ter Stufe, d. h. der Form
Bl
D L@y =0, (1)
%=0

wo der Grad des Polynoms L, () nicht die Zahl n—x ibersteigen
soll, ist auch y® Losung einer Differentialgleichung u-ter Ordnung,
und zwar von

dn—u ,(]l)

Y‘ MI}L (1') dx” }L - y

|J.‘_0
wo die Polynome A wieder die Formel (2) in § 2 zur Definition

haben. Die Richtigkeit von (2) erhellt, indem man #%-mal die
Differentialgleichung (1) nach x differentiiert,

(@)

o, n—x

Z Z <;T> L) (1) o470 = 0,

=0 A=0
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statt A den Summationsbuchstaben p —=x-+ X1 einfiilhrt und die
Summationsfolge vertauscht.

In dem besonderen Falle, dafi die Koeffizienten von (1)
die Bedingung My, — O erfiillen, geniigt y*+V einer Differential-
gleichung blofi (#—1)-ter Ordnung.

Entwickelt man nun eine Losung » von (1) formal nach
Produkten der My,

[e o]

y= Z Set Sy =1, Sy = Moy Myy. . My_y, fiir x=1,  (3)
0

so werden die ¥, mit Hilfe derjenigen Funktionen. z; bestimmbar,
auf die sich y reduziert, wenn die Konstanten der Differential-
gleichung (1) die spezielle Bedingung M, = O befriedigen.

Zur Durchfithrung dieser Aufgabe bezeichne Li denjenigen
Wert von L,, welcher M;, annulliert, d. h,

F—
Lal——

R R L I

llnd 1"’1]”; den “elt von l-u]”,, fu I Lli — L”
1 1/

[ [ Ry P

Dann entsteht durch die Substitution L, = L{ in (3) die Gleichung

Lw. (5)

szES;y,, Si=1, =M M ..M __ firx=]1, (6)

on -t ®—1, 7
2=0
also fiir 1=0,1,2,.. ein Gleichungssystem, welches gestattet,
die y, durch die z; auszudriicken, die ihrerseits die besondere
Ligenschaft aufweisen, dal di+1z;/da’+! Losung einer Differential-
gleichung blo8 (#—1)-ter Ordnung

n—1

an—1—n di+1 2 )
Z Mfﬂ dan—1—p <dxi+1> = O (7)

=0

ist. Die Aufldsung des linearen Gleichungssystems (6) ergibt fir
die gesuchten Funktionen y, die Werte

1 * (—1y <:'> Kii%i
Vo= Y ———,
! Yoi i+ Yo

i=0

)
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wobei die Konstanten y;; durch
M
- J— Itn
i — .2 (9)
o h—i

definiert sind. Diese Definition von i; kann auch auf den Fall
h — i ausgedehnt werden, obzwar der Wert 7; sich rechts in (8)
tiberall heraushebt.

Die Verifikation von (8) kann auch direkt geschehen, ohne
erst ¥ als Funktion von L, zu betrachten: Substituiert man die

Werte (8) in 2z, = ZS;A‘}',_ und fiihrt hiebei die Grofe
x=10

9,’ = '/‘,'[ h (10)
ein, so handelt es sich darum, die Identitét
X x i [ %
— 17" Q;
m_v%z()@ (a1

. Ll : i Yt - Yo

%x=0 i=0

nachzuweisen. Mittels der abkiirzenden Bezeichnung
XL% = la [,,:' = -/‘].L)\-/"L—}-l,)n Xu+x—l,); fur 7‘; 1 (12)
148t sich geméafi (6)
Sl ’)>
% % il K3 ‘

schreiben, wodurch ‘(11), wenn noch die Summationen vertauscht
werden, die Gestalt erhdlt

s-Sayer- (g @

pa—-
. i])
r=1

Rechts in (14) steht fiir den Wert i = A dasselbe wie links, also
bleibt nur noch fiir i <<k

S () = -

=1

nachzuweisen, oder, durch Herausheben von X(‘)i) im Zahler und von

li4-1 . .
%o'im Nenner jeden Ausdrucks,
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Z<

%—i

was bel =7+ u in die Bedingung

v<1w07§‘“'_0bm>>z (16)
‘ SRR

v
n=0

i

iibergeht. Durch sukzessive Betrachtung der Fille j=A—i—1,
erkennt man die Richtigkeit von

h—i—2,
- ’ -/!,l ~ '/_ij_l__
\j ( 1)1! ( —'1 o — ('A])%lr_l;l »ftll)_ (17)
i \j—1 /.t
.__" .,~+1,i - /*l'-i-l, 7
w=j

und fiir j=— 1 ist dies die zu beweisende Gleichung (16).

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. K1, Abt. ITa, 136. Bd.
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