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Es sollen in dieser Arbeit einige Sétze liber die Herleitung
von Interpolationsverfahren aus Darstellungen durch singuldre Inte-
grale, die ich in meiner Dissertation! im Anschluff an eine Aus-
fiihrung von Lebesgue? (dal es moglich sei, aus jeder Darstellung
durch singuldre Integrale ein Interpolationsverfahren herzuleiten) fiir
den Fall von Funktionen einer Variabeln bewiesen habe, nunmehr fiir
den Fall von Funktionen mehrerer Variabeln verallgemeinert werden.
Es wird sich darum handeln, die Sétze von Lebesgue? und Hahn+
fir die Darstellung einer Funktion einer Variabeln durch singuldre
Integrale oder durch Interpolationen nunmehr auch fiir den Fall von
Funktionen mehrerer Variabeln auszusprechen, um daraus die ent-
sprechenden Schliisse zu ziehen. Dann soll noch insbesondere die
Differenzierbarkeit der so gewonnenen Interpolationsverfahren unter-
sucht werden. Es liegt nahe, eine Anwendung dieser Interpolations-
verfahren zur direkten I.Osung von Variationsproblemen, insbesondere
von Randwertaufgaben, im Sinne des Ritz’schen Verfahrens zu ver-
suchen. Indessen moge dies hier zunidchst unerdrtert bleiben. Die
Darstellung beschréinkt sich im folgenden auf den Fall von Funktionen
zweier Variabeln, da hier bereits alles Wesentliche in Erscheinung tritt.

§ 1.
Wir kénnen den Satz von Lebesgue fiir die Darstellung einer
Funktion von zwei Variabeln f(x,3) folgendermafien® aussprechen:

Es sei im Intervall J
—l=Z=u=s+1], —IZv=+1

eine Folge stetiger Funktionen g, = ¢ (1, v, #) gegeben, von der wir
gleich annehmen wollen, es sei

Uber singulire Integrale und Interpolationsverfahren, Bonn, Carl Georgi, 1921.
Sur les integrales singuliéres, Annales de Toulouse, série 8, t. 7, 251f., 108f.
L. ¢., Anmerkung 2, p. 70.

1 Uber die Darstellung gegebener Funktionen durch singuldre Integrale.
l_)enkschr. d. Akad. d. Wiss. in Wien, math.-naturw. Klasse, Bd. 93, 1913'14. (Im
tolgenden zitiert als Hahn 1.)

Vgl. dazu B. H. Camp, Amer. math. Soc. Trans. /4 (1913), 42 bis 64,
Wo die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir »einfach-unstetige« Funk-
tionen mehrerer Variabeln und andere Klassen von Funktionen mehrerer Variabeln
angegeben sind.
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im ¢, v,12) =0 (1)
> O

¢leichmifliig in jedem den Punkt (0, 0) nicht enthaltenden Teilintervall
nw=u=f, b=v=>0

des gegebenen offenen Intervalls (I). Diese Funktionenfolge wird
fir die Darstellung einer im Intervall

a=r=a+4+Lb=y=<b+1

gegebenen stetigen Funktion f(x,y)

a+1 b+1

ren=im [ [renec—rr—nmatan @
n—> 00
a b
dann brauchbar sein, wenn sie folgenden Bedingungen gentigt:
1. Es ist

3[ Iq2

lim ija (wv,n)dudv=1 (3)
i1—> 0O
Ay Uy

fiir jedes den Punkt (O,0) enthaltende Teilintervall

uy=u=p, un=v=_

von
— =<4+, —l<<v<-+1
2. Fir jedes Teilintervall von
—l<=u<4+Il, —l<<v<<+41
st
31 2
f[q:(u,v,n);dudv<ﬂ[ 4)

fir alle 1.
Dann gilt Formel (2) fir jeden inneren Punkt von

a=r=Za+L,b=x=0b+1

[st & (w, 1) eine stetige Funktion, die den Lebesgue’schen Be-
dingungen flr die Darstellung einer Funktion einer Variabeln gentigt,
ist ndmlich

il— > 00

3
lim fp (wy2)du =1 3 a)

fir jedes den Nullpunkt enthaltende Intervall von (—/, + /) und ist
weiter fir jedes Intervall von (—/, + 1)
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3
f|¢(u,1z)jdu<M (4 a)

iiir alle 12, so kénnen wir offenbar setzen:

o (1, 0,1m) =) (1, 1) b (v, ), 6)
vorausgesetzt, dafi auch

lim & (u,1) $ (v,n) =0 (6)

> 00
ist, und zwar gleichméiflig in jedem den Punkt (0, O) nicht enthalten-
den Intervall von
— =<4+ —l<v<+1L

Die Verallgemeinerung des Hahn’schen Satzes! fiir Inter-
polationsverfahren konnen wir wiederum in folgender Form aus-
sprechen: Fiir jedes 7 sei im Intervall

asSé=a+L b=n=b+1!

eine Menge M von k, Punkten P mit den Koordinaten &M, i

cegeben, derart, daff die Vereinigung aller R im Intervall dicht ist.
Wenn die Funktionen ¢{ (x, y) folgenden zwei Bedingungen gentigen:

1. Es ist
. .\
lim Z ¢ (x,9) = 1, (7
"TT0 8)
(22 3,)

falls die Summierung Uber alle Punkte P der Menge MM erstreckt
wird, die im Innern des Intervalls

n=E=p, B=1=8,

liegen und falls auch der Punkt P mit den Koordinaten x, ¥ im
Innern dieses Intervalls liegt.
2. Es ist

by

2

i=1

o (3| < M ®)

fiir alle #, dann gilt fir jede im Intervall

ast=a+Lb=n1=b+!

Uber das Interpolationsproblem. Math, Zeitschr., Bd. 1, 1918, 115 ff. (Im
folgenden zitiert als Hahn 2)
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stetige Funktion f(§, 1) und jeden im Innern dieses Intervalls ge.
legenen Punkt P (,1) die Relation

13

"
" ‘
Fley)=lim D\ FED, 70 o0 (1,3). ©
N—>00 ¢

I=1
Es wird geniligen, den Beweis fiir einen dieser beiden Sétze
anzudeuten, der ganz wie im Fall einer Variabeln verlduft. Sei, um
z. B. den Hahn’schen Satz zu beweisen, f (§ ) eine im Intervali [

a=t=a+lLb=n=b+I

stetige Funktion, so ist sie dort auch gleichméifig stetig, d. h. wir kbnnen
bei vorgegebenem ¢ das ganze Intervall durch Parallele zu den beiden
Achsen in endlich viele Teilrechtecke

A <ESBY, o S =P (h=1,2, .N)

zerlegen, so dafl

!f(gp f“) —f(E2, f]2)] <&

ist, falls die Punkte (§, %;,) und (§, 7,) im Innern oder auf
dem Rand desselben Teilrechtecks liegen. Da die Vereinigung aller
M@ abzihlbar ist, kdénnen wir annehmen, daB auf keiner dieser
Parallelen ein Punkt P liege. (Dies ergibt sich durch Projektion
der Vereinigungsmenge auf die & oder #-Achse) Ebenso wollen
wir auch annehmen, der Punkt (#,9) liege im Innern eines solchen
Teilrechtecks.

Dann konnen wir offenbar eine im Innern eines jeden Teil-
rechtecks konstante Funktion f* (§ 1) bilden, derart, daf§

FED—r G i< (10)

im Innern aller Teilrechtecke. Erteilen wir f* auf den Rdndern noch
geeignete Werte, so ist es im ganzen Intervall I definiert, und es

gilt (10) in ganz [. Dann ist aber zufolge (8) und (10)

k

by I
IZf(ggu)’ 7]5_11)) "PE'”) (x’ y) — zf* (&En), "]5”)) "LS.”) (;\;’ y)i —

i=1 i=1
N N
= 12 Zf(&?l)’ A’i?,)) '?E'”) *3) — Z Zf" ('SE”), 'f"f.")) clcg”) (x| <
=1 (u(lh)’ 3(111)) =1 ’(,,' gh), s(lh))
(qgh), 3;11)) (, _(_l/t)’ 3glz))

<:M (11)
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Nach der Definition von f* ist

Ky

S‘f* (800, ) @) (1, 3) = Zf* Em .q(n))Z o (x, 3), (12)
,_1 =1 ( o) ,3(11))
( h) ﬁ(ll))

wobei (EM, 7™) irgendein Punkt im Innern des &-ten Teilrechtecks
ist. Befindet sich nun der Punkt (x,%), im j-ten Teilrechteck, so gilt
zufolge (7)
lim Zcp(") (r,3) = 1. (7 a)
N —>=>00
(= o, p(j))
(7(./) ,e(J))

Fiir jedes andere, z. B. das k-te Teilrechteck, aber kann aus (7)
gefolgert werden
lim ‘ 20" (%, ) = O. (13)
11——>OO
(o0, 39,
(“ S)k)’ 5(2k))'
Denn sei z. B.
a.gl’) < p(lk) < X << agl) und agk) <_j' - @gk),
s0 ist
lim Z (P(H) (q: y) — lim Z ‘PE”) (:V,)') —1
Hn—>=>
(= (1k)’ ug])) (8 (IL)’ 1(11))
(=, 8) (9, 300)

und daraus folgt (13). Ist anderseits

o) < B < x <o) und o) < PP <3 < o),

SO ist
i Yotz P e =1
(:(9, 2(0) a0
(=, « D) (o8, 2 ()

und zufolge dem eben bewiesenen

lim Z 9 (1,9) =0,
N —>00

(eth, )

(#9, «{)

woraus wieder (13) gefolgert werden kann.
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Aus (7a), (13) und (12) aber folgt:

k n
im Y% ED, 1) ¢ (1, 5) = £ (1,5) (19
I-— > 00 e
i=1

und aus (10), (11) und (14) kann zufolge der Willkirlichkeit von ¢
die Gleichung (9) gefolgert werden.

Wir gehen jetzt daran, aus einer Lebesgue’schen Integral.
darstellung (2) ein den Hahn’schen Bedingungen (7), (8) gentigendes
Inteipolationsverfahren herzuleiten. Dabei stlitzen wir uns auf die

Tatsache, dafi die im abgeschlossenen Intervall 1
—lI=Zu=+!, —Il=sv=+1

stetigen Funktionen ¢ (u, v, ) dort auch gleichmiflig stetig sind,
Denken wir uns also eine gegen Null konvergierende Folge positiver

Zahlen e, e,. &,. vorgegeben, so ist es mdglich, das Intervall [
in 4%, Teilquadrate vom Flidcheninhalt Af, (limA £, =0) zu zer
il-—> 00
legen, dafi
|0 (165, vy, ) — D (14, Vg, )| << ¢, (13)

ist, falls die Punkte (u,, v;) und (#,, v,) im Innern oder auf dem
Rande eines Teilquadrats liegen. Im Innern des Quadrats A ¥ wihlen

wir den Punkt (¢{",y®) beliebig. Sei dann ein den Punkt (0, 0) in
seinem Innern enthaltende Intervall

o =Su=08, Ba=v=_p,

beliebig gegeben, dann kénnen wir schreiben

g
8 % .
ff'.p (,v,ydndv :Z ® (B, 3, 1) A fu, (106)

wobei die Summierung iiber alle in dieses Intervall fallende Teil-
gquadrate zu erstrecken ist und durch ¥ angedeutet werden soll,
daf am Rande des Intervalls statt der Teilquadrate Af, kleinere

Teilrechtecke auftreten kénnen. Der Punkt (p(", o{®) ist dabei ein
nach dem Mittelwersatz passend gewdéhlter Punkt im Teilquadrat A 0.
Wegen (15) aber ist

vl"? (PEH)’ GE'”); n) A f, _ZI"? (’1'5")&5"')’ n) Af,| <

/
e

<o (B —ay) By — ), (17)
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daB wir erhalten

B 8.
~/
lim ffrp (w,v,m) dudv=1lim ZJ © (¥, 200, 1) A £,
> o0 ”_>D°(’h:ﬁ)
ey % (2, 8
Wegen lim Af, =0 und (1) k6nnen wir statt der Teilrecht-
n— > 00

ecke am Rande die vollen Teilquadrate nehmen, und aus denselben
Griinden konnen wir uns auf jene Punkte (¢,5() beschrinken,

die im Innern des Intervalls

=U=SP 6=v=35

liegen, so dafl wir erhalten

ﬁ| ﬁﬂ
lim ffw (u,v,n)dudv=Ilim Z © (20, 300, m) A £, (18)
In—=>00 n—>=>00
(oey5 By)
% % (73, 32)

Sei nun das Intervall [
a=f=a+L b=m1=b+1

cegeben und im Innern dieses Intervalls der Punkt z, 9.

geg
Wir teilen dieses Intervall in %, Teilquadrate A £, und wihlen
in jedem Teilquadrat einen Punkt (M, (") beliebig. Setzen wir dann

1,1(.“) — ggn) —x, yf_n) — 7]5”) —
und

o (1,3) = ¢ G0 — 3, 1) —9, 1) Af,, (19)

so folgt flir diese Funktionen laut Gleichung (18) die Hahn'sche
Bedingung (7) aus der Lebesgue’schen Bedingung (3) und wegen

I % (10g, 0y, 1)1 — 1 (109, Vg, 1) ‘él? (1, vy, 1) — @ (1, Uy, ”)j

kann ebenso die Bedingung (8) aus der Bedingung (4) gefolgert
werden. Es gentigen also die Funktionen (19) den beiden Hahn’schen
Bedingungen, und es ist daher

kII

S () =lim Zf (7, 0() ¢ € — 2, (" —y,m) Afu (20)
71—->°°i=1
Eine den Bedingungen (3a) und (4a) geniigende Integral-
darstellung liefern nach Hahn?! die Funktionen

1L, Hahn 1., p. 43.
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1

ar
by =" @@y 1)
2T (;)

Dabei ist ¢ (1) eine nicht-negative Funktion der Form
b)) =1—a|ui? 4+ o W). |u|’ (22)
a>=>0,p=>1, lim o(®)=0.

n—=>0

In jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Intervall << o, = von
(— 4, +1) sei die obere Grenze von ¢ (1) kleiner als 1. Auflerdem
wollen wir von ¢ (%) noch voraussetzen, es sei stetig und dif
ferenzierbar im Intervall

<—1I +1=>
und es gebe eine Konstante 4, so daf
4 ()| < A (23)

in = — 1, + I > ist. Infolge unserer Voraussetzungen ist dann

lim ¢ @,n).¢@wn) =0, (24)

nL—>00

und zwar gleichmdflig in jedem den Punkt # — o, v =0 nicht ent-
haltenden Intervall

==, u=v=4_,
des Intervalls
—l<=u<<+!), —,<v<<+L
Nach (6) liefern dann
o, v,1) = (,1) (v, n) (25)

eine den Bedingungen (3), (4) geniigende Integraldarstellung (2).
Teilen wir jetzt das Intervall << —1I 4+ /> in 2%, gleiche Teile
von der Lidnge /,, derart, daff in jedem solchen Teilintervall

"‘? (ﬂl, 1'1) — Y (th, M) , < 371 (26)

ist, wobei 3, eine ebenso wie &, gegen Null konvergierende Folge
sei. Nun ist, falls wir das Intervall —I=<u <+, —I<<v=< 4!
in Quadrate Af, von der Seitenldinge %, teilen, fiir zwei in einem
solchen Quadrat befindliche Punkte (z;, v;) und (u,, v,)

!"P (”’1) Uy, M) -9 (”2) gy ”) | = i ¥ (ul) Uy ”’) —¢ (”2! Ugs ”) +
+ [ (1, vy, 18) — & (14, Uy, )| =
= (v, n) + G (1,1)])8, = Cx, 3. (27)
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Dabei ist C eine Konstante und =, das Maximum von ¢ (i, 1)
— —1 +1=. Es ist also nach (15) &, so zu wihlen, da8

lim #,0,=0 (28)

In—> 00
ist. Nun ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung wegen

1

» 1+1

' _ j_ P (ag\Vi—1 )/
W (1, 12) = L 0 wt o (@) ()

X }_, l +1 1—+ 1
| (18, 1) — @ (189, 12) |— P’ Ahy=Culh, (29)

1‘()

1

Wegen |#,|< C n' geniigt es also,

l

hy, = -~
18

(30)
2u setzen, um ein Interpolationsverfahren nach (20) mit A £, = 13,
zu erhalten.

Als bekannte Spezialfille der Integraldarstellung von (21), (22)
seien die Funktionen ¢(#)=1—u? und /=1 (Landaul!) sowie

'p(u):<cosf2‘.>'und ]=2= (Ch. J. de la Vallée-Poussin? er-

wihnt.

Entsprechende Interpolationsverfahren kdnnen wir auch aus
der den Bedingungen (3a) und (4 a) genligenden Integraldarstellung
vom Poisson’schen Typus?® gewinnen. Hier ist

1 1
al n?
¢ = - - :
b (1, 10) = 5907 1+ nom), (31)
wobei
+ o0
au
QpP)= | ——
P= |7 (81a)
0
und

1 Landau, Rend. Pal, Bd. 25, p. 337, vgl. auch Toneclli, Rend. Pal.
Bd. 29, p. 1ff.

Ch. J. de la Vallée-Poussin, Acad. Bruxelles, Bull. Classe des Sciences,
1908, p. 193.

3 1. c,, Hahn 1., p. G647,
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b () =a|ul? + o (). |u? (31 p)
0>=0; lim o(u)=0
#H—=>0

ist. Die Funktion ¢ (%) sei als stetig und differenzierbar in << —]
+ /> angenommen, in jedem den Nullpunkt nicht enthaltendep
Teilintervall von (—/, + ) sei die untere Grenze von ¢ (1) eine
positive Zahl, und aulerdem gebe es eine Konstante 4, so daf}
[P ()| << A (314

ist in << — 1/, +/>. Dann mufl wegen (6) p>=2 angenommen
werden, und es gentiigt, wie leicht nachzuweisen ist,

l 0
hy = e Afy =hi
zu setzen, um aus den Funktionen

o (1, v,0m) = ¢ (1, 1) § (v, 1) (32)

ein Interpolationsverfahren abzuleiten.
Zum Schlusse sei noch bemerkt: die Interpolationsverfahren (20)
konvergieren gleichméflig in jedem abgeschlossenen Teilintervall T:

G=r=0 a,=y=b,
des Intervalls
a<<zr<<a+l, b<y<b+1l

Zu diesem Zwecke haben wir nur noétig, einen Satz von Hahn!
fur mehrere Verdnderliche zu formulieren. Setzen wir

7.5.”) (x)}v’ h) - O Odel‘ — "Psﬁ) (/'V,J/) (33)

je nachdem, ob der Punkt &™), 7V dem Intervall

r—h<é<yx+h y—h<nqn<y+h

angehdrt oder nicht, so ist flir das Bestehen gleichméfiiger Kon-
vergenz hinreichend, daf}

1. fir jedes Teilintervall 2 <<&<<f,; =2, <<7<<B, und jedes
h=0
lim Wy, yh) =0
D 2N I H) (34
<& <§,

5y <7 <f)

gleichmafig in T ist,

1L Hahn 2., p. 129.
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9. dafl flir jedes 7 =0

lim Z e (1,9) = 1 (35)
M — > CO
(w—h, v+
(y—h, y+h)

oleichméfig in T ist und

3. daB v,

D lewnl<N (36)
i=1
i«t fiir fast alle # und alle (x,3) von T.

Der Beweis kann vollig gleichlautend dem Hahn’schen gefiihrt
werden und beruht im wesentlichen auf folgendem.

Schreiben wir

k”
A
Zf( Em, q(m) (‘P(”) (x, J) —
i=1
Ky
— ij(gf.]”’ _q;jl)) Zg'") (x,y’ ]1) +Zf(&(”), rlll)) 'o1 ") (,l J) (37)
: (—n, x+7)
—n.y+n)
S0 ist
by
lim ) D FEP ) 4 () = 0 (38)
n—= w
i=1

gleichméBig in T zufolge (34), (36) und (10). Ebenfalls wegen (34),
(36) und (10) koénnen wir & so wdhlen, da gleichméflig in T

' ij(&im’ l];m) wrm (x, ¥) ——f(l,)) S 'D,m (1 }, —cN (39)
(J:~Iﬁ+h) (\—]l x4+h)
y—n, y+n) G—n, 3 +0)
ist. Dann aber folgt aus (35) die gleichmifiige Konvergenz in T fir
die Formel (9).

Dafi aber die Interpolationsverfahren (20) den Bedingungen
(34), (35) und (36) geniigen, kann aus der Beziehung (1), die die
gleichmaBige Konvergenz von ¢ (1, v, #) aussagt, geschlossen werden.
Denn setzen wir wieder

(!l) x m) (IIJ — A,
& =% 5N —Y =Y

und
S‘\ o (€W —x, 1P —y, m, ) = Z/ (4™ 350 1, 1r)
VAR )
(a5, B1) (7—x, 3, —2)

(%2 B2) (@—y, B:—9)

Sitzungsberichte d. mathem-naturw. Kl., Abt. 1Ia, 136. Bd.
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und beachten, daff fiir alle (v,y) von T das Intervall
o —r SE=P—1 oy == By
ganz im Intervall
n—b SESE—ay; %0, S 1= [,—a,
liegt, das seinerseits im Intervall
—l<é< +l—l<n<+1

Hegt, so folgt aus dem gleichméfliigen Bestehen von

lim Z| 1@, 9 u, A £, = 0
it—=> 00

(2y—by, 3—a)

(13— by, 3, —ay)

(40)

in T die Formel (34). Formel (40) aber kann aus (1) gefolgert
werden. Um (35) zu beweisen gehen wir von (17) aus und be-
merken: es ist

lZ ¢ (pi, o, ) A fyy — Z @ (WY, u) A f | <<z, .4 RE 1)
— T, 1) ‘
(—h +n)
wobei durch ¥ angedeutet werde, dafl bei der Summierung simt-
liche Teilrechtecke am Rande weggelassen werden mogen. Der
hiedurch begangene Fehler kann durch Wahl von n=mn, unter
jede Dbeliebig vorgegebene Grofle heruntergedriickt werden, und
zwar gleichméBig in 7, ebenso wie auch (41) gleichmifig in T
gilt. Da
+h+h

li )
,L,lrfoofﬁ (,v,n)dudv =1
—h —n
unabhingig von der Wahl des Punktes (x,y) besteht, ist damit (33)
bewiesen. Wegen

kn kn

e =N | 1G85, 0, 1)

i=1 i=1
+ Z (157, 39, 1) ‘A o (42)

(—h, +1
(—h, +1)

Af, +

kann (36) ebenso bewiesen werden wie (34) und (35).
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§ 2.
Wir wollen nun die Frage nach der Differenzierbarkeit der
Interpolationsverfahren behandeln und damit beginnen, die Dar-
ctellung der partiellen Ableitungen einer im Intervall

a=¢=a+Lb=q=b+]

stetiger Funktion f (¢, durch singuldre Integrale zu untersuchen.
Von dieser Funktion wollen wir annehmen, sie besitze in einer
Umgebung des Punktes (r,y) stetige partielle Ableitungen f;,; bis zur
m-ten Ordnung und lasse eine Entwicklung in folgender Form zu:

" i 1 ) .
&0 =5y + Z Z YT E—2) ()" S, i—x (%,9) +

i=1 =2=0
m
+ Z E—wr (TA_)")I”*Z W, 1 —2 &, f‘) (1)
2=
wobei
M 0 s (81) = 04, (5.3) = 0 )
2:;;’ (r=1,2..... ny

ist. Wir wollen nun beweisen: Es ist

a+1 b+41

fim-n @)=, M0 f f FEEn—ymdidy ()
o b
fiir den Punkt (x,3) im Innern von
e=r=<a+L,b=y=b+],

wenn die Funktionen vy (u,v,7) folgenden Bedingungen geniigen:
l. Zu jedem Teilintervall

o =E{=F, n=1=Ff
von

a=f=a+Lb=71=b+],

das den Punkt x,y nicht enthdlt, gibt es eine Konstante M, so daB

3, 8

ff 1 CE—x =y, n)dedq<<M (4)
ist fir alle 7.

2. Fir alle Teilintervalle der Bedingung 1 ist
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By 8
,m f f f G, —p,m)didq =0 ()

3. Es gibt eine Konstante N, so daf

a+1 b41

f f |G (—a)" =y Gy g W) d S d < N ©)
a 4

(=0,1,2. ..m)

st flir alle 7.

4. Es ist

atl b4l
. l‘>moof f(&—x)"‘ (=) * 7 E—x,—3, 1) dEd 1, =0 )
a b

fir 4 <m,«x<i und fir i =m,vF=h,z = m.

Es ist

a+1 b+!
“_ligﬁoof f(&—x)" (—yy=hy (—x, 10—y, u)d §d = ! (m—h)! (8)

a b

Setzen wir die Entwicklung (1) in das Integral

a+1 b+l
f ff(&; 1) 7 G—x,—y,n)dSd
a 14

ein, so ergibt sich aus den Bedingungen (7), (8): Formel (3) wird
dann gelten, wenn die folgende Gleichung besteht:

a+lb+1 o

lim E_ AR (o Ayl —% A
H—>oof J Z(E ;") (’I ') (U PRp— (C, fj)
a b

=0
cy(E—a, —y,u)dédq =0 C)

Um diese Gleichung zu beweisen, wollen wir zundchst be-
weisen, daff diese Integrale mit wachsendem # gegen Null kon-
vergieren, falls sie Ulber ein den Punkt (x,3) nicht enthaltendes
Teilintervall

o =E=0pn="1=5
von
e={=a+l,b=n=b+!
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crstreckt werden. Da zugleich mit f(§+) auch die Funktion

ne
SEN =Y G ()" 0y mo E1)
L
7=
im Intervall
a=i=sa+Lb=1=b+1

stetig, also auch gleichmaflig stetig ist, kann dieses Teilintervall
durch endlich viele Parallele zur &- und 7-Achse derart in Teilrecht-
ecke geteilt werden, dafl in jedem solchen Teilrechteck die
Gehwankung von g (§ 1) kleiner als eine vorgegebene Zahl & >0
wird. Also it sich g (§,7) durch eine in jedem Teilrechteck kon-
stante Funktion ¢ (&, 1) ersetzen, derart, dafl

lg@n—g Emn)i<e
n=E{s8n=1=0f

i~t, Infolge Gleichung (4) ist dann

B B 8 B
l . . . .
! [ gEDyE—r—yn)ydidn— [fi’* (& 1)

g E—x—yu)didy | <elM.

Die Integrale

f[g* (&5 74) V4 (é — NN —1J, ”’) d & d U

gehen aber zufolge (5) mit wachsendem n gegen Null. Um endlich
{ir passend gewihltes 9

v46,9+8
L[Lfg®mz@—<nw—%nﬂﬁdn<m (10)
x—o,y--98 ’

zu beweisen, bemerken wir: Fir jedes n sind diese Integrale nicht
ardfier als

mo A8 y48
Z f f }(é — ) (G — V" 0y, e (51)
x=0

x—0y-—0

s (& — 2 —y,n).| dédy.  (11)
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Nun konnen wir wegen (2) & so wihlen, dafl im Integrations.
intervall
fwx, m—z (&, ’})I <z (12)
(x=0,1,2. .m)

ist, und dann sind zufolge (6) die Ausdriicke (11) Kleiner alg
(m—+1)eN fir alle n, womit (10) bewiesen ist. Aus (10) und der
Konvergenz fiir den Punkt (x,%) nicht einschliefende Integrations.
intervalle aber kann (9) gefolgert werden.

Es sei jetzt ¢ (w,#) eine Funktionenfolge, die folgenden Be.
dingungen geniigt:

1. In jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervall
von (—1I, + 1) ist

lim  ¢®D(u,n)=0 (13)
il — > 00
1=0,1,2,. .m.

$O (u,m) sei dabei die i-te Ableitung von ¢ (u,n), das als #z-mal
stetig differenzierbar in (—/, 4 /) angenommen werde. Weiter sei
in jedem derartigen Teilintervall Formel (4a) von § 1 flir ¢ (u, )
erfiillt.

2. Fiir jedes Teilintervall << a, = ven Bedingung 1 gilt:

3
lim fp(u,n)duzo (14)
n —=>00
3. Es gibt ein N und ein 3, so daf
+3

ﬁfI”‘ DO (1, m)|d 1w << N (13)

fir alle 7 ist. -
4. Es gibt ein 9, so dal3

+3

lim f{) (,m)d =1 (16)

n— > 00

Nach einem Satze von H. Hahn! gelten dann fiir diese ¢ (u,n)
folgende Relationen.

1. Es gibt ein M (), so dafi fiir jedes den Nullpunkt nicht
enthaltende Teilintervall von (—1, + 1)

p
ﬁdgm (u,m)!d uw < M (i) (14 a)
 (=0,1,2. .m)
fiir alle # ist.

1], ¢. Hahn L., p. 615.
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~

9. Es gibt ein N(7) und ein &, so daf}
+3
f,u‘” oD (1, 12)|d 1w << N (i)
) f=0,1,2, m)
fir alte 7 ist.
3. Es gibt ein 9, so dafl

+32
lim fu/ OO (e, n)ydn =0
i — > 00
3
O=j<i=m)
und +3
lim fui W (18,12) d 10 = (—1)7 4!
11— > 00
O=i=m)

103

(15a)

(16a)

(160)

ist. Wir wollen endlich annehmen, fiir diese Funktionenfolge & (u,1)

gilten noch folgende zwei Bedingungen:
a) Es ist .
lim B0 (o, 1) = (11,) = O
n— > 00
(=m, x=<1i)

(17

aleichmifig in jedem den Punkt (0, 0) nicht enthaltenden Teil-

intervall
w=u=h, ,=v=0
von
—l=u<4+1] —l<v<+4+1
b) Es gibt ein N, so dafl fiir alle #
+3 +3
fiu"-np(s) (1, m)|d . f|v""‘ b=, n)|dv<N
- Ze
(f=m; %, s=17) ist.

Fir diese ¢ (u,1) gelten dann die Relationen

O f )
3}’5 3.3,1‘ —s
a1 B
i [ e EE—nn B,
‘ll—,\oo ’ q> 9 B),f—s . (
a b

G=m, s <)

(18)

(19)
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Um die Gleichungen (19) z. B. tiir i =m, s =& zu beweisen,
haben wir zu zeigen, dal die Funktionen

PyE—xm) BNy, n)
b} ,‘lfh ' By’" —n

den Bedingungen (4) bis (8) fir y (¢ —x, 1 —y, n) geniligen. Die
Bedingungen (4) und (5) aber sind infolge (17) erfiillt, und wieder
wegen (17) wird es geniigen, die Bedingungen (6), (V) und (8)
fiir das Integrationsintervall

rT—3=E=x+3, y —d=q=y+3?

als erfiillt nachzuweisen. Dann aber folgen die Gleichungen (6)
aus den Gleichungen (18). Zum Beweise der Gleichungen (7) be-
merken wir: Ist in

+3 +3
[ 1wk GO (,10) d 1o f v R =My ) du (20)
23 3

w1

der Index i<<m, so ist entweder # <</ oder i — % <<m — h. Sei
z. B. #<<h, so geht das erste Integral mit wachsendem 7 wegen
(16a) gegen Null. Das zweite geht fiir i «<<m — 7/ ebenfalls
gegen Null; ist hingegen i—= =m —1h, z.B. gleich m—"h + j(7=0),
so bleibt das zweite Integral wegen (15a) und

+8 +3

| .
ifvlu—- T gy - (1), ”) v digf pm—=n4j ,]b(m - (’U, ”>id v =<
bl

-3

_+_

=¥ | jor =y (p u)|dv <3 N (m—Il)  (21)

Y

zwischen endlichen Grenzen. Es geht also der Ausdruck (20) fiir
I<<m bei wachsendem # gegen Null und genau ebenso ist das-
selbe filir 7 =, »3=h zu beweisen. Die Gleichungen

+3 +0
lim wh OO (uy )y dw. [V WYO=D (v 5y dv =
n— > o0
—% —32

(—D™ ! (m— h)! (22}

aber folgen aus (165%), und damit ist auch (8) bewiesen.
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Um nun festzustellen, ob die Funktionen (21), (22) von § 1

P 1 .
O (1, 1) = Bﬁ,'l — u (‘1') (ﬂ))l (23)
o1 (—)
ey
Yy=1—alu) +o@nr; o>0; p=>1,
b()=0; lim @) =w0)=0 (23a)y
H—==>0

m-fach  differenzierbare  Darstellungen (19) liefern, \wollen wir
sunidchst annehmen, die Funktion ¢ (1) geniige aufler der Bedin-
sung, in jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervall von
{(— 1, + 1) eine obere Schranke << 1 zu besitzen, auch noch den
folgenden zwei Bedingungen:
1. Es ist & (») m-mal stetig differenzierbar in << — 1/, + 1 >.
2. Es ist |4@(n)|<< A|ui”~ in jedem Teilintervall von (— b
+ 1) flr
i=1,2,. .i,, wobei i,<<p; i,+1=p (24)

Dann sind nach einem Satz von H. Hahn?') die Bedingungen
13), (14), (14a), (15a), (16a) und (165) erfiillt und wir haben nur
noch das Erflilltsein der Relationen (17), (18) nachzuweisen. Fiir (17)
ist dies selbstverstdndlich; um (18) nachzuweisen, bemerken wir:

es setzt sich
b () )
du* ‘)( )>

aus einer endlichen Zahl von Summanden der Form
P (1) (b )" =7 (¥ @)y (V" )= .. (b ().

zusammen. Da wir zu vorgegebenem %2 =0 ein & wihlen konen,
so daf

b)) =1—(— ) (u)y (25)

ist in =< — 8, 4+ § >, so sind demnach die Summanden von

+

(2t B (n, n)ld u

|

jeweils Kkleiner als
1 3
4
B. ltl P(’lgf x+j| p—NU+jp—2+ —+ I, (p — lp) (1 o Zl«p)” —Jdu.

1)

_—

11 c. Hahn 1., p. 633.
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Ist » der Grad des Polynoms P (n), so verhalten sich diese
Ausdriicke wieder nach einer Bemerkung von Hahn! bgj
wachsendem 72 s0 \vie

1 . . .

= +ihr—0+ +"’/’(P =)

7
und sind kleiner als

1 . .

r— xtal—-1n+  +ig(p—9)
~ » & K

Cn
Nun bestehen fiir

L@y

die Relationen!
j1 -+ 2j2 + -+ 3_7.5 =S,

Ji +Js + +Js=7,

die sich durch SchluB8 von s auf s + 1 beweisen Jassen, da sie fiir
s — 1 gelten. Daraus aber folgt:

+¢ S—
f|u"~ DS (u,n)|du < Cyn (26)
3
und da ebenso
+¢ s
j[u"—“@“—” (n,m)jd 1< C,n ! (264)

—3

ist, so ist damit (18) bewiesen.

§ 3.

Entsprechend unseren Sidtzen fiir die Integraldarstellung der
Ableitungen von Funktionen der in § 2 (1) angegebenen Art lauten
nunmehr die Sétze iiber ihre Darstellung durch Interpolations-
verfahren. Unter den Gliltigkeitsbedingungen der Formel (3) von
§ 2 gilt die Formel

Ry

2 ! ;
rom—n (53)'= tim N F(E", ") o (5,9), (n
n — > 00 }=1

wenn die Funktionen 7.‘7.”) (v,y) folgenden Bedingungen geniigen.
1. Fir jedes den Punkt #, ¥ nicht enthaltende Teilintervall

o <E<Py, a <<

11 Hahn 1., p. 632.
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von

a=t=a+L,b=n1=b+1
uibt es ein M, so dafi
‘x}”’ (%,9) ’ =M (2)

7 < &<B
a<n <P

ist fur alle 7.
2. Fiir jedes solche Teilintervall ist

1 ‘1 () ) 0

im 7 (x, 9) = 0. 3)
n— > 00 4—‘/ K’ (,J ()
m <& <B
gy < =<3,

3. Es gibt eine Konstante N, so daf}
}‘Il

\
DA = G- | < (@

(x=0,1,2,. .m)
ist fur alle 7.
4. Es ist
%,

lim Z_(E(n)_()x q(n) —_']J)'MI‘ (n) (1 J) 0 (5)

n—>oo

flir i<<m, =i und i=m, x =< m, v h

Es ist
kyy
j N
lill’l Z‘(Ej(;u.) 1)/1( (u)_),)m-h /(n) X, y) — /Z “1 _ 71)' (6)
il — > 00%
j=1

Dabei sind, wie bei Formel (9) von § 1 die Punkte P;.”) mit
den Koordinaten g;n), -q(/fﬂ Punkte einer Menge ™ von %, Punkten,
und die Vereinigungsmenge aller 9@ ist als im Intervall

a=ét=a+, b=n=b+1

dicht angenommen.

Der Beweis dieses Satzes ist offenbar ganz analog dem
Beweis der Formel (3) von § 2.

Es sei nun eine Interpolationsdarstellung nach Formel (20)

von § 1 gegeben: .
ll

flx,y) = 11m L f(g(m 71(") (P(g(n) py m —y,0) A f,. @)

Die Funktionen ¢ (u,v, 14) mogen folgenden Bedingungen genligen.
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Alle
Do iy (uym) (=m: w=5)
sind stetig in
— ==+ —I=v=+1
2. Es ist
lim o, ;—. (@w,v,n) =0 (8)
n—> oo
i=m; n =1

gleichmidfiic in jedem den Punkt (0, 0) nicht enthaltenden Teil-
intervall
n=Su=h;HR=v=>F
von
—l<u<4+1 —l<<v+ 1L

3. Es gibt ein & und ein .V, so daf

@) 0 g (P AL N @)
v—i<i<atd
Y—<Tm<x+3

(==m; «=i; s=i

ist flr alle 7. Dabei ist 5}‘.’”—@':1’}"’ und 7\ —y =y gesetzt.
4. Es gibt ein 8, so daf

li v N A1) a)00) Af —

im L(,mj ) O si-s (0, myAfy =0 (10)

— > 00

X¥—3 <&r4d
r—3<mn <v+8

n

((f=m;s=iund r<<i; x=v oder r =14; x =< r; v 9).
Es gibt ein 3, so daf§
tim Ny o) g (10 ) A =
FREEs. =(—islG—s)! (1)

(=Z=m; s=i).

Dann ist

0 f(vy) &
_ 2T W () B0y ) g g ‘
apisyoe =lm NUEO g G — b —mAfy (12)

Jj=1
G=m; s=i).

Dies folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Satz, wenn wir
i=m, s =1 setzen, da sich dessen erste und zweite Bedingung
aus unserer zweiten Bedingung ohne weiteres ergeben.
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Es sei nun o (%, v, n) eine Funktionenfolge, die den Bedin-
qungen I und 2 von Formel (12) geniigt und auflerdem zwei
weiteren Bedingungen 3a und 4a, die aus unseren Bedingungen
3 und 4 [Formel (9) bis (11)] sich ergeben, wenn darin die
Ausdriicke

Z(xjf.fn)” Y By (0, 30, 1) A

r—0<i<x+0
r—B<n<x+B

durch die Ausdriicke
+3& +¢

f fw’ viw, o (n,v,n)dudv

-8 —3

ersetzt werden. Fiir diese w (1, v,n) gilt offenbar die Formel

a+1 b+1
b £ (%, , :
ete= i [ [reneas€—na—pmazdy os
I b

((=m; s=<1).

Wir fragen nun, wie missen die Af, gewdhlt werden, damit fiir
diese ¢ (u,v,n) die Formel (12) gelte. Das wird offenbar dann der
Fall sein, wenn wir aus den Bedingungen 3a und 4a die Bedin-
gungen 3. und 4. von Formel (12,) folgern konnen; und dazu wird
es genligen, Af;, = h2 so klein zu wihlen, dafl, wenn g, eine
gegen Null konvergierende Folge positiver Zahlen ist,

1. |G i —n (18, Uyy 1) — Py i (U, Uy, M) | << 3, (14)
(=m; n =)
ist, falls sich die Punkte (u,v,) und (,,v,) im Innern oder auf

dem Rand eines Teilquadrats A f, befinden (eine solche Wahl von
A £, ist immer méglich, wie aus der gleichmifiigen Stetigkeit der

Cicn(vym) in —l=u=+1 —Il=v=]

folgt), sowie dafi

[

+
1Y

[ e+

lim /7,
M — > 00

(@0 i—w(v,m)dudv =0 (13)

g

|
o

/ . 1
'\(igm; 1= 0=

ist. Sind diese beiden Bedingungen erfiillt, so lassen sich die
Bedingungen 3, 4 von Formel (12) aus den Bedingungen 3a,
4a von Formel (13) in folgender Weise ableiten. Um zu be-
weisen, dafl
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% 4+ &
lim WS g, i (u,n)dudv=
n— > 00
.
. R r s ) N
—tim N 0 A S
n— > o0

r— <& <x4+0
r—d<n<x4 8
G=Zm, »=1)
ist, bemerken wir: In jedem der Teilquadrate Af\) von
— I =u=4+9 —0=v=+4+3
konnen wir einen Punkt (p(."', ai) wihlen, so daf3

+5 3

ffn'yw, ien (i, 0,m) dundv =

— 4 —3
—‘ I S N
= Y G i A (17)
1sf, wobei die Summierung iiber alle Teilquadrate von
— =423 —d=v=+3
zu erstrecken ist und durch X/ angedeutet sei, dal am Rande

eventuell nicht mit dem Inhalt Af, der Teilquadrate, sondern mit
dem Inhalt kleinerer Rechtecke zu multiplizieren ist. Nun ist weiter

S @ At —

oV - :
= NUEN 0 i () M| =

,41/

S (r/““) (5(11)) Dy i (p}rx)’ G}H), M) Af;x —

L Z/(l,m) (y(u) “P/ i, ({J i) G(u) 1’1) L\_f;,

\Y g i n
+ T E) ) B o) Ay —
T O e @ A, 19)

Fir

5(I1J< ] G(”)<—1" 1(ll)< 1 )I(ll)< ]
vy 2% A 9
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aber ist
({{2,,))" (q;zz))s — (_ﬂjﬂ))r (}y(jll))s I = j‘ (pj(.u))" (5(/_11))5 — (;rj‘.’”)r (G}m)sl 4
I (@) = () 05 1= 2 (19)

a ja ‘

¢ f If{;’”) . x}n)l = hn; ;G}”’ '—'J’](-”)! =hn,

und fiir

] . . .
P <y auch ip" — 2| =|p—x ist.

Also ist nach (18) weiter
NZI (p-(im)r (O}”))S 'P.A, i (P-;ll]’ c;.”), It) Af;; _
. Z’ (xy;))" o;ijn))s (.Dz) . (x}.”');,)’}”‘), ”) Aﬁij =

= 211,,2 D i (A0 00, 1) | A fy + g, Bt (20)
Nun folgt aus (14) und (15)
. 1,

i 3, o (03 ) AL = 0 e

und damit
+8 +3

lim WS, i, v,n)dudv—
n— > o0

— lim Y (1(“) (ym) ,‘P‘ i (‘r'“’)'(’” ”) Af,, (22),

n— >w

Wegen (8) und lim Ajf, =0 kdnnen wir nun bei der Summierung
It — > 00
auch am Rande mit dem Inhalt Af, der Teilquadrate multiplizieren

und konnen diejenigen Punkte (xjf.’”, y}.’”) weglassen, die auf dem
Rande liegen, ohne das Bestehen der Relation (12) zu &ndern.
Damit aber ist (16) bewiesen und wir kénnen aus den Bedingungen 4a
von Formel (13) die Bedingungen 4 von Forme! (12) folgern.
Wegen
l .
‘ [b (18, 0y, n)| — 1 (s, Vs, n)[ 1§ lq) (183, v, ) — (19, Uy, n)!

kdnnen wir aber ebenso aus den Bedingungen 3« die Bedingungen 3
von Formel (12) folgern.
Wir wollen nun annehmen, es sei

IS XA

@ (u,v,1m) = b (1, 1) b (v, ), (23)

w obel b (1, n) eine Funktionenfolge nach Formel (23), (23a) von §2
, die den Bedingungen (24) von § 2 genlige. Auflerdem geniige
9 W) noch folgenden zwei Bedingungen:
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1. Es ist 4" (y) differenzierbar in << —/, +/=>.
2. Es ist 90 (y)|<< A in << —1, +1>. (24)

Dann ist
1

R
o0, n)) < Cuu? 0 =0,1,2,..,(m +1), (23)

wobei (), eine Konstante bedeutet. Daraus folgt unter Verwendung
des Mittelwertsatzes der Differentialrechung

Vo, i — (14, Uy, 18) — Py j— 2 (29, Vs, n)| =
=19 (1, 11) (P07 (v, 12) — U7 (v, )|+

T (v, 1) (99 (g, ) — 9 (1t )

%er l}+z‘—z+l »11;+f—x ;, + %41
=C.n Ciypqn! hy+ Ci_,n Coiy 1 Iy, =
zi‘: +i41
=Cun hy, (26)

wenn (u,,v;) und (1,5, v,) Punkte im selben Teilquadrat A £, = 71 sind.
Ebenso folgt aus (25)

+é 40 ' 11;+2 ’17 ‘i
h, f f! @, i— (10,0, 12) I!a! ndv=s C,n Ci_.n h,. 48 =

—& —3
) +i
=Cn” n,. (27

Die Ungleichungen (26), (27) gelten fur =m; » =4 Es genlgt
also /

A_ﬂl = h/.f; /lu — "‘”_,,ﬁ'_i_;;“ (28)
zu setzen, um aus (26), (27) die Formeln (14), (15) und also auch
(12) zu entnehmen.

Fiir die Félle von Landau!

() =1—u? [ =1
und Ch.-J. de la Vallée-Poussin?
AN
b (1) = (cos—;—> ; l=2x
sind die Bedingungen (24) von § 2 und 3 selbstverstindlich erftillt.

Zum Schlusse sei noch bemerkt: Fir die gleichmifige
Konvergenz der Interpolationsverfahren (12) gilt ein entsprechender

L p- 9.
l. P 9.
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Gatz, wie der in § 1 abgeleitete: Ist f(x,y)m-mal stetig differen-

sierbar in
a,=Sr=0b; a,=y=0,

5o ist in jedem Teilintervall

G=x=0b; G, =y=0b,
Vvon
A, <<x<<by; 0g<<y<<b,

die Konvergenz des Interpolationsverfahrens (12) eine gleichmaBige.
Denn in jedem solchen Teilintervall 146t sich zu e=>0 ein 80
angeben, so dafl
'ws,i—s(&a Ny ,‘K,_j/)|<€ (29)

(=m; s=1)

ist fur alle
€ — <8 |n—yi<8.

Dann aber kann aus dem gleichméfligen Bestehen von (2), (3), (4),
(d) und (6) fiir

m=1i, sS=h
und

1 ®5) = @505 () — 1,47 —2,m) A Sy

die gleichméflige Konvergenz von (12) analog wie in § 1 gefolgert
werden. Daf} aber die Formeln (2) bis (6) gleichmaflig gelten, folgt
wieder aus der gleichmafligen Konvergenz

lim @ s (u, v,) = 0 (30)

in1— >00
(G(=m;s=i)
in jedem Teilintervall von
—l=nt=4+1, —l<v<<+1

wie in § 1.

Si!zungsberichte d. mathem.-natarw. K1., Abt. ITa, 136. Bd. 8



ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database
Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften
mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1927
Band/Volume: 136_2a
Autor(en)/Author(s): Radakovic Theodor

Artikel/Article: Uber die Interpolation von Funktionen mehrerer
Veranderlicher. 87-113



https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=35756
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=185289

