
G e d r u c k t  mit Unterstützung aus dem  J e r o m e  und M argaret  Stonb oroug h-F ond s

Über die Interpolation von Funktionen mehrerer 
Veränderlicher

Von

Theodor Radakovic in Wien 

(V o rg eleg t in d er Sitzung am  2 4 . F eb ru ar 1927)

Es sollen in dieser Arbeit einige Sätze über die Herleitung 
von Interpolationsverfahren aus Darstellungen durch singuläre Inte­
grale, die ich in meiner Dissertation1 im Anschluß an eine Aus­
führung von L e b e s g u e 2 (daß es möglich sei, aus jeder Darstellung 
durch singuläre Integrale ein Interpolationsverfahren herzuleiten) für 
den Fall von Funktionen einer Variabeln bewiesen habe, nunmehr für 
den Fall von Funktionen mehrerer Variabein verallgemeinert werden. 
Es wird sich darum handeln, die Sätze von L e b e s g u e 3 und H a h n 4 
für die Darstellung einer Funktion einer Variabein durch singuläre 
Integrale oder durch Interpolationen nunmehr auch für den Fall von 
Funktionen mehrerer Variabein auszusprechen, um daraus die ent­
sprechenden Schlüsse zu ziehen. Dann soll noch insbesondere die 
Differenzierbarkeit der so gewonnenen Interpolationsverfahren unter­
sucht werden. Es liegt nahe, eine Anwendung dieser Interpolations­
verfahren zur direkten Lösung von Variationsproblemen, insbesondere 
von Randwertaufgaben, im Sinne des Ritz’schen Verfahrens zu ver­
suchen. Indessen möge dies hier zunächst unerörtert bleiben. Die 
Darstellung beschränkt sich im folgenden auf den Fall von Funktionen 
zweier Variabein, da hier bereits alles Wesentliche in Erscheinung tritt..

§ 1.
Wir können den Satz von L e b e s g u e  für die Darstellung einer 

Funktion von zwei Variabeln f (x ,y )  folgendermaßen5 aussprechen: 
Es sei im Intervall I

eine Folge stetiger Funktionen cp.„ =r cp (w, v, n) gegeben, von der wir 
gleich annehmen wollen, es sei

Über singuläre Integrale und Interpolationsverfahren, Bonn, Carl Georgi, 1921 .
Sur les integrales singulieres, Annales de Toulouse,  serie 3, t. 1, 25  ff., 108 f.
L. c., Anmerkung 2, p. 70.

1 Über die Darstellung gegebener Funktionen durch singuläre Integrale.
Denkschr. d. Akad. d. W iss.  in Wien, math.-naturw. Klasse, Bd. 93 ,  1 9 1 3 1 4 .  (hn 
folgenden zitiert als H a h n  1.)

Vgl. dazu B. H. C a m p ,  Amer. math. Soc. Trans.  14 (1913) ,  42  bis 64.  
wo die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für »einfach-unstetige« Funk­
tionen mehrerer Variabeln und andere Klassen von Funktionen mehrerer Variabeln
angegeben sind.
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8 8 Th. R a d a k o v ic ,

lim cp ( u ,  V, 1t)  =  0 (1)
> OO

gleichmäßig in jedem den Punkt ( 0 , 0 )  nicht enthaltenden Teilintervall

ocj ßx, ß2

des gegebenen offenen Intervalls (/). Diese Funktionenfolge wird 
für die Darstellung einer im Intervall

+  l, b ^ y  <  & +  /

gegebenen stetigen Funktion f  (x,y)
a  +  1 b + l

f {x ,y )  — lim f  j f ( i ,  rt) cp ($ — x, rt — y, n) d h d y] (2)
// — >OOi/ J

a  b

dann brauchbar sein, wenn sie folgenden Bedingungen genügt:
1. Es ist

lim I / cp (u, v, 11) d u  d v  =  1 (3)
11 — > OO \J J

Ci*

für jedes den Punkt (0 ,0) enthaltende Teilintervall 

ocj «  52 ßj, a2 ^  ^  ß2
von

— I c n  - c  +  l, — l -< v  <  +  l.

2. Für jedes Teilintervall von

—  / < « <  +  /, —  l c v  < : +  l
ist

cp (m, t>, n)\ dudv  <  A/ (4)
a ,

lür alle ».
Dann gilt Formel (2) für jeden inneren Punkt von

a <  x a  +  U b <  ,r < b  +  /.

Ist cp (u, 11) eine stetige Funktion, die den Lebesgue’schen Be­
dingungen für die Darstellung einer Funktion einer Variabein genügt, 
ist nämlich

lim / c|> (u, 11) d 11 r r  1 (3 a)
n  —  >  00 J  

rx

für jedes den Nullpunkt enthaltende Intervall von (— l, + / ) und ist 
weiter für jedes Intervall von (— /, + / )
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J  | <j> (u, n) j d u <  M (4 a)
oc

für alle n, so können wir offenbar setzen:

<p (u. v, it) =  '}j («, w) <|) (f, w), (5)

vorausgesetzt, daß auch

lim (u, n) <\> (v, 11) =  0 (6)
> OO

ist, und zwar gleichmäßig in jedem den Punkt (0, 0) nicht enthalten­
den Intervall von

— / < « <  +  /, — l c v  c  +  l.

Die Verallgemeinerung des H a h n ’schen Satzes1 für Inter­
polationsverfahren können wir wiederum in folgender Form aus­
sprechen: Für jedes n sei im Intervall

ti c, & -f- /, b Tj b -f- l

eine Menge von kn Punkten mit den Koordinaten 
gegeben, derart, daß die Vereinigung aller im Intervall dicht ist. 
Wenn die Funktionen (x.y) folgenden zwei Bedingungen genügen:

1. Es ist

lim X  cP/") (*,_)') =  i, (7)
(«, ß.)
(«* ps)

falls die Summierung über alle Punkte der Menge SD2(") erstreckt 
wird, die im Innern des Intervalls

a2 = g r| ^ ß 2

liegen und falls auch der Punkt P  mit den Koordinaten x, y  im 
Innern dieses Intervalls liegt.

Interpolation von Funktionen mehrerer Veränderlicher. 8 9

2. Es ist

Y j k r M  (8)

iür alle n, dann gilt für jede im Intervall

& r< £ ^  ci —I— /, b ^  Tj <--- b -t- l

Über das Interpolationsproblem. Math. Zeitschr., Bd. 1, 1918,  115 ff. (Im 
folgenden zitiert als H a h n  2.)
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9 0 Th. R a d a k o v ic ,

stetige Funktion f  (£, Tj) und jeden im Innern dieses Intervalls ge­
legenen Punkt P  {x,y) die Relation

*7/

f i xö') = lim riin)) ? ;" j (x,y)- (9)
// — >  oo ?“ J ; = 1

Es wird genügen, den Beweis für einen dieser beiden Sätze 
anzudeuten, der ganz wie im Fall einer Variabeln verläuft. Sei, um 
z. B. den Hahn’schen Satz zu beweisen, f  (6, Yj) eine im Intervall I

+  /, b +  l

stetige Funktion, so ist sie dort auch gleichmäßig stetig, d. h. wir können 
bei vorgegebenem s das ganze Intervall durch Parallele zu den beiden 
Achsen in endlich viele Teilrechtecke

af) ^  ^  ß<A>, of) vj ^  ßi7') Qi — 1 ,2 , . N)

zerlegen, so daß
!/(£i> ^i) — y(s2, t)2) i <  s

ist, falls die Punkte (£ls Tjj) und (£2, Tj2) im Innern oder auf 
dem Rand desselben Teilrechtecks liegen. Da die Vereinigung aller 

abzählbar ist, können wir annehmen, daß auf keiner dieser 
Parallelen ein Punkt PW liege. (Dies ergibt sich durch Projektion 
der Vereinigungsmenge auf die i- oder Tj-Achse.) Ebenso wollen 
wir auch annehmen, der Punkt (x,y) liege im Innern eines solchen 
Teilrechtecks.

Dann können wir offenbar eine im Innern eines jeden Teil­
rechtecks konstante Funktion f  * (£, tj) bilden, derart, daß

l/Ä  1 ) - / * ( « ,  vi) l < =  (10)

im Innern aller Teilrechtecke. Erteilen wir f *  auf_den Rändern noch 
geeignete Werte, so ist es im ganzen Intervall 1  definiert, und es 
gilt (10) in ganz I. Dann ist aber zufolge (8) und (10)

V / ( £ f t}, tj(«>) <p(«) (x,y) — V / *  i ? 0) $ H) (x, V)\ =

N  N

|  ̂ ?SM) &y) — ^  Y j*
h = 1 (a (7;)̂  jj (/;)) 7; = ] ^ (71)̂  p

?l )̂ (^!!\

<  3 M . (11)
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Nach der Definition von / * ist

hi *

V  /* ( i f\ vf)) cp(»> (x,y) =  (l{h\ f h)) ^  'p?° (*. (12)

/l = 1 (*<jQ} pW)
(4 ;°>

wobei t̂ )  irgendein Punkt im Innern des /z-ten Teilrechtecks 
ist. Befindet sich nun der Punkt (x,y), im j-ten  Teilrechteck, so gilt 
zufolge (7)

lim V  cp(") (x,y) = 1 .  (7 a)
11 —  >  OO Z — J

(“iA P^)
ß̂ })

Für jedes andere, z. B. das k-te Teilrechteck, aber kann aus (7) 
gefolgert werden

lim V  'pW (x, y) =  0. (13)
■n —  >  oo  Z— J

(■<*>, ? f ) .
Denn sei z. B.

a[k> < : ß® <  ,r <c aW und j  <  ßM,
so ist

lim y  (*,>') lim y  cp(.") (*, je) =  1
7/ —  >  OO // —  >  OO ^ _ l

(-?),«?) WM0)
(f,?f) (4M*0)

und daraus folgt (13). Ist anderseits

aj^ <  ßW <  ,r <  a® und aik> <  ß(/-) < jy  < ; aW,
so ist

lim y  cp(") (-t,_y) =r lim y  cp<:"> (#,>’) zr 1
n —  >  o o  Z— i ii  —  >  o o  J

HM7)) (ßiM0)
HM0) HM0)

und zufolge dem eben bewiesenen

iim y  <p<«) (.r,j.-) =z 0,
•;/ —  >  o o  Z— i

(«W ß(*))

(ß£M°)
woraus wieder (13) gefolgert werden kann.
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92 Th. R a d a k o v i c ,

kn
lim y  f *  T,('0) cp[."> (x,y) = / *  (x,y) (14)

Aus ( 7 a ) ,  (13)  und (12)  aber  folgt:

■ OO i = l

und aus (10), (11) und (14) kann zufolge der Willkürlichkeit von e 
die Gleichung (9) gefolgert werden.

W ir gehen jetzt daran, aus einer Lebesgue’schen Integral­
darstellung (2) ein den Hahn’schen Bedingungen (7), (8) genügendes 
Interpolationsverfahren herzuleiten. Dabei stützen wir uns auf die 
Tatsache, daß die im abgeschlossenen Intervall I

— / < » <  +  /, —  l /

stetigen Funktionen cp (u, v, ii) dort auch gleichmäßig stetig sind. 
Denken wir uns also eine gegen Null konvergierende Folge positiver 
Zahlen Sj, s2, . e„,. vorgegeben, so ist es möglich, das Intervall/
in 4 hn Teilquadrate vom Flächeninhalt A f n (lim & fn =  0) zu zer-

U  —  > 0 0

legen, daß
! <p («1, vv n) — cp (»g, v2, n) j <  g„ (15)

ist, falls die Punkte (nv v±) und (u2, v2) im Innern oder auf dem
Rande eines Teilquadrats liegen. Im Innern des Quadrats A wählen
wir den Punkt (xi'^yy^) beliebig. Sei dann ein den Punkt (0, 0) in
seinem Innern enthaltende Intervall

otj ^  u 52 ßj, a2 ̂  u ß2

beliebig gegeben, dann können wir schreiben

3, f
f f ?  (“■ v> ") d u  d v = Y J 'f (p f\  «) A /11, (16)

wobei die Summierung über alle in dieses Intervall fallende Teil­
quadrate zu erstrecken ist und durch £ ' angedeutet werden soll, 
daß am Rande des Intervalls statt der Teilquadrate Af n kleinere 
Teilrechtecke auftreten können. Der Punkt (p("), a(")) ist dabei ein 
nach dem Mittelwersatz passend gewählter Punkt im Teilquadrat Af}\  

Wegen (15) aber ist

y  cp (fA"\ oj«), 11) A f n — V  cp (x(:'\yf\ 11) A fn

<  s„ (ß, — a,) (ß2 — a2), (17)
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Interpolation von Funktionen mehrerer Veränderlicher. 93

daß wir erhalten

P. fc ,

lim f  Mp (», t>, n) d u  d v  — lim ^  cp „) A

a > («2, Ps)

Wegen lim A fn z=0  und (1) können wir statt der Teilrecht-
11 —  >  o o

e c k e  am Rande die vollen Teilquadrate nehmen, und aus denselben 
Gründen können wir uns auf jene Punkte (xf\yW) beschränken, 
die im Innern des Intervalls

aj sS 11 ^  ßx, a2 i> <; ß2 

liegen, so daß wir erhalten

P. P2

lim j v (u, v, n) d u  d v  — lim V  cd (xW,y{"\ n) Af , .  (18)
n- >coJ  J  ‘

“l (ct.,, ßo)

Sei nun das Intervall /

<2 :<  6 <  a +  /, fr <  Tj <  ft +  /

gegeben und im Innern dieses Intervalls der Punkt ,r,jr.
Wir teilen dieses Intervall in /<?,, Teilquadrate A fn und wählen 

in jedem Teilquadrat einen Punkt (iW, -qW) beliebig. Setzen wir dann

T(/,) _  £(;,) — ^ y(n) — ŷ n) —y

und
cp(«> (x,y) =  cp (€(") — X, •/}<«> —J)/, 70 AJ „  (19)

so folgt für diese Funktionen laut Gleichung (18) die Hahn’sche 
Bedingung (7) aus der Lebesgue’schen Bedingung (3) und wegen

11 cp (uv vv 11) 1 — j cp (u2, v2, 11) | | ^  | cp (uv Vv n) — u (#2, v.2, n) \

kann ebenso die Bedingung (8) aus der Bedingung (4) gefolgert
werden. Es genügen also die Funktionen (19) den beiden Hahn’schen 
Bedingungen, und es ist daher

/  (*,>') =  lim V  y\{!l)) cp ($<”> — x, vjj«) —y, n) A f„. (20)
11 — >00 Z—i 

/ = 1

Eine den Bedingungen (3 a) und (4a) genügende Integral­
darstellung liefern nach H a h n 1 die Funktionen

i L. H a h n  1., p. 43 .
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9 4 Th. R a d a k o v i c ,

l
n iV cfJ

=  - /]% k '’0 K m))“ (2i)
2 1 ' t )

Dabei ist <{> (u) eine nicht-negative Funktion der Form

'ji (u) ~  1 — c/.\u\p +  (0 (u) . ] (22)

lim cd (u) =  0.
U — > 0

In jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Intervall <  a, ß >  von
(— lj +  sei die obere Grenze von c|> (n) kleiner als 1. Außerdem
wollen wir von (u) noch voraussetzen, es sei stetig und dif­
ferenzierbar im Intervall

— l, +  1

und es gebe eine Konstante A, so daß

! f  (w) | <  A (23)

in <  — l, +  l >  ist. Infolge unserer Voraussetzungen ist dann

lim ']j (u, ii) . (v, f l )  — 0, (24)
11 —  >■ O O

und zwar gleichmäßig in jedem den Punkt u =  o ,v  =  o nicht ent­
haltenden Intervall

aa 22 11 ^2 ßj, a2 ß2

des Intervalls

— I <  u c  +  l, — l, < v  +  l.

Nach (6) liefern dann

cp (u, v, 11) — 'Jj (u, ii) f|» (t>, «) (25)

eine den Bedingungen (3), (4) genügende Integraldarstellung (2).
Teilen wir jetzt das Intervall <  — /, +  / >  in 2 k n gleiche Teile 
von der Länge h,„ derart, daß in jedem solchen Teilintervall

I cp (ttj, 11) — cp (m2, ft)  I <  8„ (26)

ist, wobei eine ebenso wie hn gegen Null konvergierende Folge
sei. Nun ist, falls wir das Intervall — l 52 u 52 +  /, — / 52 f  52 -f- / 
in Quadrate Af n von der Seitenlänge hn teilen, für zwei in einem 
solchen Quadrat befindliche Punkte (ut, v j  und («2, v2)

| cp (uv vv n) — cp (u2, u2, ii) | ^  | cp (uv vv n) — cp («2, vv n) +
-+- | cp («2, vv u ) — cp (u2, v2, n) | ^

^ ( \ i( u v n) +  4»(»2J»)|)8;, ^ C x ;i8„. (27)
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Dabei ist C eine Konstante und y.tl das Maximum von («, 11) in
^ __/, +  /:>■ E s ist also nach (15) hn so zu wählen, daß

lim x;, 8n =  0 (28)

Interpolation von Funktionen mehrerer Veränderlicher. 9 5

fl — > OO

ist. Nun ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung wegen

1
p -  + 1

n p (4» (u)'Y '«• n>= / ’ 2 r ^ ij 

|.),(«„ ») — ®(« » « ) I ^

]
Wegen l x J <  C genügt es also,

h n — }!s (30)

zu setzen, um ein Interpolationsverfahren nach (20) mit Af n — hn 
zu erhalten.

Als bekannte Spezialfälle der Integraldarstellung von (21), (22) 
seien die Funktionen cp(«)— 1— u2 und l — 1 (L a n d a u 1) sowie

!p(«) =  ^ cos~ j und 1 — 2 (Ch. J. de la V a ll e e - P o u s s in 2 er­

wähnt.
Entsprechende Interpolationsverfahren können wir auch aus 

der den Bedingungen (3 a) und (4 a) genügenden Integraldarstellung 
vom Poisson’schen T yp us3 gewinnen. Hier ist

i_ 1
P Pa n

^ H’ ,!) =  2Q(7) 1 + ~n«(»), (31)
wobei

und

° ^ = J r r b  (31ß)
0

1 L a n d a u ,  Rend. Pal., Bd. 25 , p. 337 ,  vgl. auch T o n e l l i ,  Rcnd. Pal. 
Bd. 29, p. 1 ff.

Ch. J. de l a  V a l l e e - P o u s s i n ,  Acad. Bruxelles, Bull. Classe des Sciences,  
1908, p. 193.

3 1. c., H a h n  1., p. 647.
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.96 Th. R a d a k o v i c .

(|) (n) =.a|w|^ -f- co (u). |u\)’ (31 b)
a > 0 ;  lim oi(u) =  0

II - X I

ist. Die Funktion <{>(«) sei als stetig und differenzierbar in <  — / 
+  / >  angenommen, in jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden 
Teilintervall von (— /, + / ) sei die untere Grenze von (u) eine 
positive Zahl, und außerdem gebe es eine Konstante A, so daß

\ty(u)\<A  (31 d)

ist in <  — l, 4 - l > .  Dann muß wegen (6) p >  2 angenommen
werden, und es genügt, wie leicht nachzuweisen ist,

hn — --9 , A f, =  h l n-

zu setzen, um aus den Funktionen

<p (u, v, n) — »|) (w, 11) <J) (v, n) (32)

-ein Interpolationsverfahren abzuleiten.
Zum Schlüsse sei noch bemerkt: die Interpolationsverfahren (20) 

konvergieren gleichmäßig in jedem abgeschlossenen Teilintervall T:

a t 52 x ^  bx; a 2 b2
des Intervalls

a  <  x <  a  +  /; b <zy <  b +  l.

Zu diesem Zwecke haben wir nur nötig, einen Satz von H ah n 1
für mehrere Veränderliche zu formulieren. Setzen wir

-/T  (*,y> h) =  0 oder =  <p<w) (x,y) (33)

j e  nachdem, ob der Punkt r l̂l) dem Intervall

x — h d c , x  +  h\ y  — h <  yj <_y -+- h

angehört oder nicht, so ist für das Bestehen gleichmäßiger Kon­
vergenz hinreichend, daß

1. für jedes Teilintervall a1 < $ < ß 1; a3 <  r; <  ß2 und jedes
h >  0

lim V  y(J l) (x,y h) — 0
11— > OO J—S

«1 <4 <ß,
ou <c t, <  ß.>

gleichmäßig in T ist,

H a h n  2., p. 129.
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Interpolation von Funktionen mehrerer Veränderlicher. 9 7

2. daß für jedes h >  0

lim Y  $"> (x,y) =: \ (35)
I I  —  >  O O  L — i

(x —h, x  -f- h ) 
(y — h, y +  h)

gleichmäßig in T ist und

3. daß
* n 
V''

i= 1

ist für fast alle n und alle (x,y) von T.
D e r  Beweis kann völlig gleichlautend dem H ahn’schen geführt 

w e rd e n  und beruht im wesentlichen auf folgendem.

Schreiben wir
*//

L_l
i— 1

 ̂n

=  V / ( e r  -<>") vj" (*>»> * ) + r""> an (*>y) <&)
i =  t (x —h , x  +  h)

(y—h . y  +  h)

so ist k1t

lim y f ($ » ,r t r ) ' / r \ x ,y ,h )  =  0 (38)
;/ —  >  o o Z — i 

z=l

gleichmäßig in T zufolge (34), (36) und (10). Ebenfalls wegen (34),
(36) und (10) können wir h so wählen, daß gleichmäßig in T

Vf<.er, -'f') (*>>■) -f(v) V t\m (x,y)L—I
Cu—//, x 4- h) {x—h , x  +  //)
(y—h, y +  h) ly—h, y +  h)

s Ar (39)

ist. Dann aber folgt aus (35) die gleichmäßige Konvergenz in T für 
die Formel (9).

Daß aber die Interpolationsverfahren (20) den Bedingungen 
(34), (35) und (36) genügen, kann aus der Beziehung (1), die die
gleichmäßige Konvergenz von cp (u, v, n) aussagt, geschlossen werden.
Denn setzen wir wieder

i (in)—x — x{-l)\ = y (t10
und

V Z (£/w)— n, h) = y Z tä n),y ? l), nyh)Z__i Z__i
(«1. ßi) ( * ■ - * ,  3 , - * )
(«•ji ßi) («2—y. ?i~y)

Sitzungsberichte d. malhem-natunv. K l., Abt. IIa , 130. Bd.
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9 8 Th. R a d a k o v ic ,

und beachten, daß für alle (x,y) von T das Intervall

ganz im Intervall

a ,— &i ^  ß ,— .a j ; a2— b2 Tj ß2— a.'2

liegt, das seinerseits im Intervall

liegt, so folgt aus dem gleichmäßigen Bestehen von

lim Y \ x (*r ' ,y r ,« ,h )\ A f„  =  o
(40)II —  >  O O

(*l l̂l Pl l̂)(-H—b2,

in T die Formel (34). Formel (40) aber kann aus (1) gefolgert 
werden. Um (35) zu beweisen gehen wir von (17) aus und be­
merken: es ist

wobei durch £ angedeutet werde, daß bei der Summierung sämt­
liche Teilrechtecke am Rande weggelassen werden mögen. Der 
hiedurch begangene Fehler kann durch Wahl von n ^ in 0 unter 
jede beliebig vorgegebene Größe heruntergedrückt werden, und 
zwar gleichmäßig in T, ebenso wie auch (41) gleichmäßig in T 
gilt. Da

unabhängig von der Wahl des Punktes (x,y) besteht, ist damit (35) 
bewiesen. Wegen

-f- 1l -j- 1l

II —  >  O O

lim
cp (u, -u, n) d u d v  — 1

- h  — h

i  =  1 /  = 1

+  V  f f i j ' X » )  A/„ (42)
(— h, +7»
(— + A)

kann (36) ebenso bewiesen werden wie (34) und (35).
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Interpolation von Funktionen mehrerer Veränderlicher. 9 9

§ 2.
Wir wollen nun die Frage nach der Differenzierbarkeit der 

Interpolationsverfahren behandeln und damit beginnen, die Dar­
stellung der partiellen Ableitungen einer im Intervall

+  l , b ^ - q ^ b  +  l

stetiger Funktion f ( i ,  -q) durch singuläre Integrale zu untersuchen. 
Von dieser Funktion wollen wir annehmen, sie besitze in einer 
Umgebung des Punktes (x,y) stetige partielle Ableitungen f - j  bis zur 
ui-ten Ordnung und lasse eine Entwicklung in folgender Form zu:

ni i
/•($,■/))r- f { x ,y )  +  y _ y  , (i—xY(;r—y y -''A i-* {x ,y )  +

/ =1 x=0
m

+  V  (£  -  * ) *  ( r r —y ) " 1- '  w x , (£ , y j) ( 1 )

•/=o
wobei

lim <oXi m_ x (6, Tj) =  co.,, ,u_., (*.>-) =: 0 (2)
£ — r> x
Ti — (x = l,2 ....../;/)

ist. Wir wollen nun beweisen: Es ist

a  + 1 b  -\-l

fh, m-h (x,y) =  hm f  C f i i r i ) '/(£—■■V'j—l)',11) d icl-q (3)n — >  oo
a £

für den Punkt (,r,_y) im Innern von

a .t <  a +  /, b ^ y  <?b +  1,

wenn die Funktionen y (u, v,n) folgenden Bedingungen genügen:
1. Zu jedem Teilintervall

a2 ^ y ] ^ ß 2
von

a  +  /, b -<L’q ^ b  l, 

das den Punkt .r.j' nicht enthält, gibt es eine Konstante M, so daß

J " j '  '/ (£—*, T; -_y, //) d i d -q <  A/ (4)

’st für alle n.
2. Für alle Teilintervalle der Bedingung 1 ist
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100 Th. R a d a k o v i c .

lim

Pi P2

II — :> oo 7 ($—*> ri —y> n) d 5 d r{ — 0 (5)

3. E s gibt eine Konstante N, so daß

a+ / b+1
J  J I (€—*)* Cq—y)'"-v- z (i—x, r —y, n) \ d ;  d q <  AT (6)
a £

(x — 0, 1 ,2 . . . w)

ist für alle n.
4. Es ist

ci -\-1 b  1

n -  > o o j"  j " (£— *)* C^— z (£--*> r|—-)'>«) d S d ’fi ~  0 (7)
fl *

für * <  7«, v. z und für / z= w, x =fz h, x ^  7//.
Es ist

a +  I b + l

lim I ( (t—x)/l (r,—v)"l- /!w(t
”- >00J  J

fl l

(i— x)h (Tj—jj’)'" 7/Z (£— r|—J)S«) d i d r { =  h\ (in— li) ! (8)

Setzen wir die Entwicklung (1) in das Integral

a +  l b+l

/ ( i  ri) 7 ($—-*> 7]— « )d ±d ri

ein, so ergibt sich aus den Bedingungen (7), (8): Formel (3) wird 
dann gelten, wenn die folgende Gleichung besteht:

Y  ß —xY (y\—yyu * “ v., vi-, (6, rj)

a + l  b + /
lim

// —  >  OO

a  b *=»
. z (£— a, Tj—J ’, 11) d £ d  Tj =  0 (9)

Um diese Gleichung zu beweisen, wollen wir zunächst be­
weisen, daß diese Integrale mit wachsendem n gegen Null kon­
vergieren, falls sie über ein den Punkt (x,y) nicht enthaltendes
Teilintervall

^  ^  ß15 a, ^  ri ^  ß,
von

ci s ci +  /, b T b -f-1
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Ci-streekt werden. Da zugleich mit /(£,?)) auch die Funktion

m
&  '0  =  V  (s— x)* (r—y )" -  * (üx, ,H_ X ß  Tj)

Z_i
•/.=<)

Interpolation von Funktionen mehrerer Veränderlicher. 1 0 1

im Intervall

stetig, also auch gleichmäßig stetig ist, kann dieses Teilintervall 
durch endlich viele Parallele zur £- und Tj-Achse derart in Teilrecht­
ecke geteilt werden, daß in jedem solchen Teilrechteck die 
Schwankung von £  (g, Tj) kleiner als eine vorgegebene Zahl e >  0 
wird. Also läßt sich g  (£, yj) durch eine in jedem Teilrechteck kon­
stante Funktion g*(£,r{) ersetzen, derart, daß

in
— g*  & * i ) i< e

«j ^  ^  ßj «3 ^  'h ^  ß8

i-t. Infolge Gleichung (4) ist dann
O Q O O?l ?» lJ1 lJ‘J

| j '  j~ g ( i  rl) Z (£ — -r- «) d £ d r( — j " ß z *  ($, Tj) •

«, «2 a 1 cu

• -/(£ — .r, T| — n) d i d ?{ b M.

Die Integrale
'yt i“?

^  j V  ( i  ri ) / (£ — -r> rJ — «) dhd-q

gehen aber zufolge (5) mit wachsendem n gegen Null. Um endlich 
für passend gewähltes 0

j *  J s  &  ri) '/ (5 — r, — y , n)d £ d  Tj (10)

,v — B,y  — 3

zu beweisen, bemerken wir: Für jedes n sind diese Integrale nicht 
größer als
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Nun können wir wegen (2) h so wählen, daß im Integrations­
intervall

| ni—y, (6, 7j) | £ (12)
(% = : 0, 1, 2 . . m)

ist, und dann sind zufolge (6) die Ausdrücke (11) kleiner als 
( m + l ) s N  für alle n, womit (10) bewiesen ist. Aus (10) und der 
Konvergenz für den Punkt (x,y) nicht einschließende Integrations­
intervalle aber kann (9) gefolgert werden.

Es sei jetzt <{> (u, n) eine Funktionenfolge, die folgenden Be­
dingungen genügt:

1. In jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervall 
von (— l, -+- l) ist

lim 6 W (w,«) — 0 (13)
11 —  >  OO

z =  0, 1 ,2 ,. .m .
(u, n) sei dabei die z'-te Ableitung von <|> (u, n), das als m -mal

stetig differenzierbar in (— l, +  l) angenommen werde. W eiter sei
in jedem derartigen Teilintervall Formel (4a) von § 1 für (11, 11) 
erfüllt.

2. Für jedes Teilintervall <  a, ß >  ven Bedingung 1 gilt:
ß

lim j (11, 11) d u =  0 (14)
11 -  >  00 J

V.

3. Es gibt ein Ar und ein 8, so daß
+ 3

^  it™ r])(»0 (uf n) \ d t K  N  (15)

—  3
für alle n ist.

4. Es gibt ein 8, so daß

lim f ^ ( n ,n ) d u — 1 (16)
II -  >  OO 1/

— 0

Nach einem Satze von H. H a h n 1 gelten dann für diese ty(u,n) 
folgende Relationen.

1. Es gibt ein M (i), so daß für jedes den Nullpunkt nicht 
enthaltende Teilintervall von (— l, +  l) 

f»
J' l (u, n)\dn c  M (i) (14a)

(i — 0 ,1 ,2 .  .m)
für alle n ist.

1 1. c. H a h n  1., p. 615 .
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2. Es gibt ein iV (i) und ein o, so daß
+ 2
J I uuJ (u, n) | d u <  N (i) (15 a)

(i =  0, 1, 2, m)
für alle u ist.

3 . Es gibt ein 8, so daß
+ s

lim I uJ 4»(/) (u, n) d 1t =  0 (16 a)
11 — >■ oô J

— 3
(0 < 7  < i < 2 m)

und

Interpolation von Funktionen mehrerer Veränderlicher. 1 0 3

lim I u,: («, ii) d u  — (— 1)' i !
11 — > OO J

(1 üb)

ist. Wir wollen endlich annehmen, für diese Funktionenfolge 'b(u, 11) 
gälten noch folgende zwei Bedingungen:

a) E s ist
lim (u, n)  ̂ (u, 11) — 0 (17)

II — >  oo

(i 52 m, ^  i )

gleichmäßig in jedem den Punkt (0, 0) nicht enthaltenden Teil­
intervall

ocj fS 11 ßj, aä ̂  v ß2
von

— I C  u C  +  l, — / < ! ' <  +  /.

(18)

b) Es gibt ein iV, so daß für alle 77

+ 0 + 0
J *  j n* (u, n) | d u. J "  | v1' ~ (l~s) (v, n) | d v  - c  N

—  0 —  0

(i 52 m ; x, 5 i) ist.

Für diese ty(u,n) gelten dann die Relationen

Y )  _

3 -y; —-s'
a+l b\-V-l

f  f/ tf , T) * ' - T *  ^  '  S rfr, (19,
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Um die Gleichungen (19) z. B. tür i ~ m ,  s =  h zu beweisen, 
haben wir zu zeigen, daß die Funktionen

<}>(£•—■ x, n) d(1" ~h) (J) (tj — y, n)
0 xh 3y»-A

den Bedingungen (4) bis (8) für y (£ — x, yj ■— y, n) genügen. Die 
Bedingungen (4) und (5) aber sind infolge (17) erfüllt, und wieder 
wegen (17) wird es genügen, die Bedingungen (6), (7) und (8) 
für das Integrationsintervall

x — 8 ^  ^  x +  8, y  — § ^  7) ^ y  +  8

als erfüllt nachzuweisen. Dann aber folgen die Gleichungen (6) 
aus den Gleichungen (18). Zum Beweise der Gleichungen (7) be­
merken wir: Ist in

n* 'Yh) (u, n) d u . I v' _  ~h) (v, n) d u (20)

7. i

der Index i < : m, so ist entweder x <  h oder i — / <: m — h. Sei 
z. B. % < : h, so geht das erste Integral mit wachsendem 11 wegen 
(16a) gegen Null. Das zweite geht für i v. c m — h ebenfalls 
gegen Null; ist hingegen i — — h, z .B . gleich m — h +  j( i^ O ) ,
so bleibt das zweite Integral wegen (15 a) und

+ 0 + 8

I I  y l l l - l l +  j  (jj(W —//) V

+ 3

<^8J j *  j v"1 ~h ~h) (v, n) | d v c  N (m— lt) (21)

— o

zwischen endlichen Grenzen. E s geht also der Ausdruck (20) für
i c  m  bei wachsendem n gegen Null und genau ebenso ist das­
selbe für i =  m, xr^=/z zu beweisen. Die Gleichungen

+  3 + 3

lim j uh <]>(/,) (u, 11) d u .  I v(,n~ h) (v, n) d v =
n -  > 00 J  J

— 0 — 5

(— 1 )mh\(m — h)\ (22)

aber folgen aus (16b), und damit ist auch (8) bewiesen.
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Um nun festzustellen, ob die Funktionen (21), (22) von § 1
i

>b («, n) =  P a % np (<]; (u))'1 (23)
2  r  ( —

Interpolation von Funktionen mehrerer Veränderlicher. 1 0 5

p

•L (70 =
 ̂ (u) ^  0 ; lim w (u) =  w (0) =  0 (23 a)

y (u) =  1 — v.\u\p +  w (u) \u ip ', a > - 0 ;  p >  1,

»/.-fach differenzierbare Darstellungen (19) liefern, wollen wir 
zunächst annehmen, die Funktion ']) (u) genüge außer der Bedin­
gung, in jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervall von 

+  /) eine obere Schranke <  1 zu besitzen, auch noch den 
folgenden zwei Bedingungen:

1. Es ist ty(u) m -mal stetig differenzierbar in <  — /, +  / > .
2. Es ist |cp(/) 001 <  A\u\i, ~ i in jedem Teilintervall von (— /> 

+  l) für
i — 1 ,2 ,. . ip\ wobei ip c p - ,  ir +  1 (24)

Dann sind nach einem Satz von H. H a h n 1) die Bedingungen 
(13), (14), (14a), (15a), (16a) und (16fr) erfüllt und wir haben nur 
noch das Erfülltsein der Relationen (17), (18) nachzuweisen. Für (17) 
ist dies selbstverständlich; um (18) nachzuweisen, bemerken wir: 
es setzt sich

—- —  t (m)Vd n s V /

aus einer endlichen Zahl von Summanden der Form

p(n) (<j) tu))n -j ('V (ioy* ( '/ ' («)y«.. .  (')»ooy.,

zusammen. Da wir zu vorgegebenem h >  0 ein 8 wählen könen, 
so daß

(n) 1 —  (a — h) (u)p (25)
ist in <  — 8, +  8 so sind demnach die Summanden von

+ 5

j  j uv- (u, n) | d u

—  3
jeweils kleiner als

1 5

B . nP P  (n ) Ju  +h {p~ 1) +7’2 (p ~ -1 + + J i P{p ~ iP) {\ ~  ß 7i>')n ~ J d u.

o

1 1. c. H a h n  1., p. 633.
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1 0 6 Th. R a d a k o v i c .

Ist r  der Grad des Polynoms P(n), so verhalten sich diese 
Ausdrücke wieder nach einer Bemerkung von H a h n 1 bei 
wachsendem 11 so wie

r ~  * (*  +  h <P -  l) +  +./'/ (P -  i/,))
11 1 '

und sind kleiner als
r -  „ (*■+./', (p - 1) + +./s- (p—s))

C ii ‘

Nun bestehen für

(♦ (» ))*

■die Relationen1
J i  +  2i 2 +  +  SJ> =  -S

h  +  h  +  +  J» — r y

die sich durch Schluß von .9 auf 5 +  1 beweisen lassen, da sie für 
5 =r 1 gelten. Daraus aber folgt:

+  £ S — K

I | u* cp) (u, 11) | du  c C x n 1 (26)

— 0
und da ebenso

J  | i i ’ ~ v !  c p  ~ s> {11, n)  j  d u c  C., 11 1 (2 t)a)

ist, so ist damit (18) bewiesen.

§ 3.

Entsprechend unseren Sätzen für die Integraldarstellung der 
Ableitungen von Funktionen der in § 2 (1) angegebenen Art lauten 
nunmehr die Sätze über ihre Darstellung durch Interpolations­
verfahren. Unter den Gültigkeitsbedingungen der Formel (3) von 
§ 2 gilt die Formel

*«

fii, m -  h { x , y ) lim \ f {  -q f ) x?0 (x, y), (1)
11 — > OO 1

7 =  1

wenn die Funktionen VS!l) (x,y) folgenden Bedingungen genügen.

1. Für jedes den Punkt x, y  nicht enthaltende Teilintervall 

04 <  i <  ß1? a2 <  7j <  ß2

i 1. H a h n  1., p. 632 .
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von
b <  y) <  b +  /

uibt es ein A/, so daß

y t j ,] (x>y)
rJ\ <  K <  ßi aä < tj < fL

ist für alle
2. Für jedes solche Teilintervall ist

lim X  X/0 ^ ' )  — °- (3)
” > 00 *, < 4 < p,

'j., < r ; < ^

3. Es gibt eine Konstante N, so daß
*//

X ! « r  -  *)‘ (tf* -  * X/" feX> | <  A- (4>

(x =  0, 1 ,2 ,. .m)
ist für alle «.

4. E s ist

lim y  (&«> — ,?)* (V."' -  * /."> (*,jr) =  0, (5)
n  —  >■ o o  r — 1

J = l

für i <  m, x 52 i und i — m, x r=2 m, //.
Es ist

k.n

lim /  (ß"'1 —  x)h (-({!')—y )m -  h yW (x,y) =  h ! (m — h ) ! (6')
n —  >  o o  “ “ 1 ^J=1

Dabei sind, wie bei Formel (9) von § 1 die Punkte PM mit 
den Koordinaten Tjj;,) Punkte einer Menge von kn Punkten, 
und die Vereinigungsmenge aller W {1I) ist als im Intervall

CI ~g~-~ £ f l  - f -  /, & Tj b  -+■ 1

dicht angenommen.
Der Beweis dieses Satzes ist offenbar ganz analog dem 

Beweis der Formel (3) von § 2.
Es sei nun eine Interpolationsdarstellung nach Formel (20) 

von § 1 gegeben:
*«

f  (x,y) — lim vjf )  <p ( i f  — x, Tj<"> —y, ri) A (7)
n — > ooT““*7=1

Die Funktionen y(n ,v ,n )  mögen folgenden Bedingungen genügen.
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Alle

- i n d  s t e t i g  in

2. Es ist

rs.A j _ y (n, v, n) (i ^  m : x < ; i)

— / ^  « ^  +  /, — l ^ v ^  +  l.

lim <0*. i _ y. (u, v, n) =  0
// —  >  OO

z m ; x z

(8)

gleichmäßig jn jedem den Punkt (0, 0) nicht enthaltenden Teil­
intervall

04 52 u ̂  ßj; a2 5g 5g ß2
von

— I c t i c  +  l, — l c v  +  l.

3. Es gibt ein 8 und ein N, so daß

(x f ]) (v(j ll))  V  i - s {^]l\yf\ n) A fV
-i'— 5 < i <z .r+ 8 
-v— S < Ttc  ;U+ 3

N (9)

(z w ; x 5g z; s 5g z

ist für alle u. Dabei ist i {!l> — x =  x{!,] und yA"> — r  =  gesetzt.

4. Es gibt ein 8, so daß

lim ' (y f]) V?.s-. i-s  n) A f,  rr  0 (10)
.v— 3 < £ -_-.r+8
.V—  3  e r )  c . v - j - 5

(z 5g m ; s 5g z und r  c  z; x ^  r  oder r  =  z; x r; x =£: 5).

Es gibt ein 8, so daß

lim V  ( x f )  ( y f )  'S <ps. s (*<«), y f\  11) A f ,  =
— > oo£— ’ ’

=  ( -  \ys \ (i-s)\  ( i i )

s 5g i).

n — > oo'
,i'— o<t< x'+ 0 
.v— 0 <zrt <c ,v+ ö

Dann ist

__Vf(x,y)
8 xs 0 y l ~ * =  lim Y f i& f ,  r(p) 'fSi ._s ( i f  — x, —y, 11) A f ,  (12)

11 — >  00 Z _ j

7=1
(z- 5 g w z ;  S 5 g z ) .

Dies folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Satz, wenn wir 
i =  m, s =zh  setzen, da sich dessen erste und zweite Bedingung 
aus unserer zweiten Bedingung ohne weiteres ergeben.
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Es sei nun cp (u, v, n) eine Funktionenfolge, die den Bedin­
gungen 1 und 2 von Formel ( 1 2 )  genügt und außerdem zwei 
weiteren Bedingungen 3 a  und 4 a , die aus unseren Bedingungen 

und 4 [Formel (9) bis ( 1 1 ) ]  sich ergeben, wenn darin die
Ausdrücke

ersetzt werden. Für diese v(u ,v ,n )  gilt offenbar die Formel
a+l b+l

Wir fragen nun, wie müssen die A  f n gewählt werden, damit für 
diese ®(u,v,n) die Formel ( 1 2 )  gelte. Das wird offenbar dann der 
Fall sein, wenn wir aus den Bedingungen 3 a  und 4 a  die Bedin­
gungen 3. und 4. von Formel (12'1) folgern können; und dazu wird 
es genügen, Af ,  =  h\ so klein zu wählen, daß, wenn s„ eine 
gegen Null konvergierende Folge positiver Zahlen ist,

1 ■ | rfx. / («,, vv 11) —  cpy„ i _  * (m3, v2, 11) | <  sH (14)

ist, falls sich die Punkte (uv vx) und (u2, v2) im Innern oder auf 
dem Rand eines Teilquadrats A  f n befinden (eine solche Wahl von 
Af n ist immer möglich, wie aus der gleichmäßigen Stetigkeit der

cp*, i _  x (u, v,n) in — / ^  u +  /, — 
folgt), sowie daß

ist. Sind diese beiden Bedingungen erfüllt, so lassen sich die 
Bedingungen 3, 4  von Formel (12) aus den Bedingungen 3 a, 
4a von Formel (13) in folgender W eise ableiten. Um zu be­
weisen, daß

2 m 1  (yf)* n)  A  / "
x— 3 <  i <  ,i'+ 3 
x— 3 <   ̂<c ,v+ 3

durch die Ausdrücke
+ 3+3

,-(#, v, n) d u  dv

f f
/($, 7]) tps, i - s { i  — x, Tj — y, ri) d k d rt (13)

a b

s ^ i ) .

(i ^  m ; v. i)

+ o + 3

11 ~
(15)

— 0
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lim / / ur us cp./ ; x (ti, u, n) d u d v  =
" -  > 00 J )

— 2 — 0

=  lim y  ( x f ) ' ( y f )  tp*, / _ * n) A/,,
n  — >  00 Z — i

.r— S < 4 <  -V+ 3

.V—  S < T )  <  .i'-j- 0

(z w ; x z) 

ist, bemerken wir: In jedem der Teilquadrate A/V) von

— 8 ^  ^  +  8, — 8 ^  v <  ̂ +  8

können wir einen Punkt (r/!l\ aj/;)) wählen, so daß
+ 0

(16)

— fj — 0

ur y s <px. /_y («, y, n) d u du  —

— y  w r) (ajn)) <’- *  (*°/">j °/")» m) a^ ' (17)

ist, wobei die Summierung über alle Teilquadrate von

—  8 <  ^  <  -4- 5, —  8 <  v  <  +  8

zu erstrecken ist und durch angedeutet sei, daß am Rande 
eventuell nicht mit dem Inhalt Af n der Teilquadrate, sondern mit 
dem Inhalt kleinerer Rechtecke zu multiplizieren ist. Nun ist weiter

\~\t r  s

\—\l r
1  (*!"’)

V V  >'

i l  m

v‘V r
1  (*T)

)■

Für

v v  »•
(*d

-.(PT 0yii ») A //; —

- * ( * r yf,

<1

M") 
J ’

<1 —

— (py*. y ’ « )  a / , +

- . O f - oj"), « )  A /„ —

« )  A/; (18)
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Interpolation von Funktionen mehrerer Veränderlicher.

aber ist

(ff )  (aD's -  W']) 0 f)s I=! (Pf) (°T) ~ W") (°r)s1 +
+  | ^ f ) r (oj«))S -  ( x f )  (/■!*) | ^  2 hm (1 9)

da ja
I p(») _  X UI) j ^  Jh h  | 0 {n ) _ y (n ) | ^  ] t i i

und für

p <  , x <  -  auch i [/  — xr | 52 | fj — x ist.

Also ist nach (18) weiter 
! vV

( i f  ) (°T )

— Y '  (XT )  (y T )  / -  * (xT ’y T ’ n) A-^ | =

^  2 hn V '  j  ^  . v (fjn>, oj»), 11) | A f,  +  4 e„ 8r+ +2 (20)

Nun folgt aus (14) und (15)

lim h„ V  | <px . _ y (rjf,  otn>, h) j A f ,  =  0 (21)
>  OO z -------1 ‘ ’ J  I

und damit
+ 5+o

lim / | vs &%> i _  x (u, v, n) d u d v —
II — > OO / /

— 0 — 0

lim y '' (x^) (/")) . _ v. (x f\ y f ,  n) A f , . (22)
n  —  >  o o  l — i J  ’ J  J

Wegen (8) und lim A f,  =  0 können wir nun bei der Summierung
I I —  >  O O

auch am Rande mit dem Inhalt A fn der Teilquadrate multiplizieren 
und können diejenigen Punkte (xj'\y^l)) weglassen, die auf dem 
Rande liegen, ohne das Bestehen der Relation (12) zu ändern. 
Damit aber ist (1 6 )  bewiesen und wir können aus den Bedingungen 4 a  
von Formel (1 3 )  die Bedingungen 4  von Formel (1 2 )  folgern. 
W egen

| j (jj (u x, vv  n ) | —  i 'b (u 2, v2, n) | j  ^  f t  (u v  v v  n) — (|» (u 2, u2, u ) j

können wir aber ebenso aus den Bedingungen 3 a  die Bedingungen 3 
von Formel (12) folgern.

Wir wollen nun annehmen, es sei
f  (u, u, n) — <Jj (u, n) >b (u, n), (2 3 )

wobei ’\(u,n) eine Funktionenfolge nach Formel (23 ) ,  ( 2 3 a )  von § 2  
sei, die den Bedingungen (2 4 )  von § 2 genüge. Außerdem genüge 

(u) noch folgenden zwei Bedingungen:
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112 Th. R a d a k o v i c .

1. Es ist (u) differenzierbar in <  — l, -f- / > .
2. Es ist j  (u)\ <  A in < — 1, + / > .  (24)

Dann ist

j f h)(u, n) \ <  Q, n p , h  =  0, 1, 2,. ., (in +  1), (25)

wobei C), eine Konstante bedeutet. Daraus folgt unter Verwendung 
des Mittelwertsatzes der Differentialrechung

I 'f *. / _  * (n v  vv  n ) —  cpx. ,• _ y. (u 2, v2, 1t) | ^

| 'L(v-> (uv n) (']/' _ K) (vv n) — 'b{' ~~ v-] (v2, n)) | +

"A) (v2,n) (6 )x) (uv ii) — (u2 n) ) 1

—  -j- X  J --- 7. -j-1 - H - 1 x  -}- —j—  1

cL C *n p C,-_ *+ !« * ' /;„ +  C i- %n p C%+Xn r hn —

I + /+l=  C n p h,„ (26)
wenn (u^v^) und (u2,v 2) Punkte im selben Teilquadrat A f,  =  hj, sind. 
Ebenso folgt aus (25)

h,
+ s +s i . i , .

! P ' V — ^
Cf y., /_ y. (U , V , 1 l)  j d 11 d l ’fg  C y . U C/_ y. 11 k „ . 4 61 =

=  C n p h„. (27)

Die Ungleichungen (26), (27) gelten für i^Lm\ v. ^  i. Es genügt 
also

Af ,  =  h h  hn =  - -  + y-  (28)

zu setzen, um aus (26), (27) die Formeln (14), (15) und also auch 
(12) zu entnehmen.

Für die Fälle von L a n d a u 1
di (ti) = 1  — u- ; / =  1 

und Ch.-J. de la V a lle e  - P o u s s in 2

(Jj (u) =  (cos ; l — 2 -

sind die Bedingungen (24) von § 2 und 3 selbstverständlich erfüllt.
Zum Schlüsse sei noch bemerkt: Für die gleichmäßige

Konvergenz der Interpolationsverfahren (12) gilt ein entsprechender

1. p. 0.
1. p. 0.
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Satz, wie der in § 1 abgeleitete: Ist f ( x , y ) m -mal stetig differen­
zierbar in

a 1 x ^  bx; a 2 iS  b.>, 

so ist in jedem Teilintervall

ä x x ^  b1; ä 2 ^ y  52 b2
von

a t < x <  bt ; a2 <zy  <  b2

die Konvergenz des Interpolationsverfahrens (12) eine gleichmäßige. 
Denn in jedem solchen Teilintervall läßt sich zu e > 0  ein 8 > 0  
angeben, so daß

l ® M - * ( U ^ ) l < 8 (29)
(z m ; 5 52 z)

ist für alle
j£ — *|<8; [ vj — | <  S.

Dann aber kann aus dem gleichmäßigen Bestehen von (2), (3), (4), 
(5) und (6) für

m — i\ s — h
und

X?° (*>?) — <Ps, i- s  (£f} — *, — y, n) A fn

die gleichmäßige Konvergenz von (12) analog wie in § 1 gefolgert 
werden. Daß aber die Formeln (2) bis (6) gleichmäßig gelten, folgt 
wieder aus der gleichmäßigen Konvergenz

lim cpSj i_s (u, v, n) — 0 (30)
11 —  5 »  O O

(i m ; 5 52 i)

in jedem Teilintervall von

— / <  n <  +  /; — l c v  c  +  l

wie in § 1.

Interpolation von Funktionen mehrerer Veränderlicher. 1 1 3

Sitzungsbe richte  d. math em.- natim v.  K l., Abt. I I a, 136. Bd. 8
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